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,Fortschritte der Physik** Bd. 5, S.1—15, 1957 


Einige neuere Ergebnisse der statistischhen Theorie des Atoms 


Von P. GomBAS 


Einleitung 


Die statistische Theorie des Atoms hat sich besonders in dem letzten 
Jahrzehnt zu einem der wichtigsten Niaherungsverfahren der modernen 
Atomphysik entwickelt. Sie verdankt dies hauptsichlich der groBen 
Anschaulichkeit und dem einfachen gedanklichen Aufbau. Es ist gewis- 
sermaBen iiberraschend, daB dieses stark vereinfachte Atommodell so 
vielseitige und erfolgreiche Anwendungen gefunden hat. So konnten auf 
Grund des statistischen Modells Réntgenterme, optische Terme, Ionisie- 
rungsenergien, Elektronenaffinitaten und mittlere Anregungsenergien von 
Atomen, das Streuvermégen von Atomen fiir Réntgen- und Elektronen- 
strahlen, das Bremsvermégen von Atomen fir schwere Teilchen in guter 
Ubereinstimmung mit der Erfahrung berechnet werden; weiterhin konnten 
die Anomalien des periodischen Systems der Elemente erklairt und eine 


Theorie der Gruppe der seltenen Erden entwickelt werden; schlieBlich sei 


erwahnt, daB das statistische Atommodell auch eine theoretische Begriindung 
der Goldschmidtschen Atom- und Ionenradien erméglicht hat. Die Anwen- 
dung der Theorie auf Molekiile stoBt naturgemiB auf Schwierigkeiten, da 
hier die Kugelsymmetrie verloren geht, wodurch die mathematische Behand- 
lung des Problems ganz wesentlich erschwert wird. Trotz dieser Schwierigkeit 
ist es gelungen, die Grundlagen der statistischen Behandlungsweise der Mole- 
kiile zu entwickeln und fiir mehrere Molekiile die Potential- und Elektronen- 
verteilung, weiterhin Bindungskonstanten und Dipolmomente zu berechnen. 
Bedeutepd giinstiger gestaltet sich die Anwendung der Theorie auf Kristalle, 
insbesondere auf Ionenkristalle und Metalle, denn zufolge der hohen Sym- 
metrie der Gitter kann man hier in erster Naiherung die Potential- und Elek- 
tronenverteilung der Gitterbausteine wieder durch eine kugelsymmetrische 
approximieren. Ein weiteres wichtiges Anwendungsgebiet der statistischen 
Theorie des Atoms ist die Materie unter hohem Druck, in der die Potential- 
und Elektronenverteilung der Bausteine zufolge der hohen Symmetrie des 
Aufbaues ebenfalls durch eine kugelsymmetrische angenahert werden kann. 
Es konnte so die Zustandsgleichung der Materie bis zu sehr hohen Drucken 
und Temperaturen hergeleitet werden, woraus sich fiir verschiedene Gebiete, 
so z. B. auch fiir die Geophysik, wichtige Resultate ergaben. Da im Falle der 
Materie unter hohem Druck die Elektronendichte tiberall groB ist, treten 
hier diejenigen Schwierigkeiten, die beim freien Atom entstehen, nicht auf. 
1 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Man muB also die Materie unter hohem Druck als das eigentliche Anwendungs- | 
gebiet der statistischen Theorie betrachten. us | | 
Die vorliegende Arbeit, in der einige neuere Ergebnisse der statistischen | 
Theorie des Atoms behandelt werden, gliedert sich in zwei Teile. Im ersten | 
soll iiber eine Vervollkommnung des statistischen Atommodells durch eine | 
kinetische Energiekorrektion berichtet werden, im zweiten behandeln wit 
einige neuere Weiterentwicklungen der statistischen Theorie des Atoms, die | 
sich hauptsachlich im Zusammenhang mit wellenmechanischen Naherungs- | 
methoden zur Bestimmung von Eigenfunktionen und Energieniveaus von 
Elektronen in Atomen, Molekiilen und Metallen als fruchtbar erwiesen ] 
haben. 


Teill 


Uber eine kinetische Energiekorrektion des statistiscdhen Atommodells 


1. Méngel des Thomas-Fermischen und Thomas-Fermi-Diracschen Modells 


Die Grundgleichung der statistischen Theorie kann bekanntlich sehr einfach 
aus der Minimumsforderung der Energie des Atoms hergeleitet werden (J, 2). 
Zur Berechnung der Energie des Atoms teilt man das Atom in Volumen- 
elemente dv ein, die den folgenden beiden Bedingungen geniigen sollen. 
Erstens sollen die Volumenelemente noch viele Elektronen enthalten und 
zweitens soll in den Volumenelementen das Potential praktisch konstant sein. 
Man kann dann in den einzelnen Volumenelementen die Elektronen als ein 
freies Elektronengas am absoluten Nullpunkt der Temperatur betrachten 
und: die Energie des Atoms einfach berechnen. Fiir die kinetische Energie 
des Atoms erhalt man so 


By = xy | Q'dv, (1) 
3 /3\*) h2 3 
AEs poh 2)2/3 p2 
ua ray, phi, (3 2?) '2 ea, (2) 


wo @ die Elektronendichte, h die Plancksche Konstante, m die Elektronen- 
masse, € die positive Elementarladung und a, den ersten Bohrschen Wasser- 
stoffradius bezeichnet. 

Die beiden Voraussetzungen, denen die Volumenelemente dv zu ‘geniigen 
haben und die dem Ausdruck (1) zugrunde liegen, kénnen jedoch am Rand 
des Atoms wegen der kleinen Elektronenzahl und in der unmittelbaren Um- 
gebung des Kerns wegen des sehr steilen Potentialanstieges nicht erfiillt 
werden; demzufolge kann der auf Grund dieser Voraussetzungen bestimmte 
Verlauf des Potentials und der Dichte der Elektronen nur eine sehr grobe 
Naherung darstellen. Tatsichlich ist im Thomas-Fermischen Modell der Ver- 
lauf der Elektronendichte in diesen Gebieten unrichtig, denn sie wird am Ort 
des Kerns wie 1/r': unendlich und fallt in groBer Entfernung vom Kern wie 
1/r® auf Null ab, wo r die Entfernung vom Kern darstellt. Beides steht im 
Widerspruch zu den wellenmechanischen Resultaten, wonach @ am Ort des | 
Kerns endlich bleibt und in groBer Entfernung vom Kern exponentiell ver- 
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chwindet. Durch Hinzunahme der Austauschkorrektion, d. h. in der Thomas- 
ermi-Diracschen Naherung, bleibt zwar die Singularitit der Dichte am Ort 
es Kerns bestehen, der Verlauf der Elektronendichte wird jedoch in den 
iuBeren Gebieten des Atoms verbessert. Im Thomas-Fermi-Diracschen Mo- 
ell besitzt die Elektronendichte am Rand einen fiir alle Atome und Ionen 
leichen endlichen Wert, die Dichte fallt alsoam Rand von einem endlichen 
ert unstetig auf den Wert Null ab. Wie verschiedene Anwendungen, so ins- 
besonderedie Berechnungen vondiamagnetischen Suszeptibilitaten, zeigen. 
gibt die Thomas-Fermi-Diracsche Dichteverteilung in den iuBeren Gebieten 
es Atoms — trotz der erwahnten Unstetigkeit — einen bedeutend besseren 
‘Mittelwert des wellenmechanischen Verhaltens als der Thomas-Fermische 
)Dichteverlauf. Man kann jedoch auch diesen Dichteverlauf wegen der Un- 
stetigkeit am Atomrand nicht als vollauf befriedigend betrachten, womit 
jjedoch nicht gesagt sein soll, da8 wir die Existenz des freien Thomas-Fermi- 
Diracschen Atoms unter Zweifel stellen, wie dies mehrere Autoren tun. 


2. Kinetische Energiekorrektionen des statistischen Modells 


Die Mangel des Thomas-Fermischen und Thomas-Fermi-Diracschen Dichte- 
verlaufes werden durch die Weizsickersche kinetische Inhomogenitatskorrek- 
ition beseitigt, die eine konsequente und sehr erfolgreiche Weiterentwicklung 
der statistischen Theorie ist. Diese kann man auf dem folgenden sehr ein- 
fachen und anschaulichen Weg begriinden. Wir nehmen zunichst an, daB 
sich alle N-Elektronen des Atoms im energetisch tiefsten Zustand mit der 
Eigenfunktion y, befinden, die man als reell voraussetzen kann. Man hat dann 
fiir die Elektronendichte g und die kinetische Energie 


o = Ny, (3) 
| do)? 
EB, = 4%,N | (grad y,)t do =e | Sater dv, (4) 
| 
| h 1 
| i= 32 12 m = = oy: (5) 


| Es ist also #; gerade die Weizsackersche kinetische Inhomogenitatskorrek- 
tion. Bei der Herleitung von (4) wurde angenommen, daf8 sich alle Elektronen 
im tiefsten Energiezustand befinden, es wurde also das Pauli-Prinzip auBer 

-acht gelassen. Dem Pauli-Prinzip pflegte man in der Weise Rechnung zu 
tragen, daB man zu #; den Fermischen kinetischen Energieanteil EL, addierte, 
wobei stillschweigend angenommen wurde, da H, ausschlieBlich aus dem 
Pauli-Prinzip resultiert. Hierbei begeht man jedoch einen Fehler, denn man 
zahlt einen Teil der kinetischen Energie — wie wir sehen werden — doppelt 

3, 4, 5, 6). 

ie dies einzusehen, wollen wir uns mit dem Fermischen kinetischen Energie- 
anteil etwas naher befassen. Dieser resultiert zum groBten Teil tatsichlich aus 
dem Pauli-Prinzip, demzufolge sich in einem Bahnzustand — dem im Phasen- 
raum das Volumenelement h entspricht — nur héchstens 2 Elektronen befin- 
it 
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den kénnen. Demzufolge muB ein Elektron, um sich in einem vorgegebene 
Quantenzustand aufhalten zu kénnen, eine Mindestenergie bzw. einen Min- 
destimpuls besitzen. AuBer diesem aus dem Pauli-Prinzip resultierenden An- 
teil ist aber in (1) noch ein weiterer Energieanteil enthalten, und zwar der- 
jenige Anteil, der aus der endlichen Impulsbreite eines Quantenzustandes 
resultiert, also daraus, daB ein Quantenzustand ohne Beriicksichtigung des 
Spins im Phasenraum durch das endliche Phasenraumvolumen h? dargestell 
wird. Diesen Anteil der kinetischen Energie wollen wir kurz die kinetisch 
Selbstenergie der freien Elektronen nennen. Die kinetische Selbstenergie is 
also derjenige Anteil der kinetischen Energie, der ohne Orthogonalisierun 
der Eigenfunktionen entstiinde. Hieraus ist sofort zu sehen, dafi der Weiz- 
sickersche Anteil der kinetischen Energie nichts anderes als die kinetisch 
Selbstenergie der nicht-freien Elektronen im Zustand yy = @/:/N’/: ist, di 
naturgema8 immer groBer ist als die kinetische Selbstenergie der freien Elek- 
tronen. 

Wenn man also die kinetische Energie des Atoms aus #, und £; additiv zu- 
sammensetzt, so begeht man einen Fehler, da man — bei Voraussetzung eine 
zentralsymmetrischen Dichteverteilung der Elektronen — den radialen Tei 
der kinetischen Selbstenergie der freien Elektronen doppelt zahlt. Diese 
Fehler kann ausgeschaltet werden, wenn man den radialen Teil der kineti- 
schen Selbstenergie der freien Elektronen von H#, + H; in Abzug bringt. 
Dies kann durch eine Gruppierung der Elektronen nach der Hauptquanten- 
zahl geschehen, indem man eine Aufteilung der Impulskugel in Kugelschale 
von gleicher Dicke vornimmt. Man kann dann die kinetische Selbstenergi 
eines Elektrons niherungsweise berechnen und erhalt fiir die um die radial 
kinetische Selbstenergie reduzierte kinetische Energie eines Elektrons mi 
dem Impulsbetrag p 


2 Pa 1 (p—i p.)? 


La om eS See (6) 


wo De = 


(7) 


ist. Im Ausdruck (6) gibt das erste Glied den azimutalen und das zweite den 
radialen Anteil der kinetischen Energie des Elektrons. Die Anderung dieses 
Ausdruckes gegeniiber dem Ausdruck der nicht reduzierten kinetischen Ener- 
gie des Elektrons p?/(2 m) besteht also darin, da im radialen Anteil statt Di 
der reduzierte Impulsbetrag p — 4 p, steht. Fiir verschwindende Korrektion, 
d. h. p. = 0, geht wu in p?/(2 m) tiber, wie dies auch sein soll. 

Man hat nun die Fermische kinetische Energie statt mit dem Ausdruck 
p?|(2 m) mit dem Ausdruck (6) zu berechnen und die Energie des Atoms als 
Funktion von g darzustellen. Das Problem besteht dann darin, diejenige Dichte- 


funktion zu bestimmen, die die Energie des Atoms zum Minimum macht und 
der Nebenbedingung 


[ee dv =| pre dv = Ne (8) 
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geniigt. Aus diesem Variationsprinzip ergibt sich fiir die Dichtefunktion die 
folgende Differentialgleichung 


roy Ee guns 
Sx pea TY, 4) 1 ey! + (V Ve) ep = 0, (9) 


wo y=o'h (10) 


ist, V das Gesamtpotential des Atoms und V, einen Lagrangeschen Multipli- 
kator bezeichnet; die Funktion f(y, r), die aus dem radialen Anteil der Fermi- 
schen kinetischen Energie resultiert, ist folgendermaBen definiert 


| 


a j 5 A Meaty | 
ar Eg SrSsr, ist f(y,r) = 9 “ey — hyy'ls ne + hey aE (11) 


fir rr, und rer, ist f(y, r)=0, 


wo r; die zum Kern niaher liegende und r, die vom Kern entferntere der 
beiden Nullstellen von f bedeutet und h, und h, die Konstanten 


5 f7.\ 2 5 [a \'ls 
hy = 12x (5) ty, Ig = 3602 (F Hh (12) 


bezeichnen; schlieBlich ist %, die durch (24) definierte Konstante. 


3. Verteilung der Elektronendichte im korrigierten statistischen Atommodell 


Die Gleichung (9) wurde mit der Nebenbedingung (8) fiir die Edelgasatome 
Ne, Ar, Kr und X auf numerischem Wege exakt gelost (6). Fiir das Ar-Atom— 
fiir das wellenmechanische Hartree-Focksche Lésungen fiir die Dichtever- 
teilung der Elektronen vorliegen — ist die Elektronendichte zusammen mit 
der Hartree-Fockschen (7) in Bild 1 und in groBer Entfernung vom Kern in 
Bild2 vergroBert dargestellt (5).Wie manauseinemVergleich der beiden Vertei- 
lungen sieht, gibt die korrigierte statistische Verteilung einen sehr guten Mittel- 
wert der Hartree-Fockschen. Wie aus Bild 2 zu sehen ist, approximiert der 
Dichteverlauf auch in den a4uBeren Gebieten des Atoms den Hartree-Fockschen 
Dichteverlauf gut; die urspriingliche Thomas-Fermische Dichteverteilung, 
die in Bild 2 ebenfalls eingezeichnet ist, verlauft in den vom Kern weit ent- 
fernten Gebieten viel zu hoch. Zum weiteren Vergleich ist in den Figuren auch 
diejenige Dichteverteilung eingezeichnet, die man mit der urspringlichen 
Weizsackerschen Korrektion, d.h. fiir hj = hg = 0 erhalt. Wie zu sehen ist, 
verlauft diese im Inneren des Atoms etwas zu tief und in den diuBeren Ge- 
bieten des Atoms etwas zu hoch. 

DaB8B die urspriingliche Weizsickersche Elektronendichte in den duBeren 
Gebieten des Atoms zu hoch verliuft, kommt sehr deutlich auch im Wert der 
diamagnetischen Suszeptibilitat zum Ausdruck, fiir die die Elektronendichte 
in den duBeren Gebieten des Atoms maBgebend ist. Der Betrag der diama- 
gnetischen Suszeptibilitat ist fiir die korrigierte Weizsaickersche Verteilung, 
fir die nicht korrigierte Weizsickersche Verteilung, und fiir die Hartree- 
Focksche Verteilung zusammen mit dem empirischen Wert fiir das Ar-Atom 
in der Tabelle 1 zusammengestellt (2, 7). Wie zu sehen ist, approximiert von 
den beiden Werten, die mit den beiden statistischen Verteilungen berechnet 
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wurden, der mit der korrigierten Weizsickerschen Verteilung berechnete den 
empirischen Wert recht gut, wahrend sich der mit der nicht korrigierten 
Weizsickerschen Verteilung berechnete als bedeutend zu gro erweist. 


j—- 


5 


t-_~- 


Bild 1. Vergleich der durch die Ausschaltung der radialen kinetischen Selbstenergie korrigierten statistischen 
(——————__), der mit der vollstandigen Weizsackerschen Korrektion berechneten statistischen 
(-— — —)und der Hartree-Fockschen wellenmechanischen (—- —- —) radialen Dichteverteilung der 
Elektronen im Argon-Atom. 7 in a)-Einheiten, D = 4 2 r*9 in 1/a)-Hinheiten. Nach (5). 


Vergleich der durch die Ausschaltung der radialen kinetischen Selbstenergie korrigierten statistischen 
( ), der mit der vollstindigen Weizsickerschen Korrektion berechneten statistischen 
(— — — —), der urspriinglichen Thomas-Fermischen statistischen (-++++-) und der Hartree- 
Fockschen wellenmechanischen (—-—-—) radialen Dichteverteilung der Elektronen in den d4uferen 
Gebleten des Argon-Atoms. rin a,-Einheiten, D = 4  r*gin 1/d)-Einheiten. Nach (5). | 
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Tabelle 1. 
{Betrag der diamagnetischen Suszeptibilitit des Ar-Atoms in 10-6 cm?-Einheiten nach 
(2) und (7) 


Mit der Hartree-Fock- 
schen Verteilung be- 
rechnet 


Mit der korrigierten 
Weizsiickerschen Ver- 
teilung berechnet 


. ten Weizsackerschen 
» Verteilung berechnet 


‘fir die schweren Atome um ca. 17%, fiir die mittelschweren um ca. 20% und 
‘fir die leichten bis zu 50% zu tief liegen. Diese groBen Abweichungen resul- 
tieren daraus, daB die Elektronendichte bei diesen Modellen am Ort des Kerns 
wie 1/r/: unendlich wird, anstatt — wie die exakte wellenmechanische Elek- 
onendichte — am Ort des Kerns in eine Konstante tiberzugehen. Zufolge 
dieses Unendlichwerdens der statistischen Elektronendichte am Ort des 
Kerns befindet sich im statistischen Modell in der unmittelbaren Umgebung 
ides Kerns eine zu groBe Elektronenladung, was zu einer zu tiefen Energie 
thrt. Durch die Weizsackersche Korrektion, die den Dichteverlauf in der 
funmittelbaren Umgebung des Kerns richtig stellt, wird der Fehler in den 
mergiewerten tiiberkompensiert, und zwar ergeben sich bei Hinzunahme der 
|Weizsackerschen Korrektion Energien, die um rund 20% zu hoch liegen. Dies 
ist eine Folge des eingangs erwahnten Umstandes, daB man bei einer ein- 
fachen Addition der Fermischen kinetischen Energie und der Weizsackerschen 
Korrektion die kinetische Selbstenergie doppelt zahlt. Wenn man die doppelte 
\Zahlung der kinetischen Selbstenergie durch die weiter oben geschilderte zu- 
‘sdtzliche Korrektion ausschaltet, so ergeben sich fiir die Energien der Atome 
sehr befriedigende Werte (4, 5). Die Berechnungen wurden mit Hilfe des 
‘Ritzschen Verfahrens durchgefiihrt, mit dem die Energie der Atome sehr 
‘einfach mit gentigender Genauigkeit festgestellt werden kann!). Nach Ein- 
fahrung einiger nur fiir kleine Elektronenzahlen wichtiger Korrektionen, 
durch welche die Resultate fir die Elektronenzahl 1 und 2 in die wellen- 
mechanischen iibergehen, erhalt man fiir die Energie der Atome die in 
der Tabelle 2 in der dritten Spalte angegebenen Werte. Zum Vergleich 
sind in der Tabelle in der letzten Spalte auch die empirischen, halb- 
empirischen und wellenmechanischen Werte angegeben. Wie zu sehen ist, 
sstimmen die von uns berechneten Werte mit diesen ausgezeichnet tiberein. 
Die hier gegebene Erweiterung des statistischen Atommodells fiihrt also so- 
wohl fiir die Dichteverteilung der Elektronen im Atom als fiir die Energie der 
Atome zu einer recht guten Ubereinstimmung mit den entsprechenden wellen- 


1) Zur Berechnung des Verlaufes der Elektronendichte in den auferen Gebieten der 
Atome ist das Ritzsche Verfahren nicht geeignet. 
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Tabelle 2. or 
Betrag der Energie einiger Atome in e?/a-Einheiten 


Theoretische 
Werte 


0,5 


Empirische 
Werte 


2,904 
14,68 
37,86 
75,07 

129,5 

162,0 

525,4 
1249 
2704 
7079 
18680 
25520 


mechanischen Resultaten. Leider kann die hier gegebene Erweiterung des 
statistischen Atommodells in der weiter oben entwickelten Form auf nicht- 
zentralsymmetrische Potentialverteilungen, so z. B. auf Molekiile nicht tiber- 
tragen werden. Auf eine Analogie zwischen der statistischen Grundgleichu 
(9) und der Schrédinger-Gleichung kommen wir am Ende des Teils II z 
sprechen. 


Teil I 
Weiterentwicklung der statistischen Theorie des Atoms 


1. Néherungsweise Formulierung des Besetzungsverbotes von vollbesetzten Elekit 
tronenzustinden auf Grund der statistischen Theorie des Atoms | 


Wir kommen nun auf einige Weiterentwicklungen der statistischen Theori¢ 
zu sprechen, welche in Verbindung mit wellenmechanischen Naherungsver 
fahren von Bedeutung sind. Die Lésung eines Mehrelektronenproblems in de 
Wellenmechanik kann nur mit Hilfe von Naherungsverfahren durchgefihry 
werden. Man geht imallgemeinen so vor, daB manden Zustand der V-Elektroner 
mit Hilfe von Kinelektronen-Zustinden approximiert. Wesentlich ist hier 
bei, daB mandem Pauli-Prinzip Rechnung tragt, wonach ein ohne Riicksicht au 
die Spinrichtung definierter Kinelektronen-Zustand (Bahnzustand) héchsten: 
von 2 Elektronen besetzt werden kann. Die zu verschiedenen Bahnzustiinder 
gehorenden Eigenfunktionen haben aufeinander orthogonal zu sein. Die Er 
fillung dieser Orthogonalitiitsbedingungen fiihrt bei dem fiir leichtere Atome 
sehr erfolgreichen Variationsverfahren im Fall mittelschwerer und besonderm 
im Fall schwerer Atome zu uniiberwindlichen mathematischen Schwierigy) 
keiten und demzufolge zu einem Versagen dieses Verfahrens. i, 
Wir wollen nun hier zeigen, daf sich auf Grund statistischer Betrachtungerls 
die Bestimmung der Eigenfunktionen und Energien von Valenzelektronen iz 
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schweren Atomen, die sich auBerhalb eines Rumpfes mit abgeschlossenen 
Elektronenschalen befinden, sehr vereinfacht und dem Variationsverfahren 
jzuganglich gemacht werden kann. 

Wir ziehen hierzu ein Atom in Betracht, bei welchem sich auBerhalb eines 
elektronenreichen Rumpfes mit abgeschlossenen Elektronenschalen z Valenz- 
elektronen befinden; den Rumpf behandeln wir statistisch, die Valenzelek- 
tronen wellenmechanisch. Wir nehmen nun eine Einteilung des Rumpfes in 
}Volumenelemente dv vor, in denen sich noch viele Elektronen befinden und 
in denen das Potential praktisch konstant ist. Wenn wir von der potentiellen 
Energie der Elektronen zunichst absehen, so besetzen die Elektronen in 
einer Zelle gema8 der Fermi-Statistik alle Energiezustainde bis zu der maxi- 
malen Energie 


5 : 
Up = 3 OQ", | (13) 


wo @ auch weiterhin die Elektronendichte bezeichnet und die Konstante x, 
durch (2) definiert ist. Die Zustinde mit einer Energie u > u, sind unbesetzt. 
In der Zelle kann also ein weiteres Elektron nur dann untergebracht werden, 
wenn es eine groBere Energie als wu, besitzt. 

Wenn man also in der Zelle ein weiteres Elektron unterbringen will, das schon 
» ab ovo eine Energie wu; besitzt, so muB man diesem Elektron mindestens die 
Energie 


& = 2 mle — ef!) (14) 


zufiihren, wo 9; die Dichte derjenigen Elektronen bezeichnet, deren Energie 
kleiner ist!) als u;. Wenn man also die z Valenzelektronen im Atom in einem 
Zustand mit der Eigenfunktion g unterbringen will, so muB man diesen 
oo die Energie 


= [or Zev dt (15) 


i wo dz das Volumenelement des Konfigurationsraumes und y* die 
zu y konjugiert komplexe Funktion bezeichnet. Dies bedeutet, daB auf das 
t-te Valenzelektron das nicht-klassische, ausschlieBlich durch das Pauli- 
fea bedingte AbstoBungspotential 

ft 

j 


F; = —y (o'* — 04"), (16) 
5 2, 
y = aE (17) 


Wenn man also das elektrostatische Potential V des Rumpfes durch das 
)Zusatzpotential F, erginzt, d.h. in der Schrédinger-Gleichung fir die 
.Valenzelektronen das modifizierte Potential 


if 

i 

Wenn (8, 1, 2). 
$ @,=V+F, (18) 
'1) DaB diejenigen Elektronen, deren Energie mit u, gleich ist, auszuschlieBen sind, wurde 
in (1) gezeigt. 

i} 
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einfihrt, so wird man von den Orthogonalititsbedingungen frei, denen die » 
Figenfunktionen der Valenzelektronen in bezug auf die der Rumpfelektronen 
geniigen miissen. Man kann also bei Zugrundelegung des modifizierten Poten- 
tials so verfahren, als ob die Rumpfelektronen gar nicht existierten. Dies} 
bedeutet eine sehr groBe Vereinfachung bei der Bestimmung der Eigenfunk- 
tionen und Energien der Valenzelektronen und es wird hierdurch die An-. 
wendung des Variationsverfahrens auf mittelschwere und schwere Atome } 
erméglicht (8, 9). 

Wenn man also das modifizierte Potential ©; zugrunde legt, so hat man bei 
der Bestimmung des Grundzustandes, d. h. des energetisch tiefsten Zustandes 
der Valenzelcktronen den energetisch absolut tiefsten Zustand der Valenz- + 
elektronen zu ermitteln und es bestehen fiir die Eigenfunktion der Valenz- 4 
elektronen in bezug auf die der Rumpfelektronen tiberhaupt keine Ortho- 
gonalitatsrelationen. Die Eigenfunktionen der angeregten Valenzelektronen- 
zustande haben jedoch zu den Eigenfunktionen der energetisch tiefer liegen- 
den Valenzelektronenzustande orthogonal zu sein, die Orthogonalitatsbe- 4 
dingungen in bezug auf die Eigenfunktionen der Rumpfelektronen fallen; 
auch in diesem Fall weg. 
All dies bezieht sich auf ein Atom, in dem die Elektronen des Rumpfes global) 
statistisch behandelt werden. Man kann jedoch die Resultate verfeinern, in- 
dem man eine Gruppierung der Rumpfelektronen nach der Nebenquanten-. 
zahl vornimmt, wodurch man zugleich zu einem besseren AnschluB an diex 
wellenmechanischen Resultate gelangt. Man erhalt dann fiir das Zusatz- 
potential — das wir in diesem Fall mit G, bezeichnen — den folgenden Aus- 
druck F 1 


1 ss i 
Gael 8(21 + 1)? i ae ee se 


wo D, = 42 7%, ist und 9, die Dichte der Rumpfelektronen mit der Neben- 
quantenzahl / bezeichnet (10). Im Gegensatz zum Zusatzpotential F; besteht4 
bei G, eine explizite Abhingigkeit von / und man kann somit G, auch im Falled 
eines Atoms, dessen Rumpfelektronen mit der Methode des ,,self-consistent 
field“ behandelt wurden, unmittelbar anwenden. Im Falle eines s-, p-, d-,/) 
f-,... Zustandes des Valenzelektrons ist also 9, bzw. die Dichte der s-, p-, d-,4 
f-, .. . Rumpfelektronen. 
Durch die durch die Gruppierung der Rumpfelektronen erzielte Verfeine- 
rung des Zusatzpotentials wird das Zusatzpotential @, dem Zusatzpotential F/) 


besonders im Falle ] = 2, 3, 4,... tiberlegen. 
Mit Hilfe des Zusatzpotentials G, 1aBt sich das zu ®; analoge modifizierte 
Potential b,=V +4, (20° 


konstruieren, bei dessen Zugrundelegung sich die Lésung des Mehrteilchen: 
problems ganz ahnlich wie im Falle des modifizierten Potentials @; vereini 


fachen laBt. 
2. Austauschpotentiale 


Auf Grund statistischer Betrachtungen ]a8t sich auch der Elektronenaus: | 
tausch mit Hilfe eines Potentials niherungsweise in Betracht ziehen. Der Ein: 
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bau des Elektronenaustausches in die wellenmechanische Methode des ,,self- 
consistent field‘ fiihrt bekanntlich zu auBerst ausgedehnten numerischen 
Rechnungen, die nur mit entsprechenden Maschinen in absehbarer Zeit be- 
waltigt werden kénnen. Mit Hilfe der statistischen Behandlungsweise lassen 
sich hier sehr groBe, fiir die Anwendungen wesentliche Vereinfachungen 
durchfihren, die zwar eine EinbuBe an Genauigkeit bedeuten, jedoch zu 
einer anschaulichen Darstellung fiihren, die in vielen Fallen von Bedeutung 
ist. 

In einem freien Elektronengas l14Bt sich die Austauschenergie, die aus der 
Austauschwechselwirkung eines Elektrons mit dem Impulsbetrag p mit allen 
ubrigen Elektronen (und sich selbst) resultiert, folgendermafSen darstellen 


Pa? Pap ) 
ée= —_— — ings 2p ’ 21 
h ae Pp 2 = pt - ( 4 
De fusey Oe kn, 
wo ioe tae (=) he! (22) 


den Betrag des maximalen Elektronenimpulses bedeutet. 
Durch eine Mittelung tiber die Elektronenzusténde konnte SLATER (11) 
hieraus das mittlere Austauschpotential 


2 
“2 o's (23) 
herleiten, wo x, die Konstante . 
ay ee 
al (=) e? (24) 


ist und in dem fiir 9 die Elektronendichte des Atomrumpfes zu setzen ist. 
Man kann fiir das Austauschpotential auch einen anderen Ausdruck (9, 12) 
herleiten. Hierzu gehen wir von der Austauschenergie des Rumpfes aus, die 
sich folgendermaBen gestaltet : 


E,=—M4%,q [ oth dv. (25) 
| Wenn man die im wellenmechanischen Sinne definierte Dichte der Valenz- 


elektronen mit v bezeichnet, so ist die durch die Hinzufiigung der Valenz- 
‘elektronen zum Atomrumpf bedingte Anderung der Austauschenergie 


| AE, = —%q/ (lo +») —e' — oh] do. (26) 
| Eine konsequente Berechnung von AH, mit Hilfe dieses Ausdruckes kann 
‘nur dann durchgefiihrt werden, wenn man fiir 9 die Thomas-Fermi-Diracsche 
jElektronendichte, d.h. diejenige Elektronendichte zugrunde legt, die eben- 
Liails mit Berticksichtigung des Elektronenaustausches bestimmt wurde. Diese 
Dichte bricht bei einem endlichen Radius 7), bei einem fiir alle Atome und 
*Ionen gleichen endlichen Wert der Grenzdichte 0) = e(r9) ab; auBerhalb 
'dieses Grenzradius’ ist die Dichte tiberall Null). Da von r=0 bis zum Grenz- 


} ———— — — --_____ 


!1) Wenn man fiiro nicht die Thomas-Fermi-Diracsche Dichte, sondern z. B. die wellen- 
/mechanische Dichte zugrunde legt, die bis ins Unendliche auslauft, so darf man in (26) 
jund (27) die Integration nur bis zu einem Radius ausdehnen, bei welchem die ups 
tte den Wert 0, annimmt. 
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radius im allgemeinen » <g ist’), kann man den Integranden in (26) in eineé| 
Reihe nach y/o entwickeln. Wenn man diese nach dem zweiten Glied ab-+, 
bricht und das von hoherer Ordnung kleine Glied mit v's vernachlassigt, so) 


ergibt sich ye P ‘| 
AB, = | GAvde aaa va | o'er de, (27)| 


wo U,= —x,0'!* die Dichte der Austauschenergie im Rumpf bezeichnet..| 
Man erhalt also fir das Austauschpotential den Ausdruck 
4x, 4 | 
Vie eh, (28)| 
der sich von SLATERS Potential (23) durch den Faktor 2/3 unterscheidet . 
Der Ausdruck (27) fiir JH, 1a8t sich auch aus (21) gewinnen, indem man int 
(21) fiir p den Wert p, setzt. Es ergibt sich dann mit Riicksicht auf (22) 
2 4 | 
En = — - Pu = —-g %aQ"'. (29)) 
Dies ist die Austauschenergie des Elektrons mit dem maximalen Impulsbetrag 
py (d.h. mit dem maximalen Energiewert), die aus der Austauschwechsel1 
wirkung mit allen iibrigen Elektronen (und sich selbst) resultiert. Wie zt 
sehen ist, kann man diese ebenfalls mit Hilfe des Potentials (28) darstellen 
hiernach ist das Austauschpotential (28) fiir die Elektronen mit der héchst 
moglichen Energie, d. h. fiir die Valenzelektronen maBgebend. 
Die Potentiale (18), (20), (23) und (28) haben sehr vielseitige Anwendunge: 
gefunden. Mit Hilfe der Potentiale (18) und (28) konnten die EKigenfunktioner 
und die Energien der Valenzelektronen in den Atomen Na, K, Ca und ix 
den Jonen Ca*, Al*, Al*+ fiir den Grundzustand und im Falle des Ca-Atoma 
auch fiir einen angeregten Zustand in guter Ubereinstimmung mit der Er 
fahrung berechnet werden (9,1). Dieselben Potentiale wurden weiterhin zu} 
Entwicklung der Theorie der Alkali-, Erdalkali- und Edelmetalle mit gute] 
Erfolg herangezogen (1, 2). Das Austauschpotential (23) wurde zur Verein: 
fachung der Hartree-Fockschen Methode verwendet (11). 


| 


3. Korrelationspotential 


Fir die Korrelationswechselwirkung der Elektronen wurde ein den Austauschi 
potentialen ahnliches Potential hergeleitet (13), das sich ebenfalls auf das 
Elektron mit der héchsten Energie bezieht. Zu diesem gelangt man mit Hilf? 
des statistischen Ausdruckes der Korrelationsenergie ganz ahnlich wie zur 
Austauschpotential (28). Die Korrelationsenergie des Rumpfes kann ma; 
naherungsweise folgendermafen darstellen 


Ss “ls 
When ee eee )) 
| a + eno” | 


4) Eine Ausnahme bilden héchstens die fiir das Integral nicht bedeutenden Randgebiet | 
des Atoms. I | 
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2 
RINGS? ee alt aE) (Ree (31) 
a Ag 


woraus man fiir das Korrelationspotential den Ausdruck 


1 0U 
Cho fis a (32) 
rhalt, wo U, = —a,e°:/(a, + 0) die Dichte der Korrelationsenergie 


m Rumpf ist. 

Das Korrelationspotential wurde in dem fiir statistische Methoden extremen 
Fall des He-Atoms zur Berechnung der Korrelationsenergie mit gutem Erfolg 
angewendet (14). Weiterhin wurden mit Hilfe des Korrelationspotentials Ab- 
schatzungen der Korrelationsenergie fiir Alkaliatome durchgefiihrt, die 
ebenfalls zu sehr befriedigenden Resultaten fiihrten (3). 


4. Naherungsweise Darstellung von ,,self-consistent field“-Potentialen 


| in weiteres fiir die wellenmechanischen Methoden wichtiges, von statistischen 
rundlagen ausgehendes Naherungsverfahren hat GASPAR entwickelt (15, 
16). Mit seiner Hilfe kann man fiir die Atome eine gute Naherung der ,,self- 
ronsistent field‘‘-Potentiale angeben. Das Verfahren gestaltet sich folgender- 
i 


stellen 
Ze 
V =~ (2), (33) 
r 10/97? \'l+ ay 
e=2, pals) (34) 


‘wo uz eine von Z abhangige Laingeneinheit ist und q(x) die Thomas-Fermische 
‘Funktion fiir Atome bezeichnet, die fur alle Atome universell gilt. 

In den Tabellen des ,,self-consistent field‘ pflegt man das Potential des Atoms 
in der Form 

| Ze 


V (35) 
f 


‘anzugeben, und die von r abhangige GroBe Z, als effektive Kernladung zu be- 
‘zeichnen. Aus einem Vergleich von (35) mit (33) ist zu sehen, dah 


i Z, = ZG(x) (36) 
list, d. h. daB 

Zp 

ia Po(*) (37) 


als eine universelle Funktion von x dargestellt werden kann. GASPAR hat die 
ivorliegenden ,,self-consistent field‘‘-Potentiale von Be(Z=4) bis Hg(Z = 80) 
tals Funktion von x graphisch dargestellt und gefunden, da8 Z,/Z tatsichlich 
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in guter Naherung als eine universelle Funktion von x dargestellt werdent! 
kann. Allerdings ist die viel zu langsam abklingende Thomas-Fermische Funk ! 


tion g(x) nicht die beste Naéherung, wie dies ja auch zu erwarten ist. Hine 
bedeutend bessere Naherung gibt nach GASPAR die Funktion 


—0,1837 2 
Ls e 


Zo 141,052" (38) 
Wenn man hierdurch Z, ausdriickt und in den Ausdruck (35) einsetzt, so er-| 
halt man einen von den kleinsten bis zu den gr6éBten Ordnungszahlen giiltigent) 
guten Naherungsausdruck des Potentials. | 
Das Verfahren l4Bt sich noch erweitern, wenn man das so gewonnene elektro} 
statische Potential durch das Austauschpotential (12) und durch das Korre-} 
lationspotential erganzt. 


5. Analogie zwischen den statistischen Grundgleichungen und der Schrédinger-\ 
Gleichung | 


AbschlieBend sei hier noch auf einen Zusammenhang zwischen der: 
statistischen Grundgleichung (9) und der Schroddinger-Gleichung hin 
gewiesen. Zu diesem gelangt man, wenn man die statistische Grundgleichung, 
in folgender Form schreibt: 


4x%,M4yp + (e+ De) y = 0, (39 
wo ¢ und @ die folgende Bedeutung haben 
é= — Voe (40 
o=V— su hs — = f(y, 7) + a y's (41 
und y = 9’: der folgenden Bedingung 
[ydv=N (42) 


genigen mu8. Diese Gleichung hat die Form einer Schrédinger-Gleichung|} 
fir ein Elektron mit der Kigenfunktion yy = 9'/:/N'/:, das sich im Potential ]] 
feld ® befindet und die Energie e¢ besitzt. 

Das Potential ® zeigt eine groBe Ahnlichkeit mit dem modifizierten Potentia 
®; [man vgl. (18)], enthalt aber das Zusatzpotential F; in einer etwas ab 
geinderten Form und ist mit dem Austauschpotential (28) erginzt. Di¢ 
Anderung im Zusatzpotential F; ist eine Folge dessen, daB man vom ur 
spriinglichen Zusatzpotential F; den der kinetischen Selbstenergie entt] 
sprechenden Anteil in Abzug zu bringen hat, da dieser schon in dem — mi 
dem Weizsackerschen identischen — Schrédingerschen kinetischen Energie} 
anteil — 4%, Ay/y enthalten ist, dem in (39) das Glied 4 x, Ay entspricht. J 
Die Thomas-Fermi-Diracsche und Thomas-Fermische Naherungen erhalt man 
aus (39), wenn man das der kinetischen Selbstenergie entsprechende Weiza} 
sickersche Glied 4 x; Ay durch das dem statistischen Ausdruck entsprechend i} 
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Glied ersetzt, indem man im Ausdruck von f(y, 7) [man vgl. (11)] die Korrek- 
tionsglieder gleich Null (h; = hy = 0) setzt, d.h. f(y, r)/pye durch den Aus- 
druck (5 x,/9 e)w‘: ersetzt. Man erhalt dann aus (39) die Gleichung 


5 : 4 : 
oe oe er tS re, (43) 
die mit der Thomas-Fermi-Diracschen Gleichung identisch ist und aus der 
nach Streichung des Austauschgliedes die Thomas-Fermische Gleichung 
folgt. 


Budapest 112, Physikalisches Institut der Universitat fiir Technische Wissenschaften, 
Budafoki ut 8 (Ungarn). 
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Einleitung 


Die allgemeine Relativitatstheorie, die gré8te wissenschaftliche Leistung 
Albert EINSTEINS, ist vor allem eine Theorie des Gravitationsfeldes; sie ver- 
allgemeinert das NEwTolsche Gesetz der allgemeinen Massenanziehung. 
Zwischen der NEwTonschen Gravitationstheorie oder Gravistatik und der 
allgemeinen Relativitatstheorie besteht in mancher Hinsicht ein analoger 
Zusammenhang wie zwischen der Elektrostatik und der Elektrodynamik. 
Eine derartige Verallgemeinerung des NEwTonschen Gravitationsgesetzes 
stellte sich erst nach der Aufstellung und den ersten Erfolgen der speziellen 
Relativitatstheorie als notwendig heraus; diese stiitzt sich auf das Prinzip 
der Endlichkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit beliebiger Signale und ist 
mit der Gravitationstheorie NEWTONS, die eine Fernwirkung, also eine un- 
endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir Gravitationsstérungen annimmt, 
unvereinbar. . 

Schon hieraus ergibt sich, wie wichtig der Aufbau einer allgemeinen Rela- 
tivititstheorie fiir die theoretische Physik war, unabhingig von der Bedeu- 
tung dieser Theorie fiir das Verstindnis einzelner physikalischer und astro- 
nomischer Erscheinungen. Die allgemeine Relativitiitstheorie stiitzt sich, wie 
jede wissenschaftliche Theorie, einerseits auf bestimmte experimentelle Tat- 
sachen, anderseits auf gewisse Voraussetzungen, die immer mehr oder weniger 
hypothetisch sind. Die endgiiltige Anerkennung der allgemeinen Relati- 
vitatstheorie hangt daher von der experimentellen Beobachtung neuer, von 
der Theorie vorausgesagter Effekte, ab. Es ist deshalb ganz selbstverstindlich, 
daB die Frage nach einer experimentellen Priifung der allgemeinen Relativi- 
1) Ausarbeitung eines Vortrags, der am 30. 11.1955 vor der Akademie der Wissen- 


schaften der UdSSR gehalten wurde. Ungekiirzte Ubersetzung aus: Uspechi fiz. Nauk |} 
59, 11 (1956). H | 
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tatstheorie schon seit ihrer Aufstellung, d. h. seit etwa 40 Jahren, Beachtung 
gefunden hat. Dieses Problem hat auf Grund der Kleinheit der 
entsprechenden Effekte, mittels derer ein quantitativer Vergleich zwischen 
Theorie und Experiment méglich ist, bis in die allerjiingste Zeit seine Aktualitat 
nicht verloren, obwohl es bei der rapiden Entwicklung der Atom- und Kern- 
physik etwas in den Hintergrund getreten ist. 

Diese Arbeit will eine verhaltnismaBig kurze Darstellung des heutigen Stan- 
des der experimentellen Priifung der allgemeinen Relativitatstheorie geben, 
wobei es sich im wesentlichen um die drei von EINSTEIN angegebenen Effekte 
handeln wird: die Periheldrehung der Planeten, die Ablenkung von Licht- 
strahlen am Sonnenrand und die Gravitationsverschiebung der Spektral- 
linien (den letzten Effekt bezeichnet man gewohnlich als Rotverschiebung im 
Schwerefeld). AuBerdem streifen wir mit Riicksicht auf Leser, die mit diesem 
Gebiet wenig vertraut sind, eine Reihe verwandter Probleme, um die Bedeu- 
tung der allgemeinen Relativitatstheorie fiir Physik und Astronomie noch 
deutlicher zu machen. 


§1. Die Periheldrehung der Planeten und ihrer Satelliten 


Einesder bekannten KEPLERschen Gesetze sagt aus, daB sich die Planeten auf 
Ellipsen bewegen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht. Dieses Ergeb- 
/nis, das von der Beobachtung mit sehr hoher Genauigkeit bestitigt wird, folgt 
aus den Gesetzen der NEwToONschen Mechanik, wenn man diese auf die 


Bewegung eines Planeten in einem Feld mit dem Potential gm = — const/r 
oder konkret fiir die Sonne mit dem Potential 
xM 
Po (r) = ———2 (1) 


| anwendet. Hierbei ist r der Abstand vom Sonnenmittelpunkt, die Gravi- 
‘tationskonstante hat den Wert x = 6,670 -10-8dyncm? g-, und die Sonnen- 
} masse ist Mo = 1,991 - 1088 g. 
In der allgemeinen Relativitatstheorie ist die Bewegung eines Teilchens (des 
| Planeten) auch indem angegebenen zentralsymmetrischen Feld im allgemeinen 
‘ziemlich kompliziert. Im Fall des Sonnensystems vereinfacht sich aber die 
+ Lage wesentlich, weil das Gravitationsfeld als schwach angesehen werden 
-kann und die Effekte der allgemeinen Relativitatstheorie sehr gering sind. 
» Aus den Grundlagen der Theorie ergibt sich niéimlich*), daB das Gravitations- 
‘feld dann als schwach betrachtet werden kann, wenn gilt 


Ile, (2) 
4 An der Sonnenoberflaiche (Radius 75 = 6,963 - 10" cm) gilt nun 
lp| _*Mo _ 9 _ 2,12-10-8, 0 = 1,47- 10° cm, (3) 
c roc? vo) a: 


| 

[ ,}) S. z. B. die Bicher (1, 2, 3); im folgenden werden wir bei Ergebnissen, die in (1, 2, 3) 
"und anderen Fiehrbiicherd der Relativitatstheorie abgeleitet werden, im Aligemeinen 
keine Literaturhinweise mehr geben. 

| 2 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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wobei 9 = xM/c? der Gravitationsradius eines Korpers mit der Masse M ist; © 
auf ee Rapek ist |p|/c?? = 2- 10-8. Fiir die Erde mit M+ = 5,98 - 10°” gs 
ist der mittlere Radius rs = 6,37 - 108 cm und 9, = 0,48 cm, so daB wir! 
bei ausschlieBlicher Beriicksichtigung des Erdschwerefeldes an der Erdober- 4 


fliche haben 


c rs C 


a<h (4) 


wobei v die Geschwindigkeit eines Kérpers im Gravitationsfeld ist. Der Uber. . 
gang von (2) zu (4) wird dadurch méglich, da nach dem Virialsatz auf dert 
Bahn im Zeitmittel |p| = v? gilt. . 

Die oben angedeutete Moglichkeit, den Einflu8 von Effekten der allgemeinen }) 
Relativitatstheorie auf die Planetenbewegung als kleine Stérung aufzufassen, | 
beruht eben darauf, daB diese Effekte durch den sehr kleinen Parameter1 
v2/c2 ~ |q|/c? bestimmt werden. Wie EINSTEIN schon 1915 feststellte (4, 9), 
besteht die Anderung der Planetenbewegung gegentiber dem klassischen Fall. 
darin, da die elliptische Bahn sehr langsam in ihrer eigenen Ebene in der 
Bewegungsrichtung des Planeten rotiert’). Dadurch verschiebt sich dass 
Perihel des Planeten (der sonnennichste Punkt der Ellipse), und zwar betragt 
die Periheldrehung bei einem Umlauf (im Bogenma®): 


24 - 23a? 62xMeo 


~ @T2(1—e) a(t — e®)’ (Oy 


é 


a ist die groBe Halbachse der Bahnellipse, e = Va? — b2/a ist die Bahn~ 
exzentrizitét (b: kleine Halbachse), 7’ ist die Umlaufsperiode des Planeten ; 
beim Ubergang zum zweiten Ausdruck wurde das dritte KEPLERsche Gesetz'} 
ae 4M mg 
3 472 " 

benutzt. 


: 
| 
— | 
*) Es handelt sich hierbei um die sog. sikularen Stérungen, d. h. die Stérungen, die sich; | 
im Laufe der Zeit verstirken. AuBerdem gibt es auch periodische Stérungen der Bahnele¢} 
mente, die jedoch so klein sind, da sie kaum Bedeutung haben. Wir weisen au Berdaui 
darauf hin, daB im Fall zweier Kérper mit vergleichbaren Massen (Doppelsterne) dia) 
Formel (5), die in (4,5) fiir einen Kérper (Planeten) mit einer gegen die Sonnenmasse ver! 
nachlassigbar kleinen Masse abgeleitet wurde, ebenfalls giltig bleibt (10). In diesem Fal} | 
hat man unter M die Summe derMassen der beiden Sterne zu verstehen, und die Parag} 
meter a und ¢ beziehen sich auf die klassische Bahn, die der Relativbewegung der beider} 
K6orper entspricht. Die relativistischen Korrekturen fiir Doppelsterne oder fiir ein Systeni 
wie Erde und Mond sind hier jedoch ohne Bedeutung (im letzteren Fall sind sie sehr kleini 
wie aus Tabelle II hervorgeht; im Fall der Doppelsterne ist der relativistische Effek\} 
sehr schwer abzutrennen, da hier Stérungen hinzukommen, die auf Gezeitenerschei?} 


nungen auf den beiden Sternen beruhen; diese kann man weder als starr noch als kugelb } 
formig behandeln). 


i 
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Der Ausdruck (5) steht natiirlich mit der obigen Behauptung in Einklang, daB 
is sich um einen Effekt der GréBenordnung v°/c? ~ |p|/e? ~ xMalac? 
andelt (fiir die Planeten des Sonnensystems ist naimlich e<1, und der 
Mfekt der allgemeinen Relativititstheorie wire richtiger durch die GréBe 
/2a, d.h. das Verhaltnis der Winkelinderung zu dem Winkel, den der 


‘aB der Effekt ungefihr gleich 3 v?/c? ist). Wir erwahnen auch, daf eine 
Periheldrehung einer Planetenbahn nicht nur auf Grund der allgemeinen 
Relativitatstheorie, sondern auch innerhalb der speziellen Relativitatstheorie 
juftritt. Im letzten Fall wird die Planetenbewegung durch die Gleichung 


d os 
tA = — mM, grad g = SRL LOY 6 


| a ae y = 

i Eek ® 
Seschrieben (2). Aus dieser geht hervor, daB die Abweichung der Bewegung 
tom klassischen Fall durch den Parameter v?/c? beschrieben wird. Die Rech- 
nung zeigt (2), daB die Planetenbewegung denselben Charakter hat 
wie in der allgemeinen Relativitatstheorie, wobei aber die Periheldrehung 
nur den sechsten Teil des Wertes (5) aufweist. Die spezielle Rela- 
vitatstheorie. fihrt darum zu einem unzutreffenden Ergebnis, weil zwar 
lie Abhangigkeit der traigen Masse von der Geschwindigkeit beriicksichtigt 
ird, aber das Schwerefeld nicht durch einen Tensor g;,, sondern wie in der 
<lassischen Theorie durch ein Potential beschrieben wird (auerdem wird in 
Jer oben aufgestellten Bewegungsgleichung die schwere Masse gleich der 
Ruhmasse m, gesetzt) 1). 
Nach (5) verschiebt. sich das Perihel eines Planeten im Jahrhundert um den 
‘Winkel (in Bogensekunden): 
Sovran y eae ibe 3,34 - 10°8 
~ 24 c273(1 —e?) 5. ali T3(1—e?)— a’le(1 —e?)" “7 
Jabei ist Y = 365,25 die Anzahl der Tage im Jahr; die Umlaufzeit 7’ wird in 
Tagen und die groBe Halbachse a in em ausgedriickt. Die Werte WY und eV 
iir eine Reihe von Planeten sind in Tabelle I zusammengestellt : 


y 


Tabelle I 
Winkelverschiebung des Perihels einiger Planeten in Bogensekunden pro Jahrhundert 


W (beobachtet) 


W nach Formel (6) 


43,03 + 0,03 
8,63 07,059 


42”,56 - 0’,94 


378 + 07,0 0,064 46 1 2".7 
Mars 17,35 0,126 — 
papiter 0,06 0’’,003 — 
IF 


) Eine Rechnung von SHuKow hat folgendes ergeben: Setzt man in der Bewegungs- 


dleichung die schwere Masse gleich mol/V 1 —v*/c?, so hat die Periheldrehung in der 
‘peziellen Relativitatstheorie den dritten Teil des Wertes (5). 


* 


| 
} 
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Die in der Tabelle angegebenen Fehlergrenzen des theoretischen P-Wertesi) 
fiir Merkur sind durch die Genauigkeit gegeben, mit der die in (6) auftreten-,) 
den GréBen bekannt sind. Die MeBgenauigkeit des untersuchten Effekts wirdt) 
nicht allein durch die GroBe Y bestimmt, sondern hangt auBerdem von deri] 
Bahnexzentrizitat ab. Dies folgt schon daraus, da8 man fir eine streng kreis-\| 
formige Bahn natiirlich nicht von einem Perihel oder einer Periheldrehungs 
reden kann. In der dritten Spalte der Tabelle I sind deshalb die Werte e¥,) 
d.h. die Produkte von Y mit der Bahnexzentrizitat e angegeben; diesess 
Produkt kennzeichnet die Genauigkeit, mit der sich der Effekt aus dent) 
Beobachtungen entnehmen 1aBt (6)?). 

Selbst fiir Merkur, der von allen Planeten den weitaus gréBten Effekt zeigt,; 
erhalten wir also nur etwa 43” im Jahrhundert. AuBerdem ist der relativisti-. 
sche Effekt nicht die einzige Ursache fiir eine Perihelbewegung des Planeten; | 
wie man weiB, tritt eine ahnliche Verschiebung auch unter dem Einflu8 von 
Stérungen durch andere Planeten ein. Fiir den Merkur betragt dieser Stér-’ 
effekt 532’, ist also 12,5mal so groB wie der relativistische Effekt; fiir died 
Erde fiihrt die St6rung durch die ttbrigen Planeten und den Mond zu einer] 
Perihelverschiebung von 154’’, wahrend der Effekt der allgemeinen Relativi-]} 
tatstheorie nur 3,8’’ ausmacht. Es ist daher verstindlich, daB die Abtren-| 
nung des relativistischen Effekts ziemlich schwierig ist und erst durch sorg~ 
faltigste Rechnungen méglich wird [besonders wichtig ist die Berechnung der: 
storenden Einfliisse der einzelnen Planeten; naheres siehe in (6)]. Im Falle 
des Merkur wurde Beobachtungsmaterial aus mehr als 150 Jahren aus- 
gewertet. Es hat sich dabei gezeigt, daB man durch Beriicksichtigung alle 
Stérungen die beobachtete Perihelverschiebung nicht ganz erkliren kann: 
der Rest (vgl. die letzte Spalte von Tabelle I) stimmt mit dem Ergebnis der 
allgemeinen Relativitatsthéorie ausgezeichnet iiberein (dies gilt fir den Mer- 
kur; fiir die Erde kann man infolge der Kleinheit des Effekts nur sagen, dal 
die Theorie der Erfahrung nicht widerspricht). 
Man kann also sagen, daf in dieser Hinsicht die experimentellen Tatsachens| 


\ 


von Interesse. Wir brauchen nur darauf hinzuweisen, daB der relativistische 
Effekt zuverlissig nur fir ein einziges Objekt (den Merkur) nachgewiesen] 
werden konnte, wobei seine Abtrennung von den iibrigen Stérungen auch 


1) In (7) wird als Parameter zur Kennzeichnung der Beobachtungsgenauigkeit des Effek«/} 
tes nicht e Y, sondern eine etwas andere GréRe benutzt, welche die Beobachtungsbedin, 

gungen der Bahn vollstandiger beriicksichtigt. Wir wollen hier diese Frage jedoch nicht 
niher erdrtern (vgl. allerdings Tabelle II), sondern beschranken uns auf die Angabe des! 


Parameters e Y, da fiir Merkur und Erde die Kinfiihrung eines anderen Parameters nicht 
besonders wesentlich ist. 
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nicht ganz zuverlissig durchzufiihren und mit groBen Schwierigkeiten ver- 
bunden war. In dieser Hinsicht sind zwei Méglichkeiten von besonderer Bedeu- 
ung. Die erste (7) besteht in Beobachtungen der Perihelbewegung des klei- 
men Planeten Ikarus, dessen mittlerer Abstand von der Sonne, verglichen mit 
tden tibrigen Planetoiden, besonders klein, und dessen Exzentrizitit dagegen be- 
fsonders groB ist (fiir Ikarus gilt a = 1,077 astr. Hinh. ~ 1,6 - 10-1 om, 
e = 0,8265 und 7’ = 408,67 Tage). In diesem Fall ist Y% = 10’’,05 und eW 
»= 8,3; eine genauere Analyse zeigt aber (7), daB die mégliche Genauigkeit 
fir die Bestimmung von ¥ hier 4- bis 5mal so groB ist wie fiir den Merkur. 
ur Messung von ¥ sind jedoch noch jahrzehntelange astronomische Beob- 
Yachtungen und eine Beriicksichtigung der St6rungen der Bahn des Ikarus 
‘durch die tibrigen Planeten mit der ausreichenden Genauigkeit erforderlich 
nach (7) ist eine solche Beriicksichtigung durchaus méglich]. Eine groBere 
‘Bedeutung haben deshalb Untersuchungen der relativistischen Stérungen 
von Planeten-Satelliten und besonders solche der kinstlichen Erdsatelliten 
(8, 11). 

‘Die relativistischen St6rungen der Bewegung eines Planeten-Satelliten setzen 
sich zusammen aus Stérungen durch den Planeten selbst und solchen durch die 
iSonne. Die erste dieser St6rungen Y,, ergibt sich aus den Formeln (5) und (6), 
wobei man natiirlich unter a, e und 7' die Parameter der Satellitenbahn und 
unter U die Planetenmasse zu verstehen hat. Der relativistische Effekt in- 
ifolge des Sonnenfeldes besteht in einer Perihel-(Perigium-) Bewegung des 
iSatelliten, ferner in einer Bewegung seiner Bahnknoten. Hierbei wird die ent- 
wsprechende Periheldrehung Y, durch die Ausdriicke (5) und (6) gegeben (9), 
‘die noch mit 2 zu multiplizieren sind [in diesem Fall braucht natiirlich in den 
iFormeln (5) und (6) keine Anderung der GréBen vorgenommen zu werden: 
re treten die Bahnparameter des betrachteten Planeten auf]. Die Knoten- 
wbewegung wird durch die mit dem Faktor 4/, versehenen Ausdriicke (5) und 
1(6) gegeben. 

‘Fir Erdsatelliten gilt (in Bogensekunden pro Jahrhundert) 

} 2 25 

. = eine a 1,74 -10 

y Y= 3,35 - 10 Tale ~ ak(l — oe)’ 


twobei die Umlaufzeit des Satelliten 7 in Tagen und die groBe Halbachse 
‘seiner Bahn a in cm zumessen ist [in (7) bezieht sich natiirlich nur der letzte 
‘Ausdruck direkt auf die Erde]. Die GroBe Y,, d. h. die Periheldrehung des 
‘Satelliten infolge des Sonnenfeldes, betragt fiir Erdsatelliten 7’’,6 im Jahr- 
thundert. 

‘Fir den Mond’ (mittlerer Abstand von der Erde r = 3,844 - 1014 cm) ist 
YW, = 0,06; fiir erdnahere Satelliten kann Y, dagegen verhiltnismaBig groB 
twerden. Die Entdeckung solcher kleinen natirlichen Satelliten ist nicht aus- 
‘geschlossen 1). 

\Noch wichtiger wird aber der Bau kiinstlicher Erdsatelliten sein, der nach 
iVeréffentlichungen in der Presse in den nachsten Jahren zu erwarten ist. Kin 
\Satellit, der sich unmittelbar an der Erdoberfliche bewegen wiirde (was frei- 


(7) 


oo 
1) Schon fiir die bekannten Satelliten einer Reihe von Planeten ist die Verschiebung ¥, 
isehr groB; z. B. betragt sie fiir den Jupitermond V nicht weniger als 2200” im Jahrhundert. 
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lich wegen des Luftwiderstandes irreal ist), miBte in 1,41 Stunden oderi} 
5,88 - 10-2 Tagen umlaufen, ein Satellit in einer Hohe von 400 km liber der: 
Erdoberflache in 1,54 Stunden. Die Verschiebungen ¥, fiir diese und einigeree 
weitere Satelliten (8) sind in Tabelle II zusammengestellt (die Verschiebu g 
W, = 7'',6 wird nicht beriicksichtigt ; zum Vergleich sind hier auch die Wertes 
fiir Merkur aus Tabelle I angegeben). r| 
Wie aus Tabelle II hervorgeht, konnen ¥Y, und e¥,, fir kinstliche Erdsatelli-. 
ten mehr als 10 mal so groB werden wie die entsprechenden Werte fiir de 
Merkur, ganz zu schweigen von den tibrigen Planeten. Die erreichbare MeB- 
genauigkeit des Effekts fiir Satelliten ist offensichtlich noch gréBer, als sichi 
aus dem Wert e¥ ergibt. Dies sieht man in der letzten Spalte der Tabelle II; 
hier sind die Werte des Parameters a angegeben, der in (7, 8) statt eW zur 
Kennzeichnung der erreichbaren MeBgenauigkeit der Perihel- (Perigéium-}} 
Drehung der Satelliten und Planeten benutzt wird. Bei Anwendung desq 
Parameters a wird klar, daB fiir den Satelliten C 6 wahrend eines Beobach- 

tungsjahres eine héhere Genauigkeit zu erreichen sein wird als fiir den Merkuni} 
in einem Jahrhundert. Méglicherweise wird auch die Heranziehung von Radio~}} 
methoden, wie sie bei kiinstlichen Satelliten méglich ist, noch giinstigere Er-j 
gebnisse liefern’*). 


Tabelle II 
Perihelverschiebung der Erdsatelliten (in Bogensekunden pro Jahrhundert) 


mittlerer Abstand vom 


Satelit | Erdmittelpunkt (in cm) “ 
ra = 6,367 - 108 
C2 ro +4-10?= 6,77 - 108 
C3 17 - 108 
C4 Aipeel 02 
C5 7,2 + 108 
C6 10 - 108 
Mond 3,844 - 102° 
Merkur — 


Die Untersuchung der Bewegung von Planeten-Satelliten und besonders de 

kiinstlichen Erdsatelliten ist aber fiir die allgemeine Relativitatstheorie nich 
nur wichtig in Hinblick auf die Priifung der Formel (5). Die Benutzung vo» 
Satelliten wird grundsitzlich eine Méglichkeit zur Priifung eines weiterer 
Effektes der allgemeinen Relativitatstheorie geben, der bisher experimentel 
noch gar nicht bestatigt werden konnte. Wir meinen den EinfluB der Rotation) 


auch die tibrigen Stérungen zu bestimmen (den EinfluB des Mondes und der Abweichun 


gen der Erde von der Kugelgestalt, den Einflu8 des Widerstandes des Ionosphiren#) 
gases). 
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es Zentralplaneten um seine Achse auf die Satellitenbewegung1). Bekannt- 
ch ist in der NEwToNschen Theorie das Gravitationsfeld eines Rotations- 
érpers vollig unabhingig davon, ob dieser Kérper ruht oder rotiert. In der 
ligemeinen Relativititstheorie dagegen andert beispielsweise die Rotation 
finer Kugel um ihre Achse ihr Gravitationsfeld. Worauf dieser Effekt beruht, 
vird verstandlich, wenn man bedenkt, daB die allgemeine Relativitatstheorie 
fine Verallgemeinerung der NEwToNschen Gravitationstheorie ist, die ge- 
wissermaBen dem Ubergang von der Elektrostatik zur Elektrodynamik 
jnalog ist (wie bereits in der Einleitung erwahnt). In der Elektrostatik erzeugt 
ine ruhende geladene Kugel nur ein CouLoMBsches elektrisches Feld, wah- 
‘end bei einer Rotation noch ein Magnetfeld auftritt, das auf dem entspre- 
shenden Strom beruht. Analog erzeugt die Rotation einer gravitierenden 
Kugel ein zusitzliches Schwerefeld, das dem Magnetfeld der erwahnten 
‘Strdéme entspricht. In dem uns interessierenden Fall eines schwachen Gravi- 
Jationsfeldes lautet dieses Zusatzfeld der Kugel in einem quasieuklidischen 


R oordinatensystem”) 


2% / if 7 
g=— sa (9t, J=JIr,e0' lar’. (8) 
Dabei ist Ja = — Jao!Joo ~ Gao, 2 die Massendichte im Punkt 1’, die sich mit 


ier Geschwindigkeit »’ bewegt, r ist der Abstand vom Mittelpunkt der Kugel 
tum Beobachtungspunkt und r’ der Abstand vom Mittelpunkt der Kugel zu 
thren einzelnen Punkten. Ist ~ = const, so hat der in Richtung der Rotations- 
chse gelegene Vektor § den Absolutbetrag I = 2/5: Mrj@, wenn M die 
Masse der Kugel, r, ihr Radius und w die Winkelgeschwindigkeit der Rotation 
ind. Fir nicht kugelférmige Kérper ist die Formel (8) auBerhalb des K6rpers 
hicht iiberall, sondern nur in Abstinden r > 1, brauchbar [vgl. (3) § 100]. 
Der Maximalwert von |g| wird am Aquator erreicht und betragt |g| = 
4xMr,0/5 + ro/ cr? ~ | yo|/c2 « vo/c, wobei yy das NEwTonsche Gravitations- 
sotential und v, die Rotationsgeschwindigkeit an der Kugeloberflaiche (am 
Aquator) sind. Gleichzeitig gilt im schwachen Feld go) = — 1 — 2 o|c?. 
Der Einflu8 der relativistischen Effekte auf die Bewegung von Korpern in 
sinem schwachen Gravitationsfeld laBt sich durch Einfiihrung einer Zusatz- 
‘xraft 7’ in die klassische Bewegungsgleichung fiir ein Feld mit dem Gravi- 
sationspotential g, d. h. in die Gleichung 
dv 

mo = —merad y= fri 
iwiedergeben. 
“im Fali eines statischen Gravitationsfeldes mit gay = 0 haben wir 


umM v? umM «xM 
re c 7 er 


D [=~ fin 


{!) AuBerdem wird die Anwendung von Satelliten gewisse Méglichkeiten zur Priifung 
Jer Gravitationsverschiebung der Spektrallinien bieten; hieriiber wird in § 2 zu berich- 
‘ben sein. 

#) Gemeint ist ein Koordinatensystem, in dem die Abweichungen des metrischen Ten- 
sors gz, von den GaLILEIschen Werten go) = — 1 gap = dag und Joa = 0 (a = 1, 2, 3) 


‘iberall klein sind. 
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(es handelt sich hierbei um das Feld einer Kugel). Ist dagegen gap mat wie : 
es bei einer Rotation der Quelle des Feldes der Fall ist, so tritt noch ein 


ft [s. (3), § 88 
Zusatzkraft [s. (3), § 88] tal guetneotHn (96) 


Winkelgeschwindigkeit 
c 


to .z 


rot g 


rotiert. Nach der oben durchgefiihrten Abschétzung von |g| ist 


mM vy 7, xmMvv s Uo", 
% SiO) 20) OA fe ofo 


AS 


he CP) Fi en HOA fi teases. 

wobei v, die Rotationsgeschwindigkeit an der Kugeloberflache (am Aquator | 
und v die Geschwindigkeit des betrachteten Korpers ist, auf den das Gravi 
tationsfeld wirkt. Bei r = ry ist 


xM ip % 
0 = Umax = VY “Und SS 2 
1 : xM 
To 


Bei einem Umlauf um die Sonne erreicht die Geschwindigkeit eines Kérpe 
Werte bis zu Umax = 4,36 - 10’ cm/sec, bei einem Umlauf um die Erde iss 
Vmax = 7,9 - 10°. Demgegeniiber ist fiir die Sonne die Eigenrotationszei 
Tt = 28 Tage und v) ~ 2 - 10°, fiir die Erde tr = 24 Stunden und vw = 4,6-10 
Daraus ergibt sich, daB der Einflu8 der Rotation von Sonne und Erde auf ihr 
Satelliten ein bis zwei GréBenordnungen unter dem relativistischen Effek 
ohne Rotation liegen muB. Eine quantitative Abschitzung des Rotations 
effektes wurde schon friih in (9) durchgefiihrt; dabei ergab sich, fiir die ent 

sprechende Periheldrehung des Planeten (Satelliten) im Jahrhundert (ii 
Bogensekunden) folgender Wert?): 


gare ¥ 


Wy eee uh 
. 9c2z T? (1—e2) + 


Dabei ist 7) der Radius und t die Umlaufsperiode (in Tagen) im Feld deg 
Kugel; die ibrigen Bezeichnungen entsprechen denen der Formel (6). In (1C)) 
wird der Einfachheit halber angenommen, daB die Bahnebene mit der Aqua: 
torialebene des rotierenden Kérpers iibereinstimmt, und daB Satellit un 


*) In (9) wird festgestellt, da® die Formel (10) nur fiir a > 7 gilt, d. h. wenn der Baha 
radius wesentlich gréfer ist als der Kugelradius. Praktisch gilt jedoch fiir eine Kugel diee® 
Formel fiir jedes a (wobei natiirlich a > ry ist), da die Formel (8) bei einer Kugel nick# 
nur in gréBerer Entfernung, sondern auch in der Nahe des rotierenden Korpers zutriffi®) 
Wir erwihnen auch, dafs der Einflu8 einer Rotation der Kugel auBer einer Prazessic 

(Verschiebung) des Perihels auch eine Prazession der Knoten der Planeten- (Satellite 
Bahn zur Folge hat, wobei der Drehwinkel der Knoten halb so groB ist und das entgeger™ 
gesetzte Vorzeichen hat wie nach Formel (10). 
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ugel in der gleichen Richtung rotieren; im allgemeinen Fall bei einem 
inkel zwischen den beiden Ebenen, tritt in (10) nach (9) noch ein Faktor 
3 sin? J/2 auf. Die durch die Formeln (6) und (10) gegebenen Effekte addie- 
n sich einfach, wobei das negative Vorzeichen (10) andeutet, daB bei Be- 
cksichtigung einer Rotation der Sonne (des Planeten) die resultierende 
ativistische Periheldrehung des Planeten (des Satelliten) kleiner wird. 

ach (6) und (10) ist 


A pris Ran eer 
Ante mage) srr Oe) 


ei Merkur (a = 0,39 astr. Einh. = 5,8-10%2cm, 7’ =0,241 Jahre) ist 

~2,5-10-* und Yp = — 0,01, wahrend die MeBgenauigkeit fiir die 
eriheldrehung von der GréBenordnung 1”’ ist (s. Tabelle I). Fir den Jupiter- 
nond V ist Wp = — 346” und VY = 36/37”, aber die Beobachtungsdaten 
ben nach (9) keine ausreichende Genauigkeit zur Abtrennung der relati- 
tischen Effekte. Soweit uns bekannt ist, ist nach der Arbeit (9) niemals 
ieder eine Diskussion des ,,Rotationseffekts‘‘, der die Verschiebung Wp, 
tefert, durchgefiihrt worden. Dabei ist dieser Effekt auBerst interessant, und 
s scheint uns angebracht, die Aufmerksamkeit auf die neuen Moglichkeiten 
lenken (11), die sich bei der Benutzung kinstlicher Erdsatelliten ergeben 
onnen?). So ist fiir den unmittelbar an der Erdoberflache umlaufenden Satel- 
tten Cl (s. Tabelle IT) 


T= 1.41 Bid... A= 3,14.-10"3, 


Pr = — 53”, mas 
h. der ,,Rotationseffekt“‘ ist groBer als der ganze relativistische Effekt fir 
n Merkur (wie bereits gesagt, kann der Satellit C1 nicht verwirklicht wer- 
Yen; er kann aber als Beispiel dafiir dienen, daB fiir einige andere realisierbare 
telliten gr6BenordnungsmaBig vergleichbare Werte fiir 4 und Wy heraus- 
ommen k6énnen. Fir den Satelliten C2 beispielsweise ist A ~ 3 - 10-? und 
/, = — 43”). Konnte man also die relative Genauigkeit bei der Messung 
ler Periheldrehung kiinstlicher Satelliten um eine GréBenordnung gegeniiber 
‘er entsprechenden Messung beim Merkur steigern, so wirde man im Laufe 
‘nes Beobachtungsjahres imstande sein, den relativistischen ,,Rotations- 
jfekt‘‘ fiir die Erde nachzuweisen. Diese Moglichkeit ist immerhin beachtens- 
yert. 


——————— 


i Zur Benutzung von Planetenmonden (Jupiter, Saturn) fiir eine Priifung des ,,Rota- 
jonseffekts‘* (9) ist folgendes zu sagen: Der Verfasser verfiigt tiber keine Daten, die zu- 
ierlassigeAussagen liber diese Frage gestatten; es wire aber den Astronomen sehr nahe- 
willegen, nach Mdéglichkeit eine entsprechende Analyse auf Grund der gegenwartigen 
vaten durchzufihren. 

Vir erwaihnen in diesem Zusammenhang, da8 die Entdeckung kleiner naher natiirlicher 
irdsatelliten (beispielsweise eingefangene Meteoriten) nicht ausgeschlossen erscheint. 
enn dies gelingt, so lassen sich diese Satelliten natiirlich ebenfalls zur Priifung der all- 
meinen Relativitatstheorie ausnutzen. 
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§2. Verschiebung der Spektrallinien im Schwerefeld 
Nach der allgemeinen Relativitatstheorie hingt die EKigenzeit t in einent 
festen Punkt von der Zeitkoordinate t = 2,/c folgendermaBen ab: 


1 oe 4 
t= — | V= G00 4% (13 


Im konstanten Schwerefeld hat die Lichtfrequenz, gemessen in der Koordil 
naten-(Welt-)Zeit, lings des ganzen Lichtstrahls den gleichen Wert; folg¢ 
lich ist die im Experiment bestimmte Frequenz y = 1/At (4t Schwingungs' 
periode, gemessen in der Higenzeit) an den einzelnen Punkten verschieden 
das Verhiltnis der Frequenz », und », in den Punkten 2 und 1 wird gegebe 


durch 
%9/% = V 900 (1)/900(2)- 


Im schwachen Feld gilt bis auf Glieder héherer Ordnung 


29 
Georseatir shi ties 
und mit derselben Genauigkeit 
Ay Vie (14 
Vy Vy eed 


Beobachtet man auf der Erde ein Spektrum, das von Atomen auf der Sonn 
oder auf Fixsternen ausgesandt wird, so kann man das Potential Y2 an d 
Erdoberflache vernachlassigen und erhalt 


Dabei ist r der Radius der emittierenden Schicht (der Photosphire), A = c: 
ist die Wellenlinge, und wegen der Kleinheit des Effekts kann man unter # 
die Frequenz verstehen, die das Atom in Abwesenheit eines Schwerefelde 
aussenden wiirde (praktisch also unter irdischen Verhiltnissen). Fir dii} 
Sonne (bei r = r_) ist 


A | 
a ato ree (16) 


Nach (15), (16) ist Ay < 0, d. h. die Spektrallinien verschieben sich zum Rote 
hin. Der geschilderte Effekt wird deshalb gewdhnlich als Rotverschiebung 
der Spektrallinien bezeichnet. Natiirlich kann aber die Verschiebung auc4 
das andere Vorzeichen haben. Beobachtet man beispielsweise auf der Ercé 
die Strahlung einer sehr entfernten Quelle, die sich an einem Punkt mit de: 


Potential Null befindet, so verschieben sich die Linien zum Violetten itll 
wobei gilt | 
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Veiter unten werden wir beide Fille (16) und (17) erértern und deshalb die 
equenzverschiebung im Schwerefeld als Gravitationsverschiebung der 
ektrallinien bezeichnen. 

Nie einfache Formel (14), die praktisch auch ausschlieBlich angewendet wird 
nbgesehen von kosmologischen Fragen), la8t sich aus demAquivalenzprinzip 
ementar ableiten; als erster hat dies EINSTEIN selbst (12, 13) im Jahre 1907 
+nd dann nochmals im Jahre 1911 getan, noch bevor seine Gravitationstheorie 
sbgeschlossen war (5). Das gleiche Ergebnis erhalt man auf Grund der Quan- 
envorstellung, wenn man annimmt, da8 ein Quant nicht nur eine triage, 
ondern auch eine schwere Masse m = hy/c? hat. Bei seiner Bewegung im 
chwerefeld mu8 dann das Quant eine Arbeit m(p, — Y2) = hy/c? (y, — ge) 
isten, was nur auf Kosten einer Frequenzinderung méglich ist. 

us ergibt sich also 


hy 
hAv= 2 (Pi — Yo); 


). h., wir erhalten die Formel (14). 

ersuche zur Auffindung der Gravitationsverschiebung der Spektrallinien 
"1 Spektrum der Sonne und der Fixsterne werden schon seit mehr als 
0 Jahren angestellt. Die Schwierigkeit hierbei liegt in der Kleinheit des 
iffekts und darin, daB stets eine Doppler-Verschiebung der Linien vorliegt, 
tie auf der Bewegung der Sterne selbst und ihrer Photosphéren beruht. Die 
3edeutung der Doppler-Verschiebung wird besonders klar, wenn man die 
iravitationsverschiebung durch Effektivgeschwindigkeiten ausdriickt?): 


* 


Ay Y1 — 2 
Vere = ¢ al Baan, (18) 
Dann erhalt man fiir die Sonne ver, = — 0,636 km/sec und fiir die Erde 


Hs. (17)] vere = 21 cm/sec. Die Radialgeschwindigkeiten der Sterne erreichen 
ilagegen die GréBenordnung 10 bis 100 km/sec; die Geschwindigkeit der 
jtr6mungen in der Sonnenphotosphare ist von der gleichen GroBenordnung 
W1E Vere- 
Nhne hier auf die verschiedenen Arbeiten und besonders auf friihere Unter- 
vuchungen iiber die Gravitationsverschiebung einzugehen [s. (14)], wollen wir 
ier kurz die heutige Lage des Problems kennzeichnen. Die Gravitationsver- 
schiebung wurde mit Sicherheit fiir die weiBen Zwerge festgestellt, bei denen 
‘ere die GroBenordnung 10 bis 100 km/sec erreicht. (Das liegt daran, da8 bei 
iner Masse M ~ M, der Radius der weiBen Zwerge nur r ~ 107? r- be- 
agt.) Unsere nicht hinreichend genaue Kenntnis der Radien dieser Sterne 
moglicht aber keinen zuverlassigen quantitativen Vergleich zwischen Theo- 
ie und Erfahrung. Benutzt man die besten vorhandenen Ergebnisse und 
ertet sie in der giinstigsten Weise aus, so erhalt man (nach einer freund- 
a Mitteilung von P. P. PARENAGO) fir den Siriusbegleiter B 


aa 
= 


7 Hierbei ist offensichtlich verg die Radialgeschwindigkeit einer Quelle (relativ zur Erde), 
ft zu einer Doppler-Verschiebung der Spektrallinien yon der Gréfe des Gravitations- 
ffekts fiihrt. 
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(vere = — 20 km/sec) und fiir 0? Eridani experimentelle Werte, die gut mit der | 
Theorie iibereinstimmen. Zum gleichen Ergebnis fihrt eine statistische Ana- 
lyse der Rotverschiebung fir eine Reihe heiBer Sterne (es handelt sich um den 
sog. K-Effekt) (15). Der kirzlich unternommene Versuch zu einer Revision 
dieser SchluBfolgerungen (16) st6Bt auf entschiedene Kritik [s. z. B. (17, 18)} | 
und soll hier nicht naher diskutiert werden. : | 
Obwohl die Daten iiber die Sternspektren fiir die Theorie giinstig ausfallen, 
kénnen sie, wie gesagt nicht als quantitativ vollstandig beweiskraftig angesehen N 
werden. In diesem Zusammenhang ist die Beobachtung der Rotverschiebung 
im Sonnenspektrum von groBer Bedeutung. In diesem Fall ist der Effekt sehr 
klein (so ist bei A = 6100 A AA nur 1,29 - 10° A), aber diese negative Seite » 
wird bei weiftem kompensiert durch die Méglichkeit von Beobachtungen mit [ 
den sehr vollkommenen Sonnenappa- - 
raturen, die ein sehr hohes Auflésungs- 
vermégen besitzen. Die Genauigkeitt 
Theoretischer Wert der Gravitationsverschiebung der Bestimmung der Linienzentren im} 
ra t Sonnenspektrum ist demzufolge auch 
vollig ausreichend zur Bestimmung des: 
Gravitationseffektes. Dies ergibt sichi 
deutlich aus einem Bild, in dem Werte¢ 
der Linienverschiebung im Sonnen- 
spektrum (es handelt sich um Ab-« 
sorptionslinien) im Gebiet 4 = 6100 A! 
in Abhingigkeit von der Lage des 
emittierenden Punktes auf der Sonnen-. 
schéibe eingetragen sind (@ ist de 
Winkel zwischen der Beobachtungs-' 
richtung und dem Sonnenradius an 
jener Stelle der Sonnenoberflache, ani 
der die Beobachtungslinie diese trifft ; 
fiir den Mittelpunkt der Sonnenscheibe: 
ga 02 a4 a6 08 sin@ 40 ist offenbar 6 = 0, fiir den Randi 
= 7/2). In dem (16) entnommenem) 
Bild entsprechen die schwarzen Punkte den Beobachtungen von ADAM (19) } 
die Kreise den Beobachtungen von FREUNDLICH u.a. (20). Die Mes} 
sungen fithren zu folgendem auf den ersten Blick paradoxen Ergebnis 3) 
die Linienverschiebung ist fiir verschiedene Punkte der Scheibe nichti| 
gleich, und nur ganz am Rande stimmt nach den besten vorhandenenl 
Daten (19) die Verschiebung nahezu mit den Voraussagen der allgemeineri| 
Relativititstheorie tiberein. Dieser Sachverhalt ist jedoch nicht tiberraschend Jf 
wenn man bedenkt, daB sich die fiir die Erzeugung der Spektrallinien ver-} 
antwortlichen Schichten der Sonnenatmosphire (die umkehrende Schicht! 
in stindiger konvektiver Bewegung befinden. Auf eben diesen Bewegunger} 
beruht die Granulation der Sonnenoberfliche, und sie miissen, wie man leicht 
einsieht, eine zusitzliche Violettverschiebung der Spektrallinien zur Folge} 
haben. Die heiBeren Teile des Gases bewegen sich namlich in der umkehren/} 
den Schicht lings des Radius von der Sonne fort, die kihleren zur Sonne hi 
Infolgedessen ist klar, falls man der Einfachheit halber nicht von Absorptions-, 


4a-103A 
1% 
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ondern von Emissionslinien spricht, daB eine Linie im ganzen infolge der 
asbewegung zum Violetten hin verschoben wird!). 
st dabei die Geschwindigkeit der Str6mung rein radial, so ist die Violett- 


er emittierenden Schichten vernachlassigt und der reine Gravitationseffekt 
Yeobachtet werden kann (von den Druckeffekten wollen wir vorlaufig noch 
bsehen; s. weiter unten). Dies wird tatsichlich auch beobachtet. Q@leich- 
eitig kann man mit Hilfe der vorhandenen Daten iiber die Sonnengranu- 
ation zwanglos das Vorhandensein der zusitzlichen Violettverschiebung im 
brigen Teil der Scheibe erklaren (17). 
Jie Daten tiber die Verschiebung der Spektrallinien der Sonne kénnen also 
s Bestatigung der allgemeinen Relativitatstheorie aufgefaBt werden. Vom 
standpunkt einer strengen quantitativen Priifung der Formeln (14) und (15) 
ur die Gravitationsverschiebung der Spektrallinien reichen jedoch die vorhan- 
jenen Datennoch nicht aus. Die Linienverschiebung auf der Sonne beruht nim- 
ch auch auf einem Druckeffekt (d. h. letzten Endes auf der Wechselwirkung 
er Atome), der im allgemeinen nicht klein gegeniiber dem Gravitationseffekt 
t. Eine Beriicksichtigung des Druckeinflusses [s. z. B. (19)] ist aber an 
fewisse Voraussetzungen gekniipft und l48t sich deshalb z. Zt. noch nicht 
janz zuverlassig durchfiihren’). Das gleiche gilt von der Beriicksichtigung der 
inienverschiebung infolge der Granulation. Eine strenge quantitative Nach- 
ng der Formel (14) erfordert also noch weitere Arbeit. 
Teben Untersuchungen des Spektrums der Sonne und der Fixsterne bietet 
1 dieser Richtung die Entwicklung der Radiophysik und insbesondere der 
Xadiospektroskopie neue Perspektiven. In der Optik ist die minimale fest- 
Sellbare Relativverschiebung einer Frequenz nicht kleiner als (Ay)s) ain == 10-7 
a der Radiophysik liegen die Dinge anders: Prinzipiell kann man dort Ver- 
hiebungen um geringe Bruchteile eines Hertz feststellen, und somit kann 
ei » ~ 1029 (A = c/y ~ 3. cm) sogar ein Wert (Ay/v) ~ 10-13 noch nicht als 
ser 4uBerst modgliche angesehen werden. Zugleich eréffnen technische Fort- 
ehritte bei der Frequenzstabilisierung, insbesondere mittels der Molekular- 
abilisierung (Atomuhren), die Moéglichkeit, eine Frequenzstabilitat 
er Quelle von (Av/y) = 10-12 — 10-4 zu erreichen [s. (21, 22, 23)]. 
bt es aber moéglich, Frequenzverschiebungen mit dieser Genauigkeit zu 
" 
P 
In dem Grenzfall,in dem man die Emission des zur Sonne hinstrémenden kiihleren Gases 
nz vernachlassigen kann, wird die Linienverschiebung einfach durch die Geschwindig- 
sit des heifen Gases bestimmt. 
san sieht leicht ein, daB sich die gleichen SchluBfolgerungen auch fiir Ahsorptionslinien 
geben. 
Wir erwahnen, daf in der Abbildung unmittelbar die gemessene Rotverschiebung der 
anien aufgetragen, d. h. der Druckeffekt nicht beriicksichtigt wurde. Tut man dies, so 
halt man nach (19) im Mittelpunkt der Scheibe 4A = 0,9- 10-3 A statt 5- 10-3 A, 
jahrend in der Nahe des Scheibenrandes die Korrektur hinsichtlich des Druckeffekts 
awesentlich ist. ° 


“ 
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Gravitationsverschiebung der Spektrallinien sogar 
In der Tat kann man auf der Erde durchaus 
die sich beispielsweise um | 


messen, so lat sich die 
auf der Erde nachweisen (22) 
Empfanger und Sender in Hohen anbringen, 
3 km = 3- 10° cm unterscheiden. Dann ist nach (14) 


Ay _ 9h _ 1 99.10-%h ~3- 107% (19) 
v Cc? 
und bei einer Empfindlichkeit von Ay/y ~ 10-13 wird der Effekt meBbar [in 
der Formel (19) ist g = 981 cm/sec* die Schwerebeschleunigung]. Soweit uns 
bekannt ist, ist man von der praktischen Realisierung einer Frequenzmes- | 
sung mit dieser Genauigkeit noch weit entfernt, doch sind Werte von Ay/»i 
> 10-2 schon erreicht worden (23). | 
In diesem Zusammenhang ist die Méglichkeit der Beobachtung der Gravi-: 
tationsverschiebung mit Hilfe kiinstlicher Erdsatelliten von Interesse (17, 1 7). 


Strahlungsfrequenzen im Schwerefeld bei Beobachtung von der Erde aus} 
durch (17) gegeben, erreicht also Werte von etwa Av/y ~ 10-°. Befindet sichl 
der Satellit in einer Hohe A iiber der Erdoberflache, so ist 


Ay _“Ms/i1__} bit 
Pn ne fo fl crs 
h 
ah (1 =) h 
=> A, ff = 1,09 - 10-8 (1 —+), (192 
c Ure) 


wobei sich die letzten beiden Ausdriicke auf den Fall 
h<rs = 6,367 - 108 cm 


beziehen. Fir h — 800 km ist Ay/y = 7,6- 10-4, und der Effekt wird wahr4 
scheinlich in naichster Zukunft meBbar sein. Diese Messungen werden allen} 
dings durch die Bewegung des Satelliten sehr kompliziert; diese beq 
wirkt einen groBen Doppler-Effekt, wobei auch der quadratische Effekt (vod 
der GréBenordnung v2/c?; v Geschwindigkeit des Satelliten) zu beriicksicht iy 
gen ist. Der vollstiindige Gravitationseffekt (17) ist ebenfalls von der GroBers} 
ordnung v?/c? («M/r5 =v?/c?, wobei v die Geschwindigkeit eines Satellites 
ist, der unmittelbar an der Erdoberflache umliuft); der Effekt (19a) ist fit 
h < r noch wesentlich kleiner. Der Doppler-Effekt erster Ordnung ist fiir des 
erdnahen Satelliten um c/v ~ 3-10!9/10®=3-10%mal gréRer als de 
gesamte Gravitationseffekt, auBer wenn der Winkel 6 zwischen der Bewegung) 
und der Beobachtungsrichtung nahezu gleich 7/2 ist (bei 6 = 7/2 verschwinf 
det der Effekt erster Ordnung bekanntlich). 
Damit wird es notwendig, einen Ausdruck fiir Ay/y unter Berticksichtigurg) 
von Gravitationsverschiebung und Doppler-Effekt aufzustellen. Schon avg 
elementaren Uberlegungen ergibt sich, daB mit einer Genauigkeit bis % 
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Gliedern von der Ordnung v?/c?, mit der die Formel (14) gilt, Doppler-Effekt 
und Gravitationsverschiebung sich einfach addieren, d. h. 


yupti ty 
Ay at ce 4 Gi(h) See 
Y 1 __ v(t) cos 6 (t,) cs 
c 
v v V1 —@ 
seer 008 6 — oe (1 — 2 bos?) +. (20) 


v ist dabei die Geschwindigkeit der Quelle (des Satelliten) relativ zur Erde 
im Augenblick der Lichtemission ¢,, 9 ist der Winkel zwischen der Bewe- 
gungs- und der Beobachtungsrichtung; die bekannte Formel fiir den Doppler- 
Effekt in der speziellen Relativititstheorie 


ist zwar vollstandig hingeschrieben, wird aber nur bis.zu Gliedern von der 
Ordnung v?/c* benutzt (dies ist explizit in dem letzten angegebenen Ausdruck 
urchgefiihrt)!). Es werden jedoch bisweilen Zweifel an der Brauchbarkeit 
er Forme! (20) fiir den Fall geauBert, daB es sich um eine beschleunigte Be- 
wegung der Quelle handelt, wie sie bei einer Quelle auf einem Satelliten vor- 
iegt. Der Satellit , fallt frei‘‘, und in einem freifallenden Bezugsystem gibt es 
ein Gravitationsfeld und deshalb auch keine Gravitationsverschiebung : Dies 
twa sind die Uberlegungen, die zu den erwihnten Zweifeln fiihrten. Es liegt 
ier jedoch einfach ein MiBverstandnis vor. In einem lokalen Inertialsystem, 
‘das mit dem Satelliten verkniipft ist, ist tatsichlich keine Frequenzverschie- 
dung zu beobachten, wenn nicht nur der Strahler, sondern auch der Empfin- 
er relativ zu diesem System ruhen. Bei den Versuchen, um die es sich handelt, 
befindet sich aber der Empfanger auf der Erde, d. h. das mit dem Satellit en 
‘verbundene System bewegt sich beschleunigt auf die Erde zu. Wenn z. B. 
bei der Emission des Signals die Relativgeschwindigkeit des Satelliten zur 
rde gleich Null war, so hat beim Eintreffen des Signals die Erde die Ge- 
schwindigkeit 

v= ghle, 


*schleunigung (d. h. die Beschleunigung der Erde in dem mit dem Satelliten 
tverbundenes System) ist (das Gravitationsfeld betrachten wir der Einfach- 
theit halber als homogen). Auf Grund des Doppler-Effekts hat diese Geschwin- 


ih h/e die Laufzeit des Lichtes lings der Strecke h und g die Schwerebe- 


") Der Einfachheit halber sind in (20) die (im Radiogebiet méglicherweise wesentlichen ) 
*Abweichungen des Brechungsindex von Eins im Gebiet der Ionosphire, in der sich der 
\Satellit bewegt, nicht beriicksichtigt. 
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digkeit zur Folge, da der Empfanger eine Frequenz aufnimmt, die um 
Ay|v = vlc = gh/c? 


verschoben ist; man erhiilt also gerade die Gravitationsverschiebung (19). 
Diese Betrachtungen, ganz analog denen, die EINSTEIN bei seiner ersten Ana- 
lyse der Gravitationsverschiebung benutzte (13), lassen keinen Zweifel daran, — 
daQB die Gravitationsverschiebung von der Beschleunigung des Satelliten un- 
abhangig ist. Zur gleichen SchluBfolgerung fiihren auch andere Uberlegungen, | 
etwa quantentheoretische (das Quant ,,arbeitet“ bei seiner Fortpflanzung im 
Schwerefeld, und sein Impuls hy/c und damit auch seine Frequenz y sind un- 
abhangig von der Beschleunigung des emittierenden Atoms)’). Der allgemeine 
Ausdruck fiir die Frequenzverschiebung im Schwerefeld bei bewegter Quelle 
und bewegtem Empfanger la8t sich natirlich unmittelbar durch Benutzung 
des invarianten Intervalls ds = V — giz 4%; dxy aufstellen [s. Z. B. (24) 
§ 116]. Die Quelle befinde sich im Punkt 2,a(é), der Empfanger im Punkt 
Zea(ts), wobei t, und t, die Zeitpunkte von Aussendung und Empfang eines | 
Lichtsignals sind; es ist t, = f(t). Die Elemente der Eigenzeit fiir Quelle und 
Empfanger sind 


cdu = |- 9 dX |" 
: Se Teat teveye a 
; Is 
c dt, = |— Jik ad |" ~ te; 
ferner betragt das Frequenzverhiltnis 
Y at of 
as = ae und di, = at, dt,. 
Daraus folgt 
dxq dxp daq|'!? 
Vo (ty) E lame al erieg rye ae te (4) 21 
V, (ty) a Of (ty) A%q Axe da,\ie ” (21))) 
Ot; |- Joo — 928 (at cde 9% oe" ae 


wobei dx,/dt die Geschwindigkeitskomponente in der a,-Richtung ist. Dies, 
Bahn des Lichtstrahls und die Koordinaten-Lichtgeschwindigkeit ergebens) 
sich aus der Bedingung ds = 0, und hieraus folgt die Funktion ¢, = f(4).\|) 
In einem euklidischen Raum, in dem der Punkt 2 ruht, ist 


ra (h) 
hah pee, 


wobei 7, (t,) der Abstand zwischen den Punkten 1 und 2 im Zeitpunkt ¢, ist | 
(wir betrachten ¢, und f, als Zeitpunkte der Aussendung und des Empfangs 


1) Wie A. L. SELMAN richtig bemerkt, wiirde, falls der freie Fall eines Strahlers dia 
Gravitationsverschiebung aufhdbe, dieser Effekt auch unter astrophysikalischen Bedin) 
gungen niemals zu beobachten sein, da die emittierenden Atome in den Photospharen de?) 
Sterne stets frei auf den Stern zufallen. | 
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des Signals oder genauer der Front des Signals; alle Uberlegungen 
gelten aber auch bei kontinuierlicher Lichtemission)*). Wegen 


dty ety of Aaa 2% (t) cos 6 (ty) 
fia thee c 


erhalten wir aus (21) gleich die iibliche relativistische Formel fiir den Doppler- 
Effekt, aber mit Werten v und 6, die sich auf den Zeitpunkt der Emission t, 
beziehen. Fiir ruhende Quelle und ruhenden Empfanger in einem konstanten 
Gravitationsfeld ist O//0t, = 1, und es ergibt sich die oben angefiihrte Formel 
Ye 1/9o0(1) 
Yy Joo (2) ” 


fiir ein schwaches Feld also die Formel (14). Bewegt sich die Quelle in einem 
schwachen Feid, wobei v?/c? <1 bleibt, so erhalten wir die Formel (20), da 
der Einflu8 der Strahlenkrimmung und die Anderung der Koordinaten- 
Lichtgesch windigkeit im Schwerefeld bei dem Wert von Of/ot, sich nur in 
Gliedern héherer Ordnung bemerkbar macht. Mit Hilfe der Formel (21) kann 
man auch kompliziertere Falle behandeln und insbesondere eine Bewegung 
des Empfangers beriicksichtigen. Bei der Beobachtung eines erdnahen Satelli- 
ten besteht hierzu noch keine Notwendigkeit, wenn man unter v in (20) die 
Geschwindigkeit der Quelle relativ zu dem auf der Erde ruhenden Empfanger 
versteht. Aus letzterem Grunde braucht man nur den linearen Doppler-Effekt, 
der auf der Erdrotation beruht, beriicksichtigen. Der quadratische Effekt (oder, 
in einem mit der rotierenden Erde verbundenen System, der Einflu8 der Rota- 
tion auf die g;,) ist naimlich von der GroBenordnung v?/c? ~ 2 - 10-12 (wobei 
Y = 4,6 - 10* cm/sec die Geschwindigkeit der Erdoberfliche am Aquator ist) ; 
fiir einen Satelliten in 800 km Hohe iiber der Erdoberfliche ist demgegeniiber 
v?/c® = 6-10-19 und gh/c? ~ 10-19 und das Glied der GroBenordnung v2/c? 
ikann also vernachlissigt werden. In diesem Beispiel (h = 800 km) ist anderer- 
seits schon der quadratische Doppler-Effekt viermal so groB wie der Gravi- 
tationseffekt ; deshalb ist natiirlich die Abtrennung der Gravitationsverschie- 
.bung durchaus nicht einfach, auch wenn sich die Frequenzverschiebung selbst 
mit ausreichender Genauigkeit messen laBt. 


4) Die Emissionsfrequenz im gegebenen Zeitpunkt ¢ ist natiirlich ein sinnloser Begriff, 
und in (20) und (21) ist unter »(t) die Frequenz zu verstehen, die dem Maximum der 
Spektrallinie entspricht, welche beim Empfang der Strahlung innerhalb eines gewissen 
Zeitraums At um die Zeit t herum aufgenommen wird. Damit die Linie gentgend scharf 
ist, diirfen sich die Geschwindigkeit v und die iibrigen GroéBen (d.h. cos 6 und ?;) 
ywahrend der Emissionszeit nur vernachlassigbar wenig andern: At = I/y <t. Bei einem 
,Satelliten ist d/dt(v/c cos #) At hinsichtlich der Anderung von 6 von der GréBenord- 
‘nung v? At/(cr) (r ist der Abstand vom Satelliten), hinsichtlich der Anderung von v von 
der Ordnung g At/c. Wegen v? At/(cr) ~ 10-18 und gAt/e ~ 10-18 (fir At ~ 10-1°) und 
‘weil v?/c? ~ 6 - 10-19 ist, kann man durchaus ein Intervall At S At wiblen, innerhalb 
Diesen die Anderung Ay/y zu vernachlissigen ist. AuBerdem wird im Experiment nicht 
‘Ay (t) gemessen, sondern die Anderung der Phasendifferenz zwischen der ankommenden 
/Strahlung und der Strahlung einer irdischen Vergleichsquelle, so daB eine spektrale Zer- 
legung nicht explizit durchgefiihrt zu werden braucht. 
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In diesem Zusammenhang ist klar, da® zur Messung der Gravitationsverschie- 
bung zweckmaBigerweise ferne Satelliten benutzt werden ; fir diese ist der 
Doppler-Effekt kleiner, die Gravitationsverschiebung grofer. Besonders. 
zweckmaBig wire ein Satellit, der relativ zur Erdoberflache ruht, d. h. einen 
Umlauf in 24 Stunden in der Aquatorebene macht (dieser Satellit stiinde 
6,6 7-< vom Erdmittelpunkt entfernt und hatte eine Geschwindigkeit 
» ~ 3-10 cm/sec; der quadratische Doppler-Effekt betrige in diesem Fall 
y2/2 c2 = 5 - 10-4 und die Gravitationsverschiebung ware Ay/y = 6 - 10°" y2 
Der Unterschied der von den Uhren gemessenen Eigenzeit gegentiber der 
Koordinatenzeit beeinfluBt nicht nur die Frequenzverschiebung, sondern 
auBert sich auch noch folgendermaBen. Die Uhren 1 und 2 mégen im 
Zeitpunkt ¢ = 0 auf der Erde ruhen (Gravitationspotential y,) ; dann moge die 
Uhr 1 sich mit einer Geschwindigkeit v, (¢) in einem Gebiet mit dem Potential | 
q1 zu bewegen beginnen (d. h. die Uhr 1 werde auf einen kiinstlichen Erd- | 
satelliten gebracht). Wenn dann zur Zeit t (nach der Koordinatenzeit) die 
Uhr 1 wieder zur Ruhe kommt und zum Punkt 2 zuriickgebracht wird (also 
vom Satelliten wieder auf die Erde), so muB sie eine andere Zeit anzeigen als 
die Uhr 2. Und zwar zeigt die Uhr 2 die Zeit 


: eae v7 
die Uhr 1 die Zeit t= (1 + — 74) te 


Hierbei haben wir der Einfachheit halber angenommen, daB sich der Satellit. 
stindig mit der Geschwindigkeit v, in einem Gebiet mit dem Potential 
bewegt hat (da also die Bahn kreisf6rmig ist und die Zeiten fiir Hin- und | 
Riickflug zu baw. von dieser Bahn vernachlassigt werden kénnen). Aus den 
angegebenen Ausdriicken fiir t, und tT, erhalten wir, wenn wir die Koordinaten- 
zeit t, die nur eine Hilfsrolle spielt, eliminieren, im Rahmen unserer Naherung: # 


ay Ty cg Ta Ta cee Pega (22))} 


1% % e 2c" 


Vernachlissigen wir in diesem Ausdruck die Differenz y, — i, Was fiir einen 1] 
erdnahen Satelliten méglich ist, so ergibt sich das bekannte Ergebnis fiir die: 
Verzégerung einer bewegten Uhr, das EINSTEIN schon in seiner grundlegen- +) 
den Arbeit tiber die spezielle Relativititstheorie angab (25). 
Fir einen erdnahen Satelliten ist (t, —1,)/t, ~ 2-10-1°; im Laufe einess} 
Jahres wachst also die Verzégerung bis auf t, — 7, ~ 6 - 10-* sec an. Es istt 
grundsitzlich nicht: ausgeschlossen, da die Feststellung eines solchen Inte- 
graleffekts méglich sein wird. 


§3. Ablenkung von Lidhtstrahlen am Sonnenrand 


tm Gravitationsfeld hingt die ,,Koordinaten-Lichtgeschwindigkeit“ c’, dic | 
sich aus der Bedingung ds = 0 ergibt, von dem y;, ab, und zwar gilt in einem 
schwachen Feld 
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obeic = 3-101° cm/sec die Lichtgeschwindigkeit ohne Feld ist. Wie sich schon 
us dem HUYGHENSschen Prinzip oder einfach aus der Analogie zu der Licht- 
usbreitung in einem inhomogenen brechenden Medium ergibt, miissen also in 
inem inhomogenen Gravitationsfeld die Lichtstrahlen gekriimmt sein. Fiir 
trahlen, die an der Sonne vorbeigehen, ist die Kriimmung zur Sonne hin 
erichtet, und das wiahrend einer totalen Sonnenfinsternis photographierte 
ternfeld um die Sonne herum ist gegentiber dem normalen Feld deformiert 
die Aufnahme des undeformierten Feldes kann etwa ein halbes Jahr vor der 
insternis erfolgen). Dieser Effekt wurde ebenso wie die Frequenzverschie- 
ung im Schwerefeld von EINSTEIN schon in seiner ersten Arbeit iiber die 
ravitationstheorie vorausgesagt (12, 13), wobei sich fiir die Ablenkung eines 
Strahls, der in einem Abstand R am Sonnenzentrum vorbeigeht, folgender 
usdruck ergab (13): 


2 xMe 
a = — © — 4,94. 10-8 © — 9" 87 ©, (23) 


c* kt R carawe i 

pater, nach der Schaffung der allgemeinen Relativitatstheorie, zeigte es sich 
4, 5), daB die Ablenkung doppelt so groB ist), so daB nach der genaueren 
eorie gilt 


Bd 4%xMo __ 6 Ty oe ” TS 


Die Ablenkung eines Strahls erreicht also am Sonnenrand 1,75 Bogensekun- 
en (genauer ist der Wert 1’’,745). 

teressant ist, daB der Ausdruck (23) fiir die Ablenkung eines Lichtstrahls 
chon im Jahre 1801 von SOLDNER abgeleitet wurde [ Nachdruck in (26)], und 
war auf Grund von Vorstellungen tiber Lichtteilchen in der klassischen 


) Der Wert (23) ergab sich in (13) aus dem Ausdruck fiir die Lichtgeschwindigkeit 


t i tH 
| ¢mo(1+4), 


len man erhalt, wenn man nur einen EKinfluB des Gravitationsfeldes auf den Zeitablauf 
veriicksichtigt. In der vollstiindigen Theorie wird auch die Anderung der raiumlichen 
Metrik beriicksichtigt (das nichteuklidische Verhalten in einem Gravitationsfeld). In 
yinem schwachen, statischen Schwerefeld ist dabei 


| 2 29 
3 is 1+ c* di? — 1—+ dr?, 


iq 
woraus sich fiir den Lichtstrahl (d. h. unter der Bedingung ds = 0) der im Text an- 


segebene Ausdruck 


2 
, f= o(1 +22), 


fier zu (24) fiihrt, ergibt. Um MiBverstindnisse zu vermeiden, heben wir hervor, dafs die 
),Koordinaten- Lichtgeschwindigkeit‘‘ c’ = dr/dt (unter der Bedingung ds = 0) keine un- 
\nittelbare physikalische Bedeutung hat, da die experimentell gemessene Lichtgeschwin- 
jigkeit in einer kleinen Umgebung eines Punktes stets den Wert dl/dt = c = 3-10" cm/sec 
iat, wobei dl der raumliche Abstand und dt das Intervall der Eigenzeit ist. 


4 
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i i rsten Blick erstaunliche Ergebnis erhalt man sehr; 
Bae ee tation Lay die zu der bekannten RUTHERFORDschent 
Formel fihrt, zeigt, daB ein Teilchen mit der Masse mM, das sich in einem Feldt 
mit der potentiellen Energie — B/r bewegt, um einen Winkel a abgelenkt 
wird, der sich aus der Formel 
B? a 


res Phe 
ot ete te" 9 


| 
4 


ergibt. Dabei ist R.. der StoBparameter und v~ die Geschwindigkeit des Teil-| 
chens im Unendlichen. Fir 


MV=0 B 
2 S vss 


ist die Ablenkung klein, d.h. es ist tg (a/2) ~a/2 und auf der ganzen Bahn gilt) 

v ~v~ und auBerdem R ~ R,, wobei R der kleinste Abstand zwischen Teil) 

chen und Streuzentrum ist. Es ergibt sich a ~2 B/(mv?R) oder fiir das) 

Schwerefeld der Sonne . 
= 2%M, C) 

Tie pee 


wobei die Teilchenmasse m infolge der Gleichheit von triger und schwerer’ 
Masse herausfallt. Setzen wir in dieser Formel v = c¢, so erhalten wir den Aus / 
druck (23). Die Méglichkeit, diesen Ausdruck ohne irgendeine Voraussetzung 
uber die Masse der Lichtteilchen abzuleiten, beruht offenbar auf der Gleich+ 
heit von trager und schwerer Masse sowie auf der Benutzung des klassische 
Bewegungsgesetzes bis zu Geschwindigkeiten »v = c. 
Die experimentelle Priifung der Formel (24) wurde bei einer ganzen Reihe. 
totaler Sonnenfinsternisse vom Jahre 1919 an versucht. Eine Zusammen-+t 
stellung der Ergebnisse gibt die Tabelle III; alle Werte beziehen sich auf dem 
Rand der Sonnenscheibe. Das Vorzeichen der Ablenkung geben wir nicht an 
weil es in allen Failen mit dem theoretischen tibereinstimmt (der Strahl wirdr 
von der Sonne ,,angezogen‘‘). Der unten in Tabelle III angegebene Fehler 
des Mittelwerts ist einfach das quadratische Mittel des Fehlers (ohne Beriick+) 
sichtigung der in den einzelnen Arbeiten erzielten Genauigkeit der Mittel- 
werte von a). Der wichtigste Beobachtungsfehler, der offenbar gréBer aus-) 
fallen kann als die erwihnten Fehler, beruht auf einer ungenauen Berucksich-) 
tigung der Brechung in der Erdatmosphiire oder genauer der Differenz der] 
Brechungen wihrend der Finsternis und am Kontrolltage. Unter diesem Ge} 
sichtspunkt wurden die Messungen von MICHAILOW (28), die die gr6Bte Abs) 
weichung vom theoretischen Wert zeigen, unter besonders ungunstigen Be} 
dingungen durchgefiithrt (wihrend der Finsternis betrug die Lufttemperatun] 
+ 23,6°C, am Kontrolltage --21°C; die entsprechende Brechungsdifferena | 
war 0,85). Die letzten Beobachtungen (29, 30) filhren zu einem Wert a, der) 
mit dem theoretischen innerhalb der Fehlergrenzen des Experiments iiber} 
einstimmt. Das gleiche gilt fiir die Daten von CAMPBELL und TRUMPLER (s 

Tabelle ITI), die nach einer freundlichen Mitteilung von A. A. MICHAILOW | 
die heute zuverlassigsten sind. Hieraus und aus der ganzen 'Tabelle III geht) 
hervor, daB die Voraussagen der allgemeinen Relativitatstheorie tiber did] 
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blenkung der Lichtstrahlen im Sonnenfeld bestitigt werden konnten: Es 
furde ein Effekt beobachtet, der offensichtlich gréfer als der ,,klassische“ 
Tert (23) ist und bis auf etwa 10% mit dem theoretischen Wert tiberein- 
immt?). 

ie Gewinnung genauerer Beobachtungsdaten ist natiirlich von Interesse; 
der sind in dieser Hinsicht keine Wege fiir eine wesentliche Genauigkeits- 
eigung zu sehen, denn die Radiomethoden (beispielsweise Beobachtung kos- 
ischer Radiostrahlung) sind infolge ihrer geringen Winkelauflésung hier 
sllig unbrauchbar. 


Tabelle III 
) Ablenkung der Lichtstrahlen im Sonnenfeld (theoretischer Wert amax = 1’’,75) 
Beobachter Jahr Ablepiungs: ditenstut, 
winkel a zitat 
Momelainu. Davidson ....... 1919 17,98 + 0,18 (14) 
Tidingtonu. Cottingham ...... oie 17,61 + 07,45 (14) 
Geppellu. Trumpler. .. 9.9... 1922 1,78 + 07,17 (14) 
mamcellu. Kennedy 2... ..% 5. 1922 Lee TT (27) 
Pmmemairori (es Voge ee rrsk SPS AL ks oy 1929 94 (27) 
BONN TAHA! doce & 1936: llher2",78 4..07,31 (28) 
Bebresbrosckcas wl! vrishy stale: tome)’ 1947 OF AO Se (art (29) 
EEO DT OCC whl cl Srlwie bees, \ptmeieia 1952 1,70 + 0’,10 (30) 
Saas Ln ee. Get eee 17,98 + 0°,12 
iittel pine den hochsten Werte @sc4it fs) ser 1”,87 + 0’,08 


i 

134. Die Bedeutung der allgemeinen Relativitatstheorie von EINSTEIN fiir 
5 Physik und Astronomie 

i 
vie oben beschriebenen Effekte der allgemeinen Relativitatstheorie sind sehr 
ilein, und ihre direkte Bedeutung fiir die Astronomie ist gering. Dies kénnte 
1 einer Unterschatzung der Bedeutung der allgemeinen Relativitatstheorie 
jihren. Wir wollen deshalb einige Bemerkungen tber die Rolle der allgemeinen 
.elativititstheorie in Physik und Astronomie anfiigen. 

yie allgemeine Relativitatstheorie ist vor allem eine relativistische Gravi- 
ationstheorie, eine Theorie des Schwerefeldes. Erst mit der Schaffung dieser 
vheorie erhielt das Gebiude der nichtquantentheoretischen Physik einen 
ewissen Abschlu8, denn die NEwtonsche Theorie der universellen Massen- 


| Es muB erwihnt werden, daB man bei der Auswertung der experimentellen Daten von 
em Gesetza = Cc rO/ Rausgeht und die Konstante C = dma x bestimmt, diein Tabelle III 
‘agegeben ist. Die Priifung der R-Abhingigkeit von a, die zu einem vollstandigen Ver- 
‘eich zwischen Theorie und Experiment ebenfalls erforderlich ist, ist auf Grund der 
jorhandenen Daten noch nicht mdglich. Der Einfluf der Sonnenrotation auf die Licht- 
blenkung kann hier iibrigens vernachlassigt werden, da dieser Effekt um einen Faktor 
‘on der GriSenordnung v,/c ~ 10-> kleiner ist als die Gravitationsablenkung (24) 
% ~ 2+ 10°cm/sec ist die Rotationsgeschwindigkeit der Sonnenoberfliche am Aquator). 
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anziehung, die eine Fernwirkung annahm, steht nicht im Einklang mit de} 7 
Grundlagen der Feldtheorie und der speziellen Relativitaétstheorie (hiervonr 
war schon in der Einleitung die Rede). Der Ubergang zur Theorie des Gravi4 
tationsfeldes entspricht zwar dem Ubergang von der Elektrostatik zur Elek 
trodynamik, beruht aber auf wesentlich tieferen Verallgemeinerungen undi 
gestattet speziell, die lange bekannte Gleichheit von traéger und schwerer 
Masse in die Grundlagen der Theorie einzubauen. Raum und Zeit, die vor den 
speziellen Relativititstheorie als unabhangig von der Materie betrachtet} 
wurden, wurden in dieser Theorie untrennbar mit der Materie verschmolzen 
Der NEwrTonsche absolute Raum und die absolute Zeit mit ihrem metaphysi4 
schen Charakter verschwanden aus der Physik, und an Stelle des ,, Vakuums** 
oder des ,,Raums an sich‘ trat das Gravitationsfeld g;,. Die Himmelskérper 
(eigentlich sogar jeder Koérper), die elektromagnetischen und sonstigen Felder 
-bestimmen den Charakter des Schwerefeldes und gleichzeitig die Metrik der 
Raum-Zeit. Beim Vorhandensein von Massen — und diese sind immer vor- 
handen — ist die Geometrie des Raums nichteuklidisch und hangt von der} 
GroBe, der Verteilung und der Bewegung dieser Massen ab. Die Frage nach 
der Geometrie unseres realen Raumes (im Gegensatz zu den Geometrien den 
unendlichen Mannigfaltigkeit aller denkbaren Raume beliebiger Dimen 
sionen) wird damit ein physikalisches Problem. In der allgemeinen Relativi 
tatstheorie haben also in gewissem Umfang die auf LOBATSCHEWSKY, GAUSS 
und RIEMANN zuriickgehenden kiihnen Ideen iiber den Zusammenhang der 
Geometrie mit der Physik, der Erfahrung, ihren Niederschlag gefunden. 
Diese wenigen allgemeinen Bemerkungen mégen hier geniigen, da eine Dis 
kussion der grundlegenden Fragen iiber Raum, Zeit, Geometrie und Feld 
theorie in ihrem Zusammenhang mit der allgemeinen Relativititstheorie weit 
tiber den Rahmen dieser Arbeit hinausgeht. Wir wollen daher nur auf dre 
speziellere Probleme eingehen: die methodische Bedeutung der allgemeiner: 
Relativitatstheorie vom Standpunkt der theoretischen Physik, die Rolle der 
allgemeinen Relativititstheorie in der Atomphysik und der Theorie de=| 
Elementarteilchen und schlieSlich ihre Bedeutung fiir die Astronomie, ins 
besondere fiir die Kosmologie. 
Die methodische Bedeutung der allgemeinen Relativitatstheorie beruht voy) 
allem darauf, dai sie eine sehr vollkommene Feldtheorie darstellt (will 
sprechen von nichtquantentheoretischen Feldtheorien). Dies zeigt sich nich 
nur in der Moglichkeit, zwanglos eine groBe Klasse der verschiedensten Koort! 
dinaten zu benutzen, sondern vielleicht eher noch in folgendem : Die Bewegungs* ) 
gleichungen der felderzeugenden Massen ergeben sich in der allgemeiner) 
Relativitatstheorie aus den Feldgleichungen!). Dies beruht darauf, daB sick} 
aus den Gleichungen des Gravitationsfeldes automatisch das Verschwinder | 
der kovarianten Divergenz des Energie-Impuls-Tensors 7’; ;, d.h. die Gleichung | 
. 
2) In der Elektrodynamik ist das bekanntlich nicht der Fall: Aus den MaxweEttscheu} 
arom i folgt zwar die Kontinuititsgleichung, die Bewegungsgleichungen fiir di 
adungen aber sind davon unabhingig. Infolgedessen erfillt beispielsweise das Feld) 
zweier ruhender Ladungen die Maxwettschen Gleichungen, obwohl es mit den Bee 
wegungsgleichungen unvereinbar ist, weil infolge der Wechselwirkung die Ladunge: | 


niemals in Ruhe bleiben kénnen. 
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sk: k = 0 ergibt (in galileischen Koordinaten hat diese Gleichung die ein- 
he Form 07';,/0x, = 0). Diese Beziehung ist aber nichts anderes als der 
rhaltungssatz fiir Energie und Impuls der ,,Materie“, d. h. der Massen und 
s elektromagnetischen Feldes; infolgedessen ergeben sich die Bewegungs- 
eichungen fiir materielle Teilchen und die MAXWELLschen Gleichungen, 
e Stréme und Ladungen enthalten, aus den Gleichungen fiir das Gravi- 
tionsfeld?),. 

4 der allgemeinen Relativitatstheorie wird ferner der Energie-Impuls-Tensor 
si seiner Herleitung aus einem Variationsprinzip von selbst symmetrisch 
z. B. (3), § 93]. Hierdurch wird es méglich, Ausdriicke fiir die 7';, auch in 
‘bwesenheit eines Schwerefeldes zu gewinnen, wobei man dieselbe Methode 
nwendet, wie in der allgemeinen Relativitatstheorie (anderenfalls kann der 
ensor 7';, unsymmetrisch werden, und man mu&8 ihn dann noch zusiatzlich 
*mmetrisieren; s. (3), § 31). 

n analoges Verfahren (Hinfiihrung beliebiger g;, und Ubergang zur galilei- 
then Metrik am Schlu8) fiihrt zur Ableitung der Bewegungsgleichungen aus 
2n Feldgleichungen bei linearen Feldtheorien (34). Ubrigens ist der nicht- 
neare Charakter der Gleichungen fiir die Gravitationspotentiale g;, eben- 
Hlls eine wesentliche Kigentiimlichkeit dieser Gleichungen im Vergleich etwa 
tit der MAXWELLschen Theorie. In diesem Zusammenhang ist die Erfahrung, 
je man bei der Untersuchung der Gleichungen fir die g;, gewonnen hat, sehr 
‘ertvoll fiir die Arbeit mit anderen nichtlinearen Gleichungen. 


bn groBen EinfluB hervorheben, den die allgemeinen Relativitatstheorie auf 
Ge Entwicklung der Geometrie und der Tensoranalysis gehabt hat. 

ir wenden uns nun der Bedeutung der allgemeinen Relativitatstheorie fiir 
e Atom- und Kernphysik und die Theroie der Elementarteilchen zu. Be- 
fanntlich sind die Gravitationskrafte verschwindend klein gegeniiber den 


} Das obige Ergebnis ist im wesentlichen schon in EINSTEINS grundlegender Arbeit 
') enthalten, wo aber die Bewegungsgleichungen fir einen Massenpunkt im Schwerefeld 
hie Gleichungen der geodatischen Linie) unabhangig postuliert werden. Spiiter stellte 
jan dann fest, daB das ,,Postulat der geodatischen Linie* iiberfliissig ist [s. z. B. (31)], 
jad leitete aus den Gleichungen fiir das Gravitationsfeld die Bewegungsgleichungen 
snes Systems von Kérpern in verschiedenen Niaherungen ab [(32, 32a, 33); s. auch (2), 
ap. XV]. " 

) Als ganz elementares Beispiel fiir die Anwendung des , Aquivalenzprinzips‘ auf metho- 
#sche Fragen nennen wir folgendes Problem. Bei der Behandlung von Elektronen- 
traigheitseffekten in Metallen mu& man die SCHRODINGER-Gleichung fiir die Wellen- 
énktionen der Elektronen in einem gleichmabig beschleunigtem Koordinatensystem 
snschreiben. Dies ist zwar nicht besonders schwierig, erfordert aber doch einigen 
‘echenaufwand, da die ¥-Funktion einer Gradiententransformation zu unterwerfen ist 
5). Andererseits hat man ‘aber sofort die richtige Antwort (36), wenn man das ,,Aqui- 
hlenzprinzip“ benutzt, nach dem die Bewegung eines Teilchens in einem Bezugssystem 
lit der Beschleunigung a identisch mit der Bewegung in einem Schwerefeld mit dem 
jotential p = az ist (die z-Achse zeigt in Richtung von a). Die SCHRODINGER-Gleichung 
‘a beschleunigten Bezugssystem' unterscheidet sich also von der iiblichen nur um das 
lied maz, d.h. um die potentielle Energie eines Teilchens der Masse m im Feld mit dem 
tential az. 


40 W. L. GINSBURG 


kraften zwischen den Teilchen im Atomkern. So hat die elektrostatisch! 
Wechselwirkungsenergie zweier Teilchen mit den Ladungen é und den Masse: 
m den Betrag U,, = e?/r, waihrend die Energie ihrer Gravitationswechse 
wirkung nur U,, = —xm?/r ist. Das Verhaltnis der Energien oder Kra 


betragt also 


2,4 - 10-* (fiir Elektronen), 
8,1 - 10-3? (far Protonen). 


Diesen Sachverhalt kann man durch die Gravitationsradien von Elektron um 
Proton 


(22 


| 


U4,|Ue. = xm? [2 = 


Oc = ieee = 6,75 . 10-6 cm 
und Op = “ge = 1,24 - 10" om 


veranschaulichen, die sehr viel kleiner sind als die klassischen elektromagn: 
tischen Radien 


e2 
‘,= 5 = 2,8-10°% cm 
M,C 
e2 
und tp = 5 = 1,5 - 10-16 em. 
MC 


Infolge der Kleinheit der Gravitationskrafte braucht man sie weder fiir d 
Atome noch fiir die Kerne zu beriicksichtigen, die Gravitationstheo 
hat also fiir Atom- und Kernphysik keinerlei unmittelbare Bedeutung!). Dz 
gleiche kann man vermutlich auch von der Theorie der Elementarteilche 
d. h. vom Problem der Struktur und der Eigenschaften von Elektron, Proto 
Neutron usw. sagen. Zwar sind die Gravitationskrifte auch in sehr geringe 
Abstinden verschwindend klein gegeniiber den elektromagnetischen; es i 
aber z. Zt. hier noch unméglich, sichere Behauptungen aufzustellen. Im Fe 
der Elementarteilchen ist namlich von vornherein nicht klar, welche Abstane 
wesentlich sind, und in Abstiinden von der GréBenordnung des Gravitations| 
radius eines Teilchens lat sich die NEwToNsche Niherung Ug, = — ume 
die auf (25) fiihrt, nicht mehr anwenden. AuBerdem gentigen in sehr kleinalf 
Abstanden, bei denen die Felder sehr groB sind, die in der allgemeinen Rell} 
tivititstheorie gewohnlich benutzten Gravitationsgleichungen nicht mebify 
Aus diesen Griinden hoffte man seinerzeit, bald nach der Schaffung d# 


| 
| 


\ 


1) Mit anderen Worten: Man kann GaLiLeische Koordinaten und die in diesen Koordira 
ten giiltige spezielle Relativititsthcorie oder bei kleinen Geschwindigkeiten die er 
sprechende nichtrelativistische Theorie benutzen. Dies gilt auch fiir das Quantengebiii 
wo die Raum-Zeit bei der Anwendung auf Atome und Kerne als GALILEIsch betracht# 
werden kann. Wir bemerken aber, da bei der Analyse von Gedankenexperimenten, «ff 
bei der Diskussion der Grundlagen der nichtrelativistischen Quantenmechanik ned i 


gezogen werden, gleichwohl Fille vorkommen, in denen man die Anderung des Ganges vill 
Uhren im Schwerefeld beriicksichtigen muB (37) 
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griindet durch eine Arbeit EINSTEINS aus dem Jahre 1919 [s. (38)], ent- 
kelte sich so eine ganze Richtung in der theoretischen Physik, die man 
wohnlich durch das Schlagwort ,,einheitliche Feldtheorie“ kennzeichnet’). 
s heute haben sich auf diesem Wege aber noch keine Ergebnisse von un- 
ttelbar physikalischer Bedeutung erzielen lassen (wir meinen hier neu- 
ige Schlu8folgerungen, die vom Experiment bestitigt werden, oder die 
#klarung irgendwelcher unbekannter Tatsachen, nicht aber die Hoffnungen 
d Erwartungen, deren Anzahl sehr groB ist). Wir wollen uns daher hier mit 
MmeinheitlichenFeldtheorien nicht naher beschaftigen,obwohl einige von ihnen 
h durch groBe mathematische Eleganz auszeichnen und beschrénken uns 
if entsprechende Literaturhinweise [s. (1), Kapitel V; (2), Teil III; (29), An- 
ong II, und (40)]. Man kann annehmen, da8 die MiBerfolge der einheitlichen 
‘ldtheorien nicht zufallig sind, sondern damit zusammenhangen, da man 
diesen Theorien das Problem der Elementarteilchen ganz ohne Heran- 
shung von Quantenvorstellungen oder jedenfalls auf klassischer Grundlage 
» lésen versucht. 

anteneffekte machen sich aber schon bei Absténden der GroéBenordnung 
.¢ = 3,85 - 10-1 cm fir das Elektron und h/m,c = 2,1 - 10-4 cm fir das 
oton und das Neutron bemerkbar, d.h. in Abstaénden, die wesentlich 
*oBer sind als die klassischen elektromagnetischen Radien dieser Teilchen, 
nz zu schweigen von ihren Gravitationsradien. Es ist deshalb sehr wahr- 
heinlich, da& das Problem der Elementarteilchen nur in einer Quanten- 
eorie zu lésen sein wird, nicht aber auf Grund einer ‘klassischen (nicht- 
antenhaften) Feldtheorie. 

es alles bedeutet jedoch nicht, daB eine Beriicksichtigung von Gravitations- 
ekten in der Theorie der Elementarteilchen immer unwesentlich sein muB, 
nn man kann diese Effekte auch inder Quantenfeldtheorie behandeln.Zudem 
ot es in der Quantentheorie des Elektrons und der Quantenelektrodynamik 
gar noch triftigere Griinde zur Heranziehung von Gravitationseffekten als 
der klassischen Theorie. In der klassischen Elektrodynamik ist nimlich die 
Ibstenergie einer geladenen Kugel mit dem Radius r, (,,klassisches Modell“ 
ts Elektrons) von der GréBenordnung e?/r,; wenn die Masse des Elektrons 
in elektromagnetisch ist, ergibt sich e?/r, = m,c?, woraus der Ausdruck fir 
‘n ,,klassischen Radius‘ des Elektrons r, = e?/(m,c?) folgt. In der Quanten- 
dtheorie gibt es Effekte wie die Vakuumpolarisation und die Nullpunkt- 
th wingungen des Feldes, auf Grund deren die elektromagnetische Selbst- 
sergie des Elektrons von der GréBenordnung m,c? -e?/he -In h/m,cr, wird, 
Dbei A — 1,05 - 10-27 die PLANCKsche Heouenito (dividiert durch 2 z) ane 
ider ,, Quantenradius* des Elektrons ist [naheres siehe etwa in (41)]. Setzt 
jan diese Selbstenergie gleich der Ruhenergie m,c?, so erhailt man fir 7 


i'n Ausdruck Pe 


Penge esl OF orn, (26) 


aser Art zwei Felder auftreten (Gravitations- und elektromagnetisches Feld), die man 
iglichst eng zu verkniipfen bemitht ist, wobei man sie gewdhnlich als einheitliches 


= Der Ausdruck ,,einheitliche Feldtheorie’’ hingt damit zusammen, da in Theorien 
pld mit einer entsprechenden Anzahl von Komponenten zusammenfaBt. 
. 
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Da r, sehr viel kleiner als der Gravitationsradius 0, ~ 105° cm ist, sieh 
man leicht ein, daB alle Betrachtungen, die ohne Beriicksichtigung des Grav? 
tationsfeldes gefiihrt werden, nicht stimmen kénnen; man kénnte dara 
schlieBen, die Gravitation sei wesentlich fiir die Theorie des Elektrons [s. in 
besondere (42, 43)]. Diese SchluBfolgerung ist aber nicht ganz sicher, deni 
das Elektron steht nicht nur mit dem elektromagnetischen und dem Gray N 
tationsfeld, sondern auch mit den Mesonfeldern in Wechselwirkung. Di 
Wechselwirkung mit dem Mesonfeld ist wesentlich starker als die Grav 
tationswechselwirkung, so daB die Gravitationseffekte anscheinend wiedd 
unwesentlich werden [s. z. B. (44)]. Andererseits ist nicht ausgeschlosser 
wenn auch sehr wenig wahrscheinlich, daB die Meson-Effekte sich irgendw) 
kompensieren oder bei der Berechnung der Selbstenergie ,,unwirksam“ sina 
so da sie wieder der Gravitationswirkung Platz machen. 
Wenn auch nicht die Gravitation selbst, so sind doch die Methoden und dé 
Apparat der allgemeinen Relativitatstheorie noch in einer anderen Hinsic 
fiir die Theorie der Elementarteilchen von Interesse. Heute setzt sich imme 
mehr die Ansicht durch, daB die Lésung der Grundprobleme der Theorie dd 
Elementarteilchen, die Hauptaufgabe der theoretischen Physik, eine gruna 
satzliche Revision unserer Raum-Zeit-Vorstellungen im Gebiet mikroskopy 
scher Ma8stabe von der GroBenordnung | ~ h/(mzc) ~ 10-4em u 
t ~I/c ~ 10-7? sec erforderlich macht. Eine solche Problemstellung lieg 
nahe, da man bis heute im Gebiet der Mikroeffekte standig Raum-Zeit-Vo 
stellungen, Begriffe und Modelle benutzt, die aus der Makrophysik entno 
men sind, jedoch beim Ubergang zu diesen ganz anderen MaBstaben d 
Wirklichkeit nicht angemessen zu sein brauchen. Auf welchem Wege hier di 
Entwicklung weitergehen wird, ist véllig unklar, aber es ist méglich, daB sic 
mit Hilfe entsprechend verallgemeinerter Methoden der allgemeinen Relat 
vitatstheorie hier Erfolge ergeben werden, da die Raum- Zeit-Vorstellunge 
in dieser Theorie von allen bisher bekannten am inhaltsreichsten sind !). 
Die allgemeine Relativitatstheorie besitzt also, geniigend allgemein versta’ 
den, einen Zusammenhang mit den modernen Untersuchungen iiber die El 
mentarteilchen; nur die Zukunft kann aber lehren, wie weitreichend uné 
wesentlich dieser Zusammenhang ist. 
Ganz anders liegen die Dinge in der Astronomie und besonders in der Kew! 
mologie, wo die tiberragende Rolle der allgemeinen Relativitatstheorie nied 
mehr anzuzweifeln ist. Dies beruht natiirlich einfach darauf, da8 im Weltel 
die Gravitationskrafte die tiberwiegende Rolle spielen. Zwar sind innerhad 
des Sonnensystems und auf den Fixsternen die Schwerefelder immer noel 
schwach [vergleiche die Bedingung (2)], so daB die relativistischen EffekiA 
zwar merklich, aber verhiltnismafig klein sind (selbst an der Oberfliche dit 
weiBen Zwerges Sirius B ist |p|/c2 ~ 10-4)2). Bei der Betrachtung groBil 


*) Siehe in diesem Zusammenhang z. B. (45). 
*) Eine Ausnahme bilden die ,,Neutronenkerne“ (die aus Neutronen bestehenden Zentri 
gebiete der Sterne), die in bestimmten Sternmodellen auftreten und einen so geringil 
Radius haben, da das Gravitationsfeld stark wird und im allgemeinen die Betrachtung/t 
auf Grund der allgemeinen Relativititstheorie durchgefiihrt werden miissen (46). Ill 
Frage, ob es Neutronenkerne in existierenden Sternen wirklich gibt, ist noch ungeklait 
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tebiete des Weltalls aindert sich aber die Situation. Mit Hilfe des groSten 
eutigen Teleskops (Spiegeldurchmesser 5 m) erhalt man unabhingige Aus- 
iinfte iiber Gebiete, die von uns etwa 2 - 10° Lichtjahre entfernt sind, und 
ie Méglichkeit, die Rotverschiebung in den Spektren auBergalaktischer 
spiralhebel (s. unten) bis zu Entfernungen von etwa 10° Lichtjahren oder 
027cm zu untersuchen. Ferner ist die mittlere Materiedichte fw) in Ge- 
ieten, die zahlreiche Nebel enthalten, nach den vorhandenen Daten im 
anzen unserer Beobachtung zuginglichen Teil des Weltalls ungefahr gleich), 
nd zwar ist 4 ~ 10-28 — 10-*° g/em*. Daraus ergibt sich, daB man schon 
anerhalb des unserer Beobachtung heute zuganglichen Raumgebietes die 
gemeine Relativitatstheorie anwenden mu8, da fiir dieses Gebiet mit 
einem Radius R ~ 2 - 10??cm und der darin herrschenden Dichte py ~ 5 
10-22 g/em? der Gravitationsradius 9 = «M/c? ~ 4x) R3/c? ~ 107° cm 
ait dem Radius R des Gebietes vergleichbar wird und daher das Gravitations- 
eld nicht mehr schwach ist. 

3ei der Analyse kosmologischer Probleme, also der Fragen nach dem Bau der 
Welt im groBen, mu8 man also die allgemeine Relativitatstheorie heran- 
iehen. 

Vir haben hier leider nicht die Méglichkeit, auch nur die Anfangsgriinde der 
elativistischen Kosmologie auseinanderzusetzen?) und beschranken uns des- 
alb auf einige Bemerkungen. Neben der homogenen Verteilung der mitt- 
eren Massendichte im Weltall (s. oben) ist die wichtigste experimentelle 
atsache der Kosmologie die Rotverschiebung der Spektrallinien der auBer- 
‘alaktischen Nebel, die proportional der Entfernung des Nebels ist (HUBBLE- 
ches Gesetz, 1929): 

Ah Aes Vere, 


r. (27) 


A \o Cc Cc 


Dabei sind 1, bzw. Adie Wellenlangen einer Spektrallinie einer irdischen Quelle 
ozw. im Spektrum des Nebels; ver; ist die Effektivgeschwindigkeit des Nebels 
die Radialgeschwindigkeit, die er haben miifte, wenn die Verschiebung der 
Uinie lediglich auf einem Doppler-Effekt beruhte), r die Entfernung des 
Nebels von der Erde und H die HuBBLEsche Konstante. Nach den gegen- 
wartigen Daten ist (50) H = 6,47-10-®sec™1, also 1/H = 4,9- 10° Jahre 
oder nach (51) 1/H = 5,4-10° Jahre mit einer Genauigkeit von + 20% 
inoch vor einigen Jahren gab man einen 2—3mal kleineren Wert fiir 1/H 
an; das beruhte auf einer falschen Bestimmung der Entfernung der Nebel). 


\) Die Behauptung, daB die mittlere Dichte der Materie im ganzen Weltall gleich ist, 
dezeichnet man manchmal als ,,kosmologisches Prinzip“. 

') Die Anwendung der allgemeinen Relativitatstheorie auf kosmologische Probleme 
yurde von EINSTEIN (47) selbst begonnen und dann von einer ganzen Reihe von Autoren 
yortgesetzt: Die wesentlichsten Ergebnisse hat hierbei FRIEDMAN (48) erhalten. Die 
Bedeutung der Arbeiten FRIEDMANS ergibt sich schon daraus, dafi EINSTEIN fast alles, 
was er in seinem Buch (39) iiber relativistische Kosmologie sagt, als ,, nichts anderes als 
pine Darlegung der FRIEDMANschen Ideen“ bezeichnet. In die relativistische Kosmo- 
sogie fiihren folgende Werke ein: (39) Anhang I; (3), §§ 102—105; (24, 49, 50). 
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Die kosmologische Rotverschiebung ist bis in Abstande von etwa 10° Licht 
jahren gemessen worden; dort entspricht sie der riesigen Geschwindigkeit 


Verp ~ 6 - 10° cm/sec = c/5. | 
Man hat haufig versucht, diese Rotverschiebung durch irgendwelche Prozessé 
zu erklaren, denen das Licht auf seinem Wege vom Nebel zur Erde unter 
worfen ist (,,Alterung’‘ der Photonen). Alle diese Versuche blieben aber er, 
gebnislos, und man kann wohl sagen, da die kosmologische Rotverschiebung, 
durch keinen in der Physik bekannten Effekt erklairt werden kann, der bes 
der Lichtausbreitung auftritt. Es ist also sehr wahrscheinlich, dai die Rot+ 
verschiebung auf einem Doppler-Effekt beruht und auf eine reale ,,Flucht*‘' 
der Spiralnebel hinweist!). Daraus ergibt sich, daB das von uns tiberschaubare 
Gebiet des Weltalls sich in einem ausgesprochen nichtstationéren Zustand 
befindet, und da8 vor etwa 5 Milliarden Jahren, als die Nebel noch nicht ,,aus 
einanderflohen“, die physikalischen Bedingungen in diesem Teil wesentlich 
verschieden von den heute herrschenden waren. Diese SchluBfolgerung wider 
spricht nicht unseren Kenntnissen tiber das Sonnensystem, denn dessen Alter 
ist nicht hoher als 2—5 Milliarden Jahre [beispielsweise betragt das Alter der 
Meteoriten 2—4 Milliarden Jahre (56)]. Der Umstand, da in der Vergangen- 
heit von den heutigen wesentlich abweichende physikalische Bedingunger! 
herrschten, erlaubt einen Zugang zum Problem der Bildung der Elemente 
und zu verstehen, warum es heute noch natiirlich radioaktive Substanzer 
gibt, obwohl ihre Lebensdauer einige Milliarden Jahre gewéhnlich nicht iiber4 
schreitet (fir Uran betragt die Halbwertszeit 7’ = 4,5 - 10° Jahre). Zwar gibt 
es Versuche, die Entstehung der Elemente ohne Heranziehung der Kosmologia 
zu erklaren, doch kann dieses Problem hier nicht diskutiert werden, um so 
mehr, als unsere Ausfiihrungen nur den Sinn haben, auf das Vorhandenseir 
von Tatsachen und Argumenten hinzuweisen, die uberzeugend fiir die Hypo 
these der Nichtstationaritat des bekannten Teils des Weltalls sprechen. Eine 
weitere Priifung dieser Annahme ist natiirlich notwendig und wird auch durch? 
gefihrt, aber es ist véllig falsch, sie aus irgendwelchen Uberlegungen a prior!) 
oder mit der Begriindung abzulehnen, da® die nichtstationdre Kosmologid) 
bisweilen fiir fideistische SchluBfolgerungen benutzt wird, die nichts mi) 


folgerungen herangezogen werden, ist genau so unvernitinftig, wie etwa did! 
Quantenmechanik abzulehnen, weil aus ihr » SchluBfolgerungen‘’ tibez 


eer usw. gezogen wurden, die zu ihr selbst gar keine Beziehung| 
aben. 


; } 
*) Die Annahme, dafs die kosmologische Rotverschiebung wirklich ein Doppler-Effekt ist 
1i8t eine experimentelle Priifung zu (50,52, 53); eine solche beruht vor allem auf der Fest) 
stellung von Abweichungen von derlinearen Beziehung (27) sowie auf Anderungen de¢, 
Dauer verschiedener Prozesse in entfernten Nebeln (etwa Anderung der Schwingungszeii/) 
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in groBer Erfolg der allgemeinen Relativitatstheorie ist im Lichte des eben 
Erliuterten folgender Umstand. Betrachtet man einen gleichférmig mit 
“Materie gefiillten Raum, so werden die Lésungen der Gleichungen der all- 
jemeinen Relativitatstheorie, ohne daB diese irgendwie abgedndert werden 
auBten, automatisch nichtstationir und stehen im Einklang mit den Beob- 
tchtungen (bei der Deutung der kosmologischen Rotverschiebung als 
+ Flucht‘ der Spiralnebel) +). 

Us ist verstindlich, da diese Tatsache der relativistischen Kosmologie eine 

esondere Bedeutung verleiht. 

n der Kosmologie wird also die allgemeine Relativitatstheorie nicht nur um- 
jassend angewendet, sondern hat auch schon zu einem groBen Erfolg gefiihrt, 
bwohl auf diesem Gebiet bisher wohl nur die ersten Schritte gemacht 
svorden sind. Man wird kaum daran zweifeln, daB ein weiterer Fortschritt nur 


INSTEINS, die in der Physik einen ae Wandel hervorgerufen 
1aben. Das wurde schon friih anerkannt; zum Beispiel nannte MAx PLANCK 
schon im Jahre 1910 EINSTEIN den ,,Kopernikus des 20. Jahrhunderts“. 

“ine weitere Eigentiimlichkeit ist die Breite und Vielfalt seiner Interessen- 
febiete, die nahezu gleichzeitige Arbeit auf vielen Gebieten der Physik. 
\llein im Jahre 1905 beispielsweise erschienen die spezielle Relativitats- 
theorie, die Lichtquantenhypothese und die Theorie der BRowNschen Be- 
vegung. Ein anderes Beispiel: Im Jahre 1907 schuf EINSTEIN die erste 
Quantentheorie der spezifischen Warme fester Koérper, beschaftigte sich mit 
‘er Theorie der BRowNschen Bewegung und begann die allgemeine Relativi- 
aitstheorie zu entwickeln. Neben den allgemein bekannten Arbeiten iiber 
3 elativititstheorie, Quantentheorie und Theorie der BROwNschen Bewegung 
iat EINSTEIN eine Theorie der Lichtstreuung in Flissigkeiten und die Grund- 
agen der Theorie der Schalldispersion in Gasen ausgearbeitet und Gedanken 
ber gyromagnetische Effekte und eine ganze Reihe weiterer Probleme ent- 


‘Dine dritte Eigenart ist die auBergewohnliche Geschlossenheit aller Arbeiten 
“SINSTEIN s. Es gibt in der Geschichte der Physik nicht wenige Beispiele da- 


) Ausfiihrlicheres und Genaueres hieriiber findet man in der angegebenen Literatur, 
esonders in (3), §§ 102—105, wo einiges tiber die Méglichkeiten eines Vergleichs der 
ichtstationéren Losungen, von denen die Rede war, mit der Realitiét gesagt wird. 
s nichtstationéren Lésungen (zuerst von FRIEDMAN gefunden) enthalten singuliire 
Seg die dem Beginn der Ausdehnung entsprechen und in denen die Energiedichte 
endlich ist. Dieser ‘Umstand hat EKinwande verschiedener Art hervorgerufen; nach An- 
ficht EINSTEINS selbst [s. (39), Anhang I] zeugt er nur von der boschotiaktawAnverl, 
-arkeit der Gleichungen der allgemeinen Relativititstheorie fir sehr groBe Energic- 
fichten (auch quantentheoretische Betrachtungen weisen darauf hin). Es besteht also 
‘ein Grund, diese Singularititen zum Anlaf zu nehmen, um die Anwendbarkeit relativi- 
‘tisch-kosmologischer Lésungen auf Gebiete mit hoher, aber endlicher Energiedichte, 
‘rie sie in Wirklichkeit auch nur vorliegen, zu negieren. 
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fiir, da® der Inhalt groBer wissenschaftlicher Entdeckungen von ihrem 1 
heber nicht in ihrem ganzen Umfang begriffen wurde, da8 sehr wichtige neue 
Ergebnisse anfangs nur unvollstandig verstanden wurden. Als Veranschau-+t 
lichung aus jiingerer Zeit weisen wir auf die ersten Arbeiten von DE BROGLIE, 
HEISENBERG und SCHRODINGER iiber die Quantenmechanik hin (beispiels 
weise blieb auch in den Arbeiten SCHRODINGERS, die von den genannten am 
klarsten sind, der Sinn der Y-Funktion offen, fiir die SCHRODINGER seine 
Wellengleichung aufstellte). Anders bei den -Arbeiten EINSTEINS: Jn seiner 
Arbeit iiber die spezielle Relativitatstheorie (25) wurde diese Theorie sofort 
in ihrer endgiiltigen Form dargelegt; in der Arbeit ist alles richtig, und wenri 
man sie 50 Jahre nach ihrer Verdffentlichung liest, so sieht man, daB sid 
auch heute noch die beste Einfiihrung in die Relativitatstheorie ist, man siehtt 
wie wenig die spiteren Untersuchungen in dieser Richtung hinzugebracht haben 
Die Abgeschlossenheit und der klassische Stil der Darlegung zeichnen auch 
die meisten iibrigen Arbeiten EINSTEINS aus, obwohl natiirlich auch er sich 
gelegentlich geirrt und falsche Wege beschritten hat, wie er selbst mehrfach 
hervorhebt [s. z. B. (57), Seite 285]. Was wir vorhin sagten, gilt im vollen 
MaBe auch fiir die allgemeine Relativitatstheorie. In seiner Arbeit aus de: 
Jahre 1916 [s. (5)] hat EINSTEIN diese Theorie fast genau so vorgetragen, Wie 
sie noch heute in den meisten Lehrbiichern dargestellt wird. Obwohl 40 Jahre 
verstrichen sind, hat sich in dieser Arbeit fast nichts geandert, und die Zu 
siitze, die man machen kénnte, haben sehr geringes spezifisches Gewicht (wi 
wollen ganz davon absehen, daB diese ,,Zusatze“‘ zur Theorie in der Haupt/ 
sache auf EINSTEIN selbst zurtickgehen)?). 

Wir wollen hier noch eine weitere Bemerkung machen. 
Der wichtigste physikalische Satz in der allgemeinen Relativitatstheorie 1s 
das ,,Aquivalenzprinzip‘‘, das sich auf die experimentell gesicherte Gleichhei 
von trager und schwerer Masse stiitzt, und das zur Beschreibung des Gray 
tationsfeldes durch einen metrischen Tensor g;, gefiihrt hat. Indessen has 
beim Aufbau der Theorie noch eine andere Behauptung eine sehr groBe Roll. 
gespielt, die in erster Linie methodischen und heuristischen Charakter tragt 
namlich das ,,Prinzip der allgemeinen Kovarianz‘‘ oder das ,,allgemeine Relas 
tivitatsprinzip’‘, wie EINSTEIN es hiufig nennt*). Die fiir das Prinzip dee 


") Die Zusitze, von denen wir reden, bestehen in der Hauptsache in einigen Begriffi 
klarungen (58, 59) und in der Untersuchung des Problems der Gravitationswellen (66) 
sowie der Ableitung der Bewegungsgleichungen aus den Feldgleichungen (s. weiter obent 
Bei der Anwendung der allgemcinen Relativititstheorie auf die Kosmologie und dea 
Versuchen zum Aufbau einer einheitlichen Feldtheorie muB man wohl eher von neuedl 
Richtungen als von Ergiinzungen zur Theorie reden. Wie schon mehrmals betont, ha 
sich die einheitliche Feldtheorie, mit der sich EINSTEIN in seinen letzten Lebensjahred 
vorwiegend beschiaftigte, nicht als fruchtbar erwiesen. 
*) In der Arbeit aus dem Jahr 1916 wird dieses Prinzip folgendermafen formuliert (5! 
, Die Gesetze der Physik miissen so beschaffen sein, daB sie in bezug auf beliebig bewegy 
Bezugssysteme gelten‘‘. In der gleichen Arbeit und auch in weiteren wird dieser Sa 
gewohnlich in Form der weitergehenden Forderung angewandt, daf ,,die Gesetze dif 
Physik kovariant gegeniiber beliebigen, stetigen Koordinatentransformationen seifl 
miissen’*. Dieses Prinzip der allgemeinen Kovarianz bezeichnet EINSTEIN auch als a) | 
gemeines Relativitatsprinzip, und zwar, wie uns scheint, hauptsachlich deshalb, well 
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gemeinen Kovarianz benutzte zweite Bezeichnung hat zur Folge gehabt, 
ida die Theorie des Gravitationsfeldes, die die spezielle Relativitatstheorie 
nd das Aquivalenzprinzip zur Grundlage hat, als allgemeine Relativitats- 
‘theorie bezeichnet wurde. In seiner Arbeit aus dem Jahre 1916 (5) hat E1n- 
STEIN vielleicht die Bedeutung des Prinzips der allgemeinen Kovarianz etwas 
wiberschatzt und jedenfalls nicht hervorgehoben, da8 dieses Prinzip eigentlich 
ein physikalisches ist. Sehr bald danach hat er aber in einer Antwort auf 
feinige kritische Bemerkungen (61) durchaus der Meinung beigepflichtet, daB 
das Prinzip der allgemeinen Kovarianz im wesentlichen heuristische Bedeu- 
ung hat (59). Erst die Verkniipfung des Prinzips der allgemeinen Kovarianz 
‘mit dem Aquivalenzprinzip, kraft dessen das Gravitationsfeld nur durch die 
roBen g;, beschrieben wird, ist der Schliissel zum Aufbau der Feldgleichun- 
Ben der Gravitation. So aber verfuhr EINSTEIN auch tatsachlich, so daB die 
weitere Diskussion der Grundlagen der allgemeinen Relativitatstheorie im 
ganzen nur zu einer Prazisierung einiger Begriffe und Formulierungen fihrte 

die nur von sekundarer Bedeutung ‘waren, nicht aber zu einer Anderung 
wesentlicher Sachverhalte’). 

Zweifellos wird EINSTEINS allgemeine Relativitatstheorie die Jahrhunderte 
vals eine der groBten Taten des Menschengeistes tiberdauern. 


SchluB 


Man kann die Ergebnisse der experimentellen Priifung der allgemeinen Rela- 
sivitatstheorie folgendermaBen zusammenfassen (die kosmologischen Fragen 
bergehen wir hier; vergleiche § 4). 
Die Daten iiber die Perihelbewegung des Merkur stehen in ausgezeichneter 
uantitativer Ubereinstimmung mit der Theorie (s. Tabelle I). Im Fall der 
anderen Planeten ist der relativistische Effekt so klein, daB er fiir die Priifung 
er Theorie kaum Bedeutung hat (am Beispiel der Erde sieht man allerdings, 
as spezielle Relativitatsprinzip von ihm ahnlich formuliert wurde [beispielsweise 
jwird in (5) das spezielle Relativitatsprinzip oder -postulat folgendermaBen formuliert: 
,Wird ein Koordinatensystem K so gewahlt, da in bezug auf dasselbe die physikalischen 
“zesetze in ihrer einfachsten Form gelten, so gelten dieselben Gesetze auch in bezug aut 
»edes andere Koordinatensystem K’, das relativ zu K in gleichférmiger Translationsbe- 
wegung begriffen ist‘‘]. 
|) Wie aus dem oben Gesagten hervorgeht, kann der Verfasser der Ansicht W. A. Focks 
aicht beipflichten, der davon spricht, daB ,,Die Gravitationstheorie von ihrem Urheber 
balsch verstanden wurde“ (62). AuBerdem ist es natiirlich bei einer modernen Darstel- 
sung der Relativitaétstheorie durchaus nicht verbindlich, sich in jeder Hinsicht an E1n- 
bTEINs Darstellung zu halten, und einige Darstellungen der Theorie beleuchten diese 
natirlich von einer etwas anderen Seite oder sogar wesentlich anders, als dies in einigen 
'riheren Arbeiten EINSTEINS geschehen ist, 
tu den letztgenannten Begriffen gehort das ,,Relativititsprinzip der Triigheit‘’ oder 
das »,Macusche Prinzip‘‘, dem EINSTEIN seinerzeit groBe Bedeutung beimaf (nach die- 
vem Prinzip soll das Feld der gj; vollstindig durch die Materie bestimmt sein) (47, 59). 
Die benutzten Gleichungen fiir das Gravitationsfeld geniigen diesem Prinzip nicht, und 
wie EINSTEIN spiater selbst hervorhob [s. z. B. (39), Anhang I] besteht zur Zeit kein 
\jrund, diese Gleichungen im Sinne des Relativitatsprinzips der Tragheit abzuindern, 
xegen das man ibrigens auch sonst einiges einwenden kann. 
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daB auch hier gewisse Méglichkeiten bestehen). Andererseits muB die Perihel- ; 
bewegung bei den kiinstlichen Erdsatelliten: sehr groB sein (s. Tabelle II). , 
In diesem Fall ist auBerdem grundsitzlich die Beobachtung eines weiteren | 
relativistischen Effektes, namlich des Einflusses der Erdrotation auf die} 
Satellitenbewegung, méglich. | 
Die vorhandenen Daten tiber die Verschiebung der Spektrallinien im Schwere- . 
feld sprechen fiir die Existenz dieses Effekts. Infolge einer Reihe erschweren- - 
der Umstiinde reicht aber das vorhandene astrophysikalische Material fir eine } 
zuverlassige quantitative Priifung der theoretischen Voraussagen noch nicht ; 
aus. Neben den Fortschritten, die weitere astrophysikalische Untersuchungen | 
auf diesem Gebiet bringen kénnen, sind hier auch von der Anwendung radio- - 
physikalischer Methoden sowie von der Beobachtung kinstlicher Erdsatelliten 
Erfolge zu erhoffen. 

Beobachtungen wahrend totaler Sonnenfinsternisse haben die Existenz einer ° 
Ablenkung der Lichtstrahlen am Sonnenrand gezeigt, wobei die Voraussagen 1) 
der Theorie innerhalb der erreichten experimentellen.Genauigkeit (etwa 10%) 
bestatigt wurden. 

Die allgemeinen Relativitatstheorie hat also im ganzen der experimentellen 
Priifung gut standgehalten, und es gibt z. Z. keinen Grund, an ihrer Giiltig- 
keit bei der Anwendung auf entsprechende Erscheinungen zu zweifeln. 


Ubersetzt von H. VOGEL: 
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vharakteristische Energieverluste von Elektronen im Festkérper 


Von H. FRIEDMANN 


Einleitung 


fer Franck-Hertzsche StoBversuch hat uns gezeigt, daB bevorzugte Energie- 
etluste an Elektronen auftreten, die an Gasatomen inelastisch gestreut 
jerden. Mehrfache scharfe Energieverluste von 14,7 eV an Elektronen, die 
‘ne diinne Al-Folie durchdrangen, hat erstmals RUTHEMANN 1941 be- 
»achtet. Wahrend die Energieverluste an Gasen rasch an Hand der optischen 
pektren mit dem Termschema der Atome in Einklang zu bringen waren, 
shite wegen der grofen experimentellen Schwierigkeiten im Gebiet der 
jeichen Réntgenstrahlen bei den Energieverlusten im Festkérper lange eine 
atsprechend gute Vergleichsméglichkeit (1). Dazu sind im Festkorper viel 
pmpliziertere Verhiltnisse fir eine Wechselwirkung des Primirelektrons 
Ht der Umgebung zu erwarten (2). Heute sind noch keine sicheren Aussagen 
ser den Mechanismus bei der unelastischen Streuung von Elektronen im 
*stkorper méglich. Neben dem Versuch, die beobachteten Erscheinungen 
) vollstandiger Analogie zum Franck-Hertzschen StoBversuch zu deuten 
SETHE-BLOCH-SLATER), gibt es u. a. die Méglichkeit, eine Vielfachwechsel- 
tkung mit dem Elektronengas des Festkérpers iiber den langreichweitigen 
oil der Coulombkraft zur Deutung heranzuziehen (Plasma-Theorie von 
‘NES und Boum). Es ist schwer, neben den zum Teil vollstandig aquiva- 
inten theoretischen Aussagen iiber die Beobachtungen fiir bestimmte 
neorien charakteristische und klar beobachtbare Effekte anzugeben (3). 
ineben erschweren oft scheinbar widerspruchsvolle Messungen die Deutung. 
e Beobachtung, daB in der gestreuten Strahlung fiir den Streuer charak- 
cistische Energieverluste bevorzugt auftreten und daB diese Verlustwerte 
sitgehend unabhangig von der Primarenergie sind, wurde in einer groBen 
hl von Arbeiten fiir alle untersuchten Stoffe bestatigt. Ein Uberblick tiber 
> bisher festgestellten Energieverluste zeigt, daB es einige fiir diese Werte 
ichtige Versuchsparameter gibt, die den Vergleich zwischen Werten ver- 
niedener Autoren am gleichen Material erschweren, da sie nicht aus den 
_beiten zu entnehmen sind. Die Unterschiede in den MeBergebnissen liegen 
/mlich oft weit auBerhalb der angegebenen MeBgenauigkeit. Oft stimmen In- 
sitét und Halbwertsbreite der beobachteten Linien bei verschiedenen 
\toren nicht tberein. Es erscheint daher notwendig, die Versuchsbedingun- 
 sorgfaltiger zu beachten. 
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Die experimentellen Methoden 


ersten exakten und systematischen Untersuchungen anstellte. Schon er sa. 
sich vor die beiden wesentlichen experimentellen Schwierigkeiten gestelltt 
die bei der Beobachtung der charakteristischen Energieverluste an Festkért 
pern auftreten, die Frage nach der Praparation der zu untersuchenden Sub) 
stanz einschlieBlich der einzuhaltenden Reinheitsbedingungen und die Err 
reichung eines hohen spektralen Auflosungsvermogens des Elektronent: 
spektrographen. In seiner Apparatur, die im wesentlichen unverandert 
fiir die Arbeiten von TURNBULL und FARNSWORTH sowie REICHERTZ una 
FARNSWORTH als Vorbild diente (5), werden Elektronen mit einer Energi: 
zwischen 40—300 eV (in einigen Fallen bis 900 eV) an einer diinnen Schichi 
reflektiert, die er im Vakuum des Spektrographen direkt auf eine Metalll) 
platte aufgedampft hatte. Die Elektronen treten unmittelbar hinter dee 
Platte durch einen feinen Beleuchtungsspalt in ein homogenes Magnetfele 
ein und werden nach Durchlaufen eines Halbkreises auf einen Analysaton 
spalt fokussiert. Hinter diesem Spalt ist ein Faraday-Kafig mit einem empfinde 
lichen Elektrometer bzw. einer Elektrometerréhre verbunden aufgestell 
Von einem Punkt im homogenen Magnetfeld ausgehende Elektronenstrahles 
gleicher Geschwindigkeit werden bekanntlich in erster Naherung nach 18( 
in der Ebene senkrecht zum Feld wieder auf einen Punkt abgebildet. Die Ga 
schwindigkeit der zur Messung gelangenden Elektronen wird durch ein gena 
mefbares Zusatzpotential festgelegt, das der Primarspannung tiberlager 
wird. Die Feldstirke des Magneten ist dabei so eingestellt, daB ohne Zusat= 
potential nur elastisch gestreute Elektronen gemessen werden. Die Verschi« 
bung des Bildpunktes bei Strahlen verschiedener Geschwindigkeit ist dex 
relativen Geschwindigkeitsunterschied und dem Bahnradius proportiona 
RUDBERG gibt zu einem Bahnradius von 2,5 cm eine apparative Linienbreié 
von 8-10-%eV bei 200 eV Elektronen an, d.h. einer Energiedifferenz vca 
8 -10-% eV entspricht die Breite des Beleuchtungs- und Analysatorspalted 
Die Abbildungsfehler werden dabei von RUDBERG vernachlissigt Das Au# 
lésungsvermégen (Trennung zweier Linien) war durch die thermische Energi# 
breite der verwendeten Gliihelektronen aus dem Wolframfaden auf etwa 0,8 eW 
begrenzt. Tatsichlich weisen viele der Spektrogramme an der Stelle dif 
elastisch gestreuten Elektronen eine von der Maxwellverteilung. her bi} 
kannte Unsymmetrie in der Kurvenform auf. Die Halbwertsbreite der bts 
obachteten Maxima erscheint um die Halbwertsbreite der elastisch gestreutel 
Elektronen, hier also um 0,8 eV, vergréRert, die Lage des Maximums ve 


schiebt sich je nach der Form des elastischen und unelastischen Teils dat 
Streukurve um Werte bis zu einigen Zehntel Volt. Bei der hier verwendetil 
Methode des punktweise Ausmessens der Streukurve begrenzen zeitlion 
Anderungen des Stroms, der Primirenergie und des Magnetfeldes sowie fl 
auftretende Aufladungserscheinungen die apparative Empfindlichkeit da 
Fixierung scharfer charakteristischer Verluste auf etwa 1/,, eV, die Maxwed 


verteilung der Glihelektronen wird dabei noch gut reproduziert. Bei flac a 
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faxima wird die Empfindlichkeit durch die begrenzte Genauigkeit der Re- 
strierung weiter herabgedriickt. 

jie gesamte handliche Apparatur konnte bis 400° C, die verwendeten 
Jchichten bis 1500° C ausgeheizt werden. Das Endvakuum bestimmte RuD- 
JERG in den meisten Fallen mit einem Ionisationsmanometer, er erreichte 
Verte bis unter 10-7 Torr, FARNSWORTH bis unter 5 - 10-§ Torr. Der hohe 
jad an Reinheit der Priparatflachen wurde in keiner der folgenden Arbeiten 
/ ieder erreicht, oder besser gesagt, angestrebt. 


Die verschirfte Halbkreismethode 


esentliche Fortschritte in der Beobachtung charakteristischer Verluste 
aachte RUTHEMANN 1941—48 durch die Verwendung von Elektronen mit 


iner Primiirenergie von etwa 6 keV (6). 
liga . 
/ Ap \ 


in Elektronen fest, die eine diinne 
\luminiumfolie durchdrangen. Da die 
freie Weglainge der charakteristisch 
xestreuten Elektronen mit sinkender 
imarenergie abnimmt, sind Messungen 
inzelner Streuakte in Durchstrahlung 
tuch beiVerwendung diinnster Schichten 
nicht mit Elektronen von wesentlich 
xleinerer Energie méglich. Das not- 
wendige hohe Auflésungsvermogen er- 
eichte er durch einen gegeniiber RUD- 
BERG 7mal gréBeren Bahnradius von 
17,5 cm und durch die mindestens teil- 
sveise Korrektur der Bildfehler zwei- 
ser Ordnung (Offnungsfehler) in der 
werscharften Halbkreismethode (Bild 1). Zwei koaxiale stromdurch- 
sflossene Spulen erzeugen in der Mitte des entstehenden Ringgebietes 
2in weitgehend homogenes Magnetfeld, dessen radialer Abfall durch 
sUberlagerung eines Zusatzfeldes aus einer Korrekturspule so abgedndert 
wird, da8 das auf einen Leuchtschirm oder einer Photoplatte entstehende 
\Bild (i. w. Linie genannt) des bei 180° aufgestellten Beleuchtungsspaltes 
sméglichst scharf erscheint. Die Fokalebene der magnetischen Zylinderlinse 
isteht nicht einfach senkrecht auf dem Halbkreis, ihre Lage wird experimen- 
tell durch Scharfstellen von Linien ermittelt, die durch Elektronen mit. 
yetwas verschieden eingestellter Primarenergie entstehen. Zur Herstellung 
,dieser verschobenen Linien“ wird der Primarspannung eine Batterie- 
+spannung iiberlagert. Die Halbwertsbreite bei Glihelektronen, die auf ihrem 
»Weg nicht unelastisch gestreut wurden, betrug bei 4kV 2,2 und bei 7,5 kV 
/3eV. Wenn wir eine thermische Energiebreite der Elektronen von 0,8 eV 
jannehmen, ergibt sich daraus eine apparative Linienbreite von 1,4 bzw. 
2,2 eV. Diese Werte enthalten neben der geringfiigigen Unvollkommenheit 
der Elektronenoptik auch die bei 5 keV Elektronen auf einen Wert unter 


5* 


dr stellte erstmals ungewohnlich scharfe 
‘mehrfache charakteristische Verluste 
erturblende 
Trager mit Folie 


Bild 1. Schema der Apparatur von RUTHEMANN. 
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4%) ausgeglichenen Schwankungen der Primarspannung. RUTHEMAN } 
unterdriickte den langperiodischen Teil der Spannungsschwankungen in 
seiner Transformatorschaltung (Belichtungszeit bis zu 5 Min.) durch Vor 
schalten von Eisen-Wasserstoff-Widerstanden und anschlieBend zusammen 
mit dem hochfrequenten Teil der Schwankungen durch eine Rohrenschaltung J 
Die hinreichende Konstanz des Magnetfeldes ist leicht durch Verwendung; 
mehrerer Akkumulavoren zu erreichen. Zur Messung der charakteristische 
Energieverluste brachte RUTHEMANN hinter dem Beleuchtungsspalt eine 
Vorrichtung an, durch die verschiedene Folien exponiert und aus der aus4 
gehenden Streustrahlung ein begrenzter Bereich f ausgeblendet werden konnte 2 
Der beobachtbare Streuwinkelbereich # war auf Werte unter 4° begrenzt, die 
Ausblendung 8 betrug 1—3°, spater 0,5—2°. Das auf der Photoplatte er+ 
scheinende Bild liefert nach der Aufrichtung der Photometerkurve an Hand von 
Schwarzungsmarken unmittelbar die Energieverteilung der Streustrahlung.Die 
Kichung des Spektrographen erfolgt durch eine Anzahl verschobener Linien mit 


mittelt wurden. 
Die Messungen von LANG (1948) erfolgten an der gleichen Apparatur, hien 
wurden nur auf Collodium aufgedampfte Stoffe in Schichtdicken untersucht. 
die nach der optischen Durchlassigkeit bestimmt waren (7). 
Die gleiche Aufidésung wie mit der verschiarften Halbkreismethode erreicht 
GSCHLOSSL 1951 durch Verwendung einer ebenfalls empirisch korrigiertens: 


von FRIEDMANN (9) eine groBere Auflésung: 
durch Verbesserung der Korrektur des Offnungsfehlers 2. Ordnung, einec 


der Magnetgrenze entstehenden?, 
Fehlers sowie durch eine schiarfere Ausblendung (Bf ~ 10-8) dess} 


Die theoretische apparative Linienbreite: 
weniger als 0,1 eV, gemessen wurde eine?) 
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ugungsaufnahmen der Schichtaufbau festgestellt. Die Dicke der aufge- 
mpften Schichten wurde durch Beobachtung von Interferenzen gleicher 
cke (Tolanskysche Methode) bestimmt. 


Der elektrostatische Analysator 


ie Verwendung erheblich gréferer Primirspannungen bis zu 100 kV bei 
ichzeitig mindestens ebenso guter absoluter Auflosung wie bei den magne- 
chen Methoden (von der thermischen 
eite der Glihelektronen bestimmt) 
lang mit der Einfiihrung des elek- 
ostatischen Geschwindigkeitsanaly- 
tors durch MOLLENSTEDT in den = Ffektronen- 
wahren 1949—52 (10). In einer elektro- — strah/quelle 
atischen Linse iiblicher Bauart wer- Aygd¢enblende 
n die Elektronen durch das Gegenfeld 


= O26uf | | 
Ledeleefofefae fof 
Batterie pa 


Feinspalt 
Analysator - 
zylinderlinse 
Projektivlinsen \< Sw Camas 
. _———| 5 
Belichtungsklappe en 
fir Eichmarken, Ko = oP 
Belichtungsklappe 
fir Geschwindighelts: 
spektrogramm 
Photoplatte 


‘ild 2a. Die Analysatorlinse von MOLLENSTEDT, Bild 2b. Elektronenmikroskop mit eingebauter Ana- 
links Aufsicht, rechts Schnitt mit Strahl- lysatorlinse nach MOLLENSTEDT. 
verlauf. Sp = Analysatorspalt. 


‘ier Mittelelektrode mit wachsendem Abstand r von der optischen Achse so 
icharf abgebremst und abgelenkt, daB sie schlieBlich innerhalb der Linse 
jnehrmals umgelenkt werden, bevor sie die Bildebene erreichen (Pendeln des 
Bildes einer feinen Lochblende bei Veranderung von r). Kleine relative Ge- 
ychwindigkeitsunterschiede der Elektronen wachsen durch die Bremswirkung 
vasch an, sie duBern sich wie eine kleine Anderung vonr und werden stark auf- 
uelést. Zur besseren Auswertung der so zu erhaltenden Spektrogramme 
ytellte MGOLLENSTEDT statt einer Lochblende einen feinen Spalt (5) im 
pxperimentell geeignet bestimmten Abstand r von der optischen Achse einer 
Langlochlinse auf (Bild 2). Da die Brecheigenschaften der elektrostatischen 
Linse nur vom Verhaltnis der Primarspannung der Elektronen zur Linsen- 
spannung abhangen, sind die bei groBen Spannungen schwer vermeidbaren 
Spannungsschwankungen praktisch ohne EinfluB auf das Spaltbild, wenn die 
Linsenspannung tiber ein Potentiometer aus der Primirspannung enthnommen 
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wird. Spaiter hat MOLLENSTEDT durch eine Zwischenlinse ein verkleinertess 
Bild des optischen Spaltes hergestellt und als Beleuchtungsspalt des Analy-| 
sators verwendet. Damit erreichte er eine apparative Linienbreite von einigen 
hundertstel eV, die Energieverteilung einer Oxydkathode mit einer Halb- 
wertsbreite von 0,5 eV wird reproduziert. Zur Eichung des Spektrographen 
 iiberlagert man ebenfalls der Primarspannung eine Batteriespannung, ohne 
daB sich die Linsenspannung dabei andern darf. Aus der Streuung der so her- 
gestellten verschobenen Linien ermittelte MOLLENSTEDT eine Empfindlich- 
keit seiner Anlage von 0,1 eV bei 35 keV. Durch den Einbau des elektro-, 
statischen Analysators in ein Elektronenmikroskop tiblicher Bauart konnte¢ 
MOLLENSTEDT die verwendeten Folien vor der Aufnahme von Spektro-) 
grammen naher untersuchen, der 5 u Spalt wird dabei aus dem Strahlengangz 
gebracht. Durch Aufdampfen auf Tragerschichten oder durch Ablésen der 
Aufdampfschichten von NaCl konnte er von einer groBen Zahl verschiedener 
Stoffe charakteristische Energieverluste feststellen. “ 
Zahlreiche Autoren verwendeten spiter mit einigen Anderungen die vons 
MOLLENSTEDT ausgearbeitete Anordnung. KLEINN (1954) erzielte eines 
Intensitatssteigerung durch eine hinter den Analysator geschaltete schwache 
Zylinderlinse (ebenfalls als Langlochlinse ausgebildet) zur Verminderung der 
Zerstreuung des Aufspaltungsbildes in der Spaltrichtung durch den Analy-~ 
sator (17). Er beobachtete Elektronen die unter einem Glanzwinkel von 5° von 
ausheizbaren Schichten reflektiert wurden (¢ etwa 200° C). Bei dem Versuch 
die Reflexion von Elektronen an einem KBr Einkristall zu untersuchen 
stellte er fest, daB der Kristall durch die starke Intensitat seines Strahls zer- 
stort wurde. Strahlschaédigungen an anderen von ihm untersuchten Substan- 
zen gibt KLEINN nicht an. 
MARTON und LEDER (1953) verwendeten statt der photographischen 
Platte eine automatische Registrierung der Spektrogramme iiber eine fluores 
zierende Schicht, die mit einem Photomultiplier gekoppelt war (12). Sie ver- 
mieden die Aufstellung der Objektivlinse hinter der Streufolie zwischen dem 
5 u-Spalt und der Analysatorlinse, um Fehler in der Intensitiatsverteilung der 
Spektrogramme auszuschlieBen, die durch den chromatischen Fehler der 


WATANABE (1954) baute die Analysatorlinse zwischen die Objektiv- und dies) 
Projektivlinse eines magnetischen Elektronenmikroskopes ein (13). | 
Um den elektrostatischen Analysator fiir die Untersuchung der Winkelver-!) 
teilung der unelastischen Streuung auszuniitzen, bildete LEONHARD (1954))) 
das Beugungsbild der Streufolie mit einer Zwischenlinse auf die Ebene des: | 
5 u-Spaltes ab (Bild 3). Bei der VergréBerung des Beugungsbildes werden 
Beugungswinkel von 10-1 auf die fiir den Analysator zulassige Héchstgrenze| 
der Apertur von 2 - 10-3 herabgedriickt (14). 
Ein elektrostatischer Geschwindigkeitsanalysator besonders handlicher Bau-|) 
art wird von GABOR (1954) verwendet (15). Das elektrostatische Feld in 
einem Zylinderkondensator fokussiert hier Elektronen mit bestimmter Tan-/) 
gentialgeschwindigkeit auf den koaxialen Zylindermantel, in dem Eintritts 
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d Analysatorspalt liegen. Die Elektronen werden tangential mit einem 
inkel von 45° gegen die Zylinderachse eingeschossen. Elektronen mit 
as verschiedener Tangentialgeschwindigkeit schwingen um _ einen 
lindermantel von etwas anderem 
rehmesser (Bild 4). GABOR und 
untersuchten in Transmission 
Idschichten, die sie auf Kohlefolien 
fdampften. Sie priften die Schichten 
Elektronenmikroskop und _ stellten 
Schichtdicke mit der Tolanksyschen 
thode fest (16). 

ACKSTOCK, BIRKHOFF und SLATER 
54) untersuchten die Energiever- 
lung der in der Folie gestreuten 
ektronen in Abhangigkeit von der 
aérenergie. Sie bremsten bei der 
obachtung der Energieabhangigkeit 
rt freien Weglinge charakteristisch 
streuter Elektronen die Geschwindig- 
it der verwendeten Elektronen von 
—100 keV in einer Gegenfeldlinse 
ter dem Streuer auf etwa 100 eV 
und analysierten diese relativ lang- 
men Elektronen in einem einfachen 
ktrostatischen Analysator (17). Aus 
r erzielten Auflésung von etwa 2eV Bild 3. Der Strahlengang in der Apparatur von 


; keV ergibt sich eine apparative LEONHARD zur Beobachtung der 
100 oV 81 PP Winkelverteilung. B, = Analysator- 
enbreite von nur 1,2 eV. spalt. LZ, = Analysatorlinse. 


| a 
. K GNF 

| (d 4. Der elektrostatische Analysator von GABOR. a) Strahlengang in Richtung der Zylinderachse be- 
] 


obachtet, mit radialer Fokusierung (2 ist der Sollkreisradius) ; b) Strahlengang senkrecht zur Zylin- 
derachse betrachtet. K Kathode, J Streufolie, A Beleuchtungsblende, # Auffinger. 


annals wurde auch die klassische Gegenfeldmethode [LENZ, BORSCH (1S), 
euerdings HABERSTROH (19)] zur Analyse der Energieverteilung schneller 
lektronen herangezogen. Die durch eine Lochblende ausgeblendete Streu- 
srahlung einer mit Elektronen beleuchteten Folie trifft auf ein starkes 
yegenfeld zwischen der Lochblende und einem Auffanger. Die Gegen- 
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ng V unterscheidet sich vom Kathodenpotential um eine genau mefi 
Wor aank niaspennctias Gemessen wird der Strom aller Teilchen mit eine 
Energie oberhalb einer vorgegebenen Energie (in eV). Zur Erreichung eine 
hohen Empfindlichkeit mu8 der Streustrahl stark ausgeblendet werden, dil 
stérende Ausbildung von Kohleschichten auf dem Auffanger unterbleibt be 
einer Erwarmung auf 200° C. Ein wesentlicher Nachteil der Gegenfeldmetho di 
besteht darin, daB sie nur Integralkurven der Energieverteilung lief er T 
STEINMANN (20) konnte diesen Nachteil durch Verwendung einer differery 
zierenden Impulsschaltung vermeiden; er erreichte mit seiner Apparatu 
(ebenso wie BORSCH) eine Wiedergabe der thermischen Energieverteilun 
der Glihelektronen bei einer Primarenergie von 10 keV. 


Die MeBergebnisse 


Wir betrachten Beobachtungen tiber die Lage der charakteristischen Ves 
luste bei einigen Elementen und Verbindungen, die Abhangigkeit der Vez 
luste von den Versuchsbedingungen wie Schichtdicke, Primarenergie, Strul 
tur und Streuwinkel, daneben die Winkelverteilung der charakteristisc 
gestreuten Elektronen sowie die freie Weglange zwischen zwei charakterist 
schen Verlusten in Abhangigkeit von der Primarenergie. 


I. Die Lage der Energieverluste 


Ein charakteristisches Verlustspektrum ist heute von einer groBen 
verschiedener Substanzen bekannt. Die itiberwiegende Mehrzahl der Aw 
nahmen entstand an den elektrostatischen Spektrographen von MOLLEZ 
STEDT, MARTON, KLEINN und WATANABE [siehe die ausfihrliche Da 
stellung von MARTON (2)]. Wir wollen hier zunichst iiber eine Reihe von Su 
stanzen berichten, die eine gréBere Zahl von Autoren gleichzeitig untersuck 
hat. 
Aluminium steht hier an erster Stelle. In der Tabelle 1 sind die Ergebniss 
aufgefiihrt. Alle Experimentatoren fanden ein scharfes starkes Maximu1 
bei 14,7 eV, meist sind auch einige weitere scharfe mehrfache Verluste bt 
30, 44 und 59 eV sowie ein weiterer nicht so scharfer, schwicherer Verlust bi 
etwa 7 eV angegeben. In einigen Fiillen traten Mehrfache des 7 eV Verlusti 
merkbar hervor bei 22 und 36 eV (geradzahlige Mehrfache sind neben dé 
starken 14,7 eV Serie nicht nachweisbar). Der 7 eV Verlust wird bei Al, Gy 
Folien nicht gefunden, er kann also nicht von einer teilweisen Oxydation di 
Aluminiumschichten herriihren. Die mittlere Abweichung in der Angal 
des ersten charakteristischen Verlustes bei 14,7 eV vom Mittelwert betra; 
+ 0,2 eV (bis auf den Wert von MARTON mit — 0,8 eV), die des zweite 
charakteristischen Verlustes bei 7eV etwa 0,6eV. Das entspricht noo 
der zu erwartenden experimentellen Genauigkeit in der Fixierung der en 
sprechenden Maxima. ! 
Magnesium (Tabelle 2) liefert ebenfalls ein Spektrum mit mehrfachell 
scharfen charakteristischen Verlusten von 10,3 eV. Die Aufnahmen veil 


WATANABE (Bild 5) zeigen selbst den vierfachen Verlust bei 41,5 eV now 
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2utlich, die Halbwertsbreite der beiden ersten Maxima ist mit 2eV nur wenig 
6Ber als die der Primirlinie. Dagegen ist die 20 eV-Linie bei MARTON und 
>i KLEINN viel breiter als der 10 eV-Verlust, weitere Mehrfache traten bei 
nen nicht auf. Das schwache Maximum von 4,7 eV in den Spektrogrammen 
dn KLEINN rihrt wahrscheinlich von einer teilweisen Oxydation der 
agnesiumschicht her; WATANABE findet bei Magnesiumoxyd 2 schwache 
ferluste bei 4,5 und 5,5 eV. 
jeryllium (Tabelle 3). RUTHEMANN beobachtet einen scharfen charak- 
ristischen Verlust bei 19 eV und drei mehrfache Verluste in weitgehender 
jbereinstimmung mit WATANABE. Der schwache 6,3 eV-Verlust von MAR- 
‘ON und LEDER diirfte auf BeO zuriickgehen, Mg und Be oxydieren an Luft 
esentlich rascher als Al. WATANABE 
ndet einen 6,5 eV-Verlust in BeO-Folien. 
vie Halbwertsbreite des ersten charak- 
eristischen Verlustes ist bei RUTHEMANN 
‘nd WATANABE etwa zweimal, bei MAR- 
ON etwa fiinfmal gréBer als die des 
*sten charakteristischen Verlustes an Al. 
yie Lage der Maxima von KLEINN ist 
ficht in Ubereinstimmung mit den Ergeb- 
Assen der anderen Autoren. Wahrend hier 
jie mittlere Abweichung der Werte weniger 
s 0,leV betragt, findet KLEINN einen 
m 1,7 eV zu kleinen ersten charakteristi- 
hen Verlust. 
upfer (Tabelle 4). Scharfe, starke, mehr- : 
che Verluste werden nicht beobachtet. 0 20 40 ev 
/ir stofen hier ie erstenmal aut eID? Bild 5. Charakteristische Energieverluste in 
esondere Schwierigkeit. Kaum einer der einer 600 A dicken Mg Folie; Auf- 
sielen Autoren, die an Kupfer Unter- nahme von H. WATANABE mit 
achungen anstellten, fand eine Uberein- NE gna tae 
simmung seiner Spektrogramme mit an- 
eren Messungen. Wir fihren zunachst die sorgfaltige Arbeit von RUDBERG an. 
ilehrere massive Kupferproben wurden bei hohen Temperaturen (600—700°C) 
‘nd sauberem Vakuum untersucht. Innerhalb der Messungen an der gleichen 
robe treten unregelmaBige Schwankungen in der Lage der Maxima auf, die 
_ber seiner Empfindlichkeitsgrenze liegen (z. B. bis zu 20% bei dem breiten 
eV-Verlust). Keine der vier untersuchten Platten gab die gleiche Linien- 
vige, z. B. lieferte die erste Werte bei 3,5, 6,9 und 25 eV, die zweite lediglich 
in Maximum bei 8,1 eV usw. In einer weiteren Versuchsreihe mit kalten auf- 
edampften Kupferschichten fand RUDBERG drei Maxima bei 4,2, 7,3 und 
3,6 eV, deren relative Intensitét starken Schwankungen unterworfen war. 
as gleiche uneinheitliche Bild finden wir beim Vergleich der Ergebnisse ver- 
ehiedener Autoren. Ein starkes breites Maximum bei 20 eV ist fiir die Mes- 
aa mit hodherer Primarenergie charakteristisch, manchmal treten 
vhwache, scharfe Verluste bei kleineren Energien auf (Bild 6). Ahnlich liegen 
e Verhiltnisse bei den Metallen Nickel und Silber, hier ist die Bildung von 
ixydschichten weit weniger wahrscheinlich als bei Kupfer oder Aluminium. 


S| 
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Leider sind die Oxyde der Schwermetalle noch nicht untersucht, so daB ei 
Vergleich mit den ,,Metallen* nicht moéglich ist. ijans 
Gold (Tabelle 5). Die groBe chemische Bestandigkeit laBt erwarten, dab di 
untersuchten Schichten weitgehend frei von Oxyden und Verunreinigunges 
waren. Trotzdem ist gerade dieses Material ein typisches Beispiel fiir unein 
heitliche MeBergebnisse an vielen Stoffen mit einfachen meist sehr breites 
Maxima. In den meisten Spektrogrammen traten zwei charakteristischh 
Verluste bei 23 und 32 eV auf mit etwa 2,5 eV mittlerer Abweichung vom Mit 
telwert. Die unregelmaBig erscheinenden schwachen Energieverluste zwisches 
3 und 15 eV sind oft ziemlich scharf. Die unterschiedliche Lage und Gestah 


J 100 


80 


Cu frei 
Spannung 9,35 KV 


200 20 40 60 80 100 10 E/eV/ 200 
Bild 6. Photometerkurve des Cu-Spektrums von LANG. 


dieser Verluste ist sicher nicht ausschlieBlich durch die experimentelle Uri 
sicherheit etwa der Registrierung erklirbar. Das zeigten u. a. die Verschieder 
heit der Spektrogramme, die RUDBERG bei gleichbleibender Registriex 
genauigkeit erhielt. 
Al,O, (Tabelle 6). Aluminiumoxydschichten konnten mit verschiedene 
Methoden, z. B. durch anodische Oxydation von aufgedampftem Al herge 
stellt werden. Trotz der weitgehenden Gefahr verschiedenartiger Verur 
reinigungen im Herstellungsproze8 stimmen die Ergebnisse aus verschiedene! 
Arbeiten im Gegensatz zu den bisher erwihnten Untersuchungen an Cu, 
Ag und Au erstaunlich gut iiberein. Der erste charakteristische Verlust b 
22,5 eV (Abweichung vom Mittelwert nur ~ 3/10 eV) wird mit der groBed 
Halbwertsbreite von ~15eV gut reproduziert, ein schwach angeregtdl 
breiter mehrfacher Verlust bei 46 eV fehlt nur in dem Spektrum von MOLLE?! 
STEDT. Weitere Verluste, insbesondere kleine scharfe Maxima bei Energica 
unter 20 eV, traten nicht auf. . 
Andere Substanzen sind meist nur von wenigen gleichzeitig untersuchij 
eine Ubereinstimmung der Ergebnisse ist teilweise vorhanden. Interessail 
ist ein Vergleich der Spektren von Metallen mit einigen ihrer Verbindungell 
von MARTON u. a. (2). MARTON findet bei bestimmten Verbindungen (Si ur 
Si0,, Te und TeO,, Pb und PbS sowie Sb und SbS,) den gleichen charakter 
stischen Verlauf der Spektren wie bei den entsprechenden Metallschichted 
Die Maxima sind bei den Verbindungen lediglich verbreitert und nach groBerd 
Werten verschoben. Die Frage nach dem KinfluB verschiedener Versuch 
parameter auf die charakteristischen Verluste erscheint besonders dringliif 
in Anbetracht der Uneinheitlichkeit in den Ergebnissen zahlreicher Untett 
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chungen. Ob die bisher bekannten und im weiteren geschilderten reprodu- 
ferbaren Veranderungen in den Spektrogrammen bei Variation eines defi- 
erten Versuchsparameters fiir die Erklarung aller unterschiedlichen Mes- 
ngen am gleichen Material ausreichen, ist noch nicht entscheidbar, da eine 
ubere Bestimmung der verschiedenen Parameter nicht erfolgte. Neue 
snfangreiche Messungen miissen hier abgewartet werden. 


2. Der EinfluB von ae, . Alz 0; 
hichidicke und Streuwinkel ae 


jei einer VergréBerung der JeV 
wchichtdicke wird = eine 
serkliche Verschiebung der 
narakteristischen Verluste 


ot io . fo} 
on einigen eV sowohl bei 100 aA 
harfen [z. B. Al (6 )] als Bild 7. Die Verschiebung 6 £, der charakteristischen Energiever- 
ch bei relativ breiten luste an Al,0; (6) und Se (9) bei zunehmender Schicht- 
Esti dicke d. 
)axima [Se (9)] beobachtet, 


fazu tritt auch eine Ver- 
wreiterung des ersten cha- 
ikteristischen Verlustes auf 
Bild 7). An Schichten un- 
snheitlicher Dicke entsteht 
ne weitere Verbreiterung 
‘urch die Uberlagerung ver- 
thiedener Spektrogramme. 
vas  Intensitadtsverhaltnis 
gehrfacher  charakteristi- 
ther Verluste steht nach 
ver Vorstellung einer Mehr- 
echstreuung in direktem 
usammenhang mit der 
ichichtdicke d. Fiir die 100 Ae 


htensitaten der MaximaJ, x Bild 8. Das Intensitatsverhaltnis mehrfacher Maxima bei zu- 
a o; tan nehmender Schichtdicke (Untergrund der Streukurven 
d eine Poissonverteilung abgezogen). Al nach (7), Se nach (9). 


*wartet: 
I Oto, = totaler Streuquerschnitt 
i do, doy ; 
5 ——— I cay . = diffe - 
ne = + Gad) Nite Bete PANTS salen Te ee) 
’ iy tieller unelastischer Streuquer- 
£ schnitt. 
& N = Teilchendichte. 


‘ine experimentelle Bestatigung findet sich in den Arbeiten an Al-Schichten 
‘on LANG und an Se von FRIEDMANN. Die vielen mehrfachen Maxima der 
1-Folien erlauben eine besonders gute Priifung der Gl. (1) und der von LANG 
#messene Schichtdickenwerte. In Bild 8 sind die MeBwerte von LANG und 


on FRIEDMANN mit Gl. (1) verglichen. 
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Auch die VergréSerung der charakteristischen Energieverluste, die be 
wachsendem Streuwinkel auftritt, wird schon von RUTHEMANN (6) be 
obachtet. Nach Untersuchungen mit stirker ausgeblendeten Elektrone 
[an Se (9) an Mg u. a. (13)] beginnt sie schon bei sehr kleinen Streuwinkel} 
von @ ~ 10-8 (Bild 9). Besonders bei breiten Maxima wird neben der Ver 
schiebung eine charakteristische Anderung der Streuverteilung bei wachser 
dem @ beobachtet (9). Verluste mit einer Energie etwas unterhalb den 
charakteristischen Verlust werden seltener, der Abfall der Streukurve nac 
gréBeren Verlusten hin flacher. Dazu wachst die Breite des Maximums a 
Die Apertur des analysierten Elektronenstrahls beeinfiuit die Scharfe de 


66, 
Al/73) 
TeV 
en ees ee aS 
10 70a wD 2-707? 


Bild 9. Die Verschiebung 6 Z, des ersten charakteristischen Verlustes an verschiedenen Stoffen bei zunehm 
dem Streuwinkel #. Al nach (23) , Se nach (9). RUTHEMANN erhielt bei einem Streuwinkel zwis 
1,5 und 4° folgende Werte: 


[Al | Be | Al,O,; | Ag | Kollodium 
OE, | 0,23 | 0,4 | OFY2"" {1058 | 0,72 eV 


bei einer Strahlspannung von 6 keV. 


charakteristischen Verluste auch bei hinreichend groBem absoluten Atf 
lésungsvermégen, bei schlechter Ausblendung iiberlagern sich die zu vet} 
schiedenen #? gehérenden Streukurven. In diesem Zusammenhang erscheilli 
es verstindlich, da die Messungen in Reflexion nicht ohne weiteres mit dil 
Beobachtungen an durchstrahlten Schichten vergleichbar sind. Wir werd} 
bei der Diskussion der Winkelverteilung der unelastischen Streuung nah} 
auf diesen Punkt eingehen. | 


3. Die Abhéingigkeit der charakteristischen Verluste von der Primérenergie | 


Fir die Begriindung des Begriffs der charakteristischen Energieverlusb! 
ist es wesentlich, da die Lage der Maxima nicht unmittelbar von dé 
Energie der Primirelektronen abhingt. Diese Unabhangigkeit, festgestelltill 
den ersten Messungen von RUDBERG und RUTHEMANN, hat sich sehr wed 
gehend bestatigt. Ein Beweis dafiir ist die Ubereinstimmung der an Al ¢@ 


messenen Verluste im Bereich zwischen 6 und 35 keV-Primarenergie. In alli 
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allen, in denen bei bestimmten Stoffen unterschiedliche Spektrogramme von 
jerschiedenen Autoren beobachtet werden, ist kein Gang mit der Primivr- 
mergie erkenntlich. Aus den Arbeiten RUDBERGs geht hervor, daB bei Ver- 
yendung der gleichen Probe die Ergebnisse mit Elektronen verschiedener 
“nergie gut tibereinstimmen im Vergleich mit Messungen an verschiedenen 
‘roben der gleichen Substanz. Dagegen wird eine Abhingigkeit des Intensi- 
tsverhiltnisses verschiedener Maxima eines Spektrogrammes von der 
wnergie der Primarelektronen beobachtet (9). Vergleicht man die Ergebnisse 
on RUDBERG und KLEINN (beide in Reflexion), so fallt sofort auf, daB die 
ei Primarenergien um 200 eV stark angeregten Verluste mit Werten unter 
10 eV bei 30 keV neben den héheren charakteristischen Verlusten betracht- 
ch zuriickbleiben. 


4. Der EinfluB von Schichtstruktur und Aufbau?) 


“ine sorgfaltige Kontrolle des Schichtaufbaues und der Struktur der durch- 
Mtrahlten Folien bzw. der Reflexionsschicht durch Elektronenbeugung und 
Hlektronenoptische Abbildung fehlt fast bei allen Untersuchungen. Ein um- 
jangreiches Vergleichsmaterial steht also nicht zur Verfiigung. Dagegen zeigten 
iwei Untersuchungen an Einzelbeispielen, daB ein merkbarer EinfluB der 
Struktur nicht vorhanden war. THURNBULL und FARNSWORTH stellen fest, 
aB an Ag-Einkristallen die gleichen Energieverluste auftreten wie an poly- 
istallinen Ag-Schichten. In einer Arbeit von FRIEDMANN (9) wurden Se- 
Schichten untersucht, die er durch Tempern in verschiedenen Stufen der 
<ristallbildung erhalten konnte. Mittels Elektronenbeugung konnte die 
Struktur der Schichten vor und nach der Aufnahme von Spektrogrammen 
testgestellt werden. Bei Beschrankung auf kurze Bestrahlungsdauer und kleine 
trahlstréme lieBen sich Veranderungen an der Schicht durch die Bestrahlung 
rermeiden (Bildung von C-Schichten, Beeinflussung der Struktur). Ein 
Tergleich der Spektrogramme von weitgehend amorphen bzw. kristallinen 
schichten ergab keinen nachweisbaren EinfluB der Struktur auf die Lage der 
harakteristischen Energieverluste (Empfindlichkeit 1/,,eV). GABOR und 
FULL analysierten Au-Schichten, die sie auf C-Folien aufdampften, wobei sie 
Ywischen der Au-Bedampfung in bestimmten Abstianden (etwa 20 A) eine 
tchwache C-Schicht einbauten. Ob die auf diese Weise hergestellten Schichten 
virklich eine einfache Schichtung aufweisen, ist noch nicht geklart. Die 
ispektrogramme der reinen und der geschichteten Au-Folien stimmen im 
esentlichen tiberein. Die Intensitat des ersten charakteristischen Verlustes 
var bei einer reinen Au-Schicht mehr als 10 mal stirker als bei der C-Au- 
‘chicht mit gleicher Dicke an Au (16), (2), (3). Die reinen Schichten weisen 
jusatzlich noch eine Feinstruktur auf, die von GABOR und JULL als hoch- 
‘ngeregte charakteristische Verluste gedeutet wird, obwohl ein klarer Gang 
der Intensitaétsverhaltnisse dieser feinen Maxima nicht sichtbar ist. Hier 
sverden erst weitere Versuche volle Klarheit schaffen. 
jn vielen Untersuchungen fanden Schichten Verwendung, die auf Trager- 
tolien aufgedampft waren. Dabei tiberlagern sich die Streukurven beider 
, Zusammenhange mit der Winkelverteilung der elastischen Streuung siehe 8. 64. 
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Substanzen, ohne daB im allgemeinen die dadurch eingetretene me 
durch eine nachtragliche Korrektur ausgeglichen wurde ( 9). Wegen er Breite, 
der Maxima der verwendeten Trager tritt meist nur eine Verstirkung der 
Untergrundstreuung auf; auch dabei besteht die Méglichkeit, daB Maxima 
durch den Anstieg bzw. Abfall des Untergrunds verschoben werden (6). 
Ob eine weitere z. B. chemische Beeinflussung der Aufdampfschichten durch . 
die Trager oder bei freitragenden Schichten durch den Ablésevorgang immer; 
vermieden wurde, muB8 erst durch neue Experimente geklart werden. Dabei) 
mu8 auch untersucht werden, ob etwa durch absorbierte Dampfe (wie im 
Falle der C-Schichtbildung nachgewiesen) bei manchen Substanzen eines 
Verinderung des Streubilds eintrat. 


1 


5. Die Winkelverteilung der charakteristisch gestreuten Elektronen 


Die Bestimmung der Winkelverteilung charakteristisch gestreuter Elektronent 
konnte zuerst von LEONHARDT (14) durch eine Erweiterung der elektro+ 
statischen Anlage von MOLLENSTEDT in Angriff genommen werden. LEON- 
HARDT fand an dem 
Stellen der elastischem 


: Interferenzmaxima auchl 

Sf einen ganz entsprechen+ 
den Anstieg der Inten- 

ae sitait des ersten charak+< 

&, teristischen Verlustes vor 
wu Be (Al und Au). Das Ver 
$2 haltnis der nur elastise! 
i und der unelastisch ge 
1 streuten Intensitét wa 

; an verschiedenen Inter: 


7073 5-103 & —~» 70-2  ferenzstellen gleich groB 


i ‘ e t a 
Bild 10. Die Winkelverteilung des ersten charakteristischen Verlustes Da die inkohéren 8 
an Se bei 6 keV in willkirlichen Intensitatseinheiten. Zum | StreutenElektronen keine 


Vergleich: die entsprechende Halbwertsbreite der elastischen [nterferenz aufweisen’ 
Streuverteilung betrigt etwa Om = 2-10-*, Iz/ft = nor- a ‘ 5 . 
mierte Intensitat. kénnen, ist damit gezeigt 
daB sie im Gebiet dez) 
Interferenzwinkel (3, =) 


\ 


= 1/2 - 10 bei 50 keV) entweder vor oder nach der inelastischen Streuung) 
elastisch in den Beobachtungsbereich gestreut werden. Aus der geringer| 
Verbreiterung der Maxima unelastisch gestreuter Elektronen an den Inter1, 
ferenzstellen gegentiber dem Verlauf der elastisch gestreuten Elektronen ix, 
der Winkelverteilung ist zu schlieBen, daB die Halbwertsbreite der Winkel! \ 
verteilung der unelastischen Streuung die Apertur des analysierten Biindel 
von 2-10 nicht tibersteigt. Aus den Aufnahmen geht hervor, daB etwe) 
20% der elastisch gestreuten Elektronen zusitzlich einen unelastischen Stob, 
mit einem Energieverlust von 20 eV (1. charakteristischer Verlust) aus!) 
fiihren (bei Be, Schichtdicke 300 A); die Wahrscheinlichkeit fiir eine unmitteb: 
bare unelastische Streuung in das Gebiet der Interferenzwinkel ist sehr klei 1 
Leider gibt es im Gebiet # < 9, keine experimentelle Méglichkeit zur vo. TI 
stiindigen Abtrennung der elastischen von der unelastischen Streuung. Die Be} 
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timmung der nur elastisch gestreuten Intensitit ist bis zum Aperturwinkel B 
in méglich; zur Untersuchung der Winkelverteilung der unelastischen 
reuung mu die Apertur klein gegen die Halbwertsbreite der Verteilung 
sin. Eine Untersuchung mit Strahlen hoher Ausblendung (6 keV, 3, = 
2-10, 8/9, = 5-10-*) wurde an Se Schichten vorgenommen (9). Die 
Mebrfachstreuung, die eine Messung der in den Beobachtungsbereich ge- 
reuten Intensitat so sehr erschwert, wurde durch die Verwendung besonders 
inner Schichten herabgesetzt. Es ergab sich ein hundertmal rascherer Ab- 
vall der Intensitaét des ersten charakteristischen Verlustes mit wachsendem 
Streuwinkel im Gebiet 10-° < # < 2- 10-2 als der theoretisch berechneten 
Yerteilung fir elastische Streuung entspricht (Bild 10). In allen Fallen, in 
enen der Streuwinkel # > #, wird, d.h. vor allem in simtlichen Spektro- 
ammen, die in Reflexion gemessen wurden, findet eine Mittelung iiber die 
nelastische Streuung in kleinste Winkel # < 7%, statt; die beobachteten 
flektronen werden elastisch in den Untersuchungsbereich gestreut. 


‘6. Die Abhangigkeit der 
tntensitat der charakteristischen 
Verluste von der Primdrenergie 


w& 


ange A der unelastischen Streu- 
ng an einer besonders dafir 
eeigneten Apparatur liegen von 
BLACKSTOCK, BIRKHOFF und 
RITCHIE vor. Sie bestimmten 
‘ie Werte fiir A in einem Ener- 
iebereich zwischen 20 und 
i 00 keV an Al, Mg und Cu- : 
)3chichten, die sie mat hinreichend = folie NO.1=1.Messung 
liinne Zaponfolien aufdampften. 0 Folie NO0.1 = 2. Messung 
iis ergab sich eine Proportionali- o Folie NO.2 
Be von 4 mit der Primérenergie 
. Die Wahrscheinlichkeit fir 40 _ 50 80 

i Auftreten eines charakte- Sih ial dad 

Fistisohen Energioverlustes sinkt #410 Bs fre Wglngs te moons gue 
ungekehrt proportional mit £ p gigkeit von der Primarenergie nach (17). 
‘\b. Zur Ermittlung der Intensi- 
‘at des charakteristischen Verlustes mu8ten dabei die Intensititen mehr- 
if acher Energieverluste mit beriicksichtigt werden. Die Ergebnisse an Al 
Bild 11) sind in besonders schéner Ubereinstimmung mit der theoretischen 


‘rwartung. 
3 


Mittlere freie Weglange in g/cm? 


Vergleich der Ergebnisse mit verschiedenen Theorien 
Wir haben in einem Uberblick die wesentlichen experimentellen Ergebnisse 
ler Untersuchungen iiber charakteristische Energieverluste zusammen- 
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gestellt und wollen abschlieBend kurz die theoretischen Vorstellungen er 

wahnen, die zur Erklarung der Erscheinungen herangezogen werden. Das 
alteste Modell wurde von BETHE, BLOCH und SLATER entwickelt (21). Da 
nach iibertragt das Primarelektron bei einem unelastischen StoB einem ein» 
zelnen Elektron des Festkérpers eine der méglichen Anregungsenergien) 
Wahrend die quantenmechanische Berechnung der Anregungsenergien und( 
der Anregungswahrscheinlichkeiten bei Gasen in Bornscher Naherung’ 
durchfihrbar war und gute Ergebnisse lieferte, sté8t eine quantitative 
Fassung des Modells beim Festkérper wegen der Komplizierteiht der Fest) 
kérper-Eigenfunktionen auf groBe Schwierigkeiten. Nach einer qualitativer’ 
Betrachtung (9) entstehen die charakteristischen Energieverluste durch 
Streuung an Elektronen, die an den Ionenriimpfen gebunden sind. Der Ab 
stand zum nachsten freien Termzustand entspricht der charakteristischer 
Energie. Die freien Elektronen besitzen eine geringere Anregungsenergie und 
werden daher stirker angeregt (Mehrfachstreuung); durch die im Verhaltnis 
zur Anregungsenergie wesentlich gréBere Bandbreite tiberlappen sich ihre 
Beitrage zur Streukurve und tragen nur zum Untergrund bei. 
Ein anderes heute oft diskutiertes Modell wurde von PINES und BOHM ini 
Rahmen einer bewahrten Theorie der Metalle entwickelt. Sie betrachten dis 
Anregung von kollektiven Dichteschwingungen freier Elektronen (bzw. von 
Valenzelektronen) im Metall durch ein Primarelektron tiber den langreichi 
weitigen Teil der Coulombkraft (Plasmaschwingung) (22). Der charakteristiz 
sche Energieverlust entspricht dabei der charakteristischen Eigenfrequen 
der Plasmaschwingung. Macht man fiir die Dichte der freien Elektronen ein 
plausible Abschatzung (aus der chemischen Valenz), dann erhalt man in vieler 
Fallen mindestens gré8enordnungsmaBig richtige Werte fiir die Energie 
verluste (bei Al, Be, Mg, u. a. Stoffen sogar eine gute Ubereinstimmung’ 
Beide Theorien liefern die gleichen Ausdriicke fiir den Wirkungsquerschnit: 
(23). Die theoretische Winkelverteilung der unelastischen Streuung und de‘ 
Gang mit der Primarenergie sind in Ubereinstimmung mit dem Experiment) 
So lange die Energieverluste experimentell nicht sicherer fundiert sind, bleibt) 
die Entscheidung tiber die Art der Anregung bei einer vorliegenden Substans) 
offen, auBer in ganz bestimmten Fallen, wo z. B. das Fehlen einer Dichte) 
abhangigkeit unmittelbar nachgewiesen werden kann (9). So sind auch) 
zwingende Schliisse aus einem Vergleich der aus Messungen der Feinstruktui! 
von Rontgen-K-Kanten ermittelten Energieterme eines Festkérpers mit des 
charakteristischen Energieverlusten (J) meist noch nicht méglich. Allerdin gs 
ist die gute Ubereinstimmung der Termwerte aus der Réntgenmethode una) 


1] 
aus den Energieverlusten bei Al schon eine betrachtliche Stiitze fiir die Von: 
stellung der Kinzelanregung bei diesem so besonders genau untersuchte: v 
Material (nach einem Hinweis von G. Joos sind einige der in (1 ) angegebenea 


Termwerte nicht in eV umgerechnet, aber als umgerechnet bezeichnet). 


Miinchen, Institut fiir theoretische Physik der Universitit. 
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Tabelle 1 
Charakteristische Energieverluste an Aluminium in eV 


d 
Z A in 
Z 4 a ) 
< = a 2 fa eG 
= :0 vA Z yA. < ee] n 
ie) Q a z oa 4 3) m 
= o ee 4 m 4 < a i 
& Zz 3) 3 Q oy \g. 
2) < a :0 4 3 é < :0 ci 
aa = i) = 4 B = fQ 
7 6,8 6,2 6,5 7,6 8,7 7 
15 14,9 13,9 14,8 | 14,6 | 14,9 | 15,2 
22 | 21,9 19,2 23 — _ — 
=_ 30 27,8 29,5 | 29,2 | 29,8 | 30,6 
36) _ 35,0 — — — = 
— | 45,6 - 44,3 | 43,8 _ = 
59,3 58,6 59,6 (54) — — 59 58,4 — = 
73,8 15,2 74 _ _ — — 73,0 — = 
= oa =. = = pes 78 =~ as at 
= 90,4 = oe = aa ae = — es 
Tabelle2 
Charakteristische Energieverluste an Magnesium in eV 
—_—. 
KLEINN = WATANABE 
u. LEDER 
; 
+ ‘ 4,7 — = 
4 10,3 9,7 10,3 
i 22,1 20,7 20,3 
[ — —_ 31,2 
7 oa si 41,5 
f 
} 
t 
1 
I 
; Tabelle3 
7] Charakteristische Energieverluste an Beryllium in eV 


RUTHEMANN WATANABE 


19,0 17,3 19 
38,1 36,7 38 
57,3 54 56 
76,0 = = 
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Tabelle4 : | . 
Charakteristische Energieverluste an Kupfer in eV . 


REICHERTZ 
RUDBERG u. FARNS- 
WORTH 
34. = 
— 4,2 
6:9ina 7,3 
12,3 — 
25,5 23,6 
34,5 — 


Tabelle 5 
Charakteristische Energieverluste an Gold in eV 


x Mart 
RUDBERG MOLLENSTEDT id ee GABOR u. JELL WATANABE 


— 3,1 

= 5,8 _ 5,2 a 6,5 

7,30 — —_ 8,6 = 
10,1 — _— — —_ es 

= — 15 14,4 16,1 17,5 
25,9 24,0 — 23,9 20,0 25 

_ _ — 27,5 _— 
35,2 — 30 32,0 Cpa 34 

= = 45 — — 49 

“ti ey 60 as = pat 

Tabelle 6 


Charakteristische Energieverluste an Aluminiumox ydin eV 


RUTHEMANN GscHLO6ssL ara ; WATANABE HABERSTROH [| 


22,3 22,5 22,5 22,5 23,7 
45,5 45,6 — 46 


| 
| 
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Uber die Theorie der Antiteilden, die Ladungen 
der Elementarteildhen 
und die Eigenschaften schwerer neutraler Mesonen’) 


Von J. B. SELDOWITSCH 


I. Teilchen und Antiteilchen 


Die Voraussage der Existenz des Positrons, des Antiteilchens zum Elektror 
durch D1RAC ist fiir immer als eine bedeutende theoretische Leistung in ¢ 
Geschichte der Physik eingegangen. 

Es war nicht leicht, den Weg zum richtigen Verstandnis der Beziehunge 
zwischen Teilchen und Antiteilchen zu finden. Die DIRAC-Gleichung, die dk 
HKigenschaften des Elektrons richtig beschreibt, wurde 1929 aufgestel 
Diese Gleichung, die den Forderungen der Relativitatstheorie geniigt, fi 
zu der Folgerung, da8 sich das Elektron sowohl in Zustiénden mit positiy 
Energie als auch in Zustanden negativer Energie befinden kann. In der R: 
lativitatstheorie gilt 

E® = (moc)? + pc? 


(Z — Energie, m)— Ruhmasse, p —Impuls, c — Lichtgeschwindigkei'}} 
woraus sich fiir die Energie zwei Werte ergeben: 


E = + V (get)? + pict, 


Nachdem die DirAc-Gleichung gefunden worden war, bemiihte man sich no# 
einige Jahre lang, die Zustiinde mit negativer Energie zu verbieten. Es mi 
hier darauf hingewiesen werden, da auch SCHRODINGER einen solch: i 
Versuch unternahm. Wie TAmM jedoch zeigen konnte, ist die DrRacscifl 
Theorie ohne die negativen Energieniveaus offensichtlich unvollstand 
Dann vermag sie solch wichtige Erscheinungen, wie etwa die Streuung vil 
Licht an freien Elektronen (COMPTON-Effekt), nicht zu beschreiben. 
Dirac selbst tat den zweiten Schritt. Er fiihrte die Vorstellung ein, daB ji 
einem normalen Zustand alle Niveaus mit negativer Energie besetzt sir 
Das bedeutet aber wegen des Pauliprinzipes, daB freie Elektronen mit E > 
nicht in einen der bereits besetzten Zustinde mit E <0 fallen k6nnet 
Fehlt nun doch in einem der Zustinde negativer Energie ein Elektro 
(,,.Loch*‘), so ist das nach Dirac dem Vorhandensein einer positiven Einhei# 


1) Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 59, 377 (1956). 
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ung gleichzusetzen. DIRAC nahm urspriinglich an, daB man auf diese Art 
Proton beschreiben kann. Wie jedoch Rechnungen zeigten, wiirde das 
ktron im Wasserstoffatom in diesem Falle in einen Zustand negativer 
nergie stiirzen. 

danach wurde das Positron experimentell nachgewiesen und der ProzeB 
ir Paarbildung (e+ + e-) und der inverse ProzeB der Zerstrahlung von 
sitronen und Elektronen eingehend untersucht. Hier sei erginzend be- 
rkt, daB einige feinere Einzelheiten (die verschiedene Wahrscheinlichkeit 
die Zerstrahlung und die verschiedene Zahl der entstehenden y- Quanten 
i parallelem und antiparallelem Spin von Elektron und Positron) erst 
wr verhaltnismaBig kurzer Zeit festgestellt wurden, nimlich in den Jahren 
47 bis 1949 in Arbeiten von POMERANTSCHUK (J), LANDAU (2) und 
SCHITZ (8) [s. auch (4)]. 

it der Entdeckung des Positrons wurde die véllige Symmetrie zwischen 
jilehen und Antiteilchen offensichtlich. AuBerdem wurde klar, daB es 
‘sr eine Verabredung ist, sich gerade die Elektronen als ,,Teilchen im 
entlichen Sinne des Wortes‘‘ und die Positronen als ,, L6cher‘‘ in dem sonst 
ig mit Elektronen besetzten Untergrund (,,DIRACsche Unterwelt‘‘) 
‘rzustellen. Mit gleichem Recht kann man némlich das Positron als das 
vVeilchen‘‘ ansehen und das Elektron als Loch in der ,,DIRACschen Unter- 
+t“, die sonst mit Positronen voll besetzt ist. 

diese Weise bildete sich die Vorstellung von der Symmetrie aller Natur- 
etze beztiglich der zwei Vorzeichen der elektrischen Ladung heraus. Es 
stand der Begriff der ladungskonjugierten Transformation. Darunter ver- 
ht man eine hypothetische Umwandlung aller Teilchen in Antiteilchen und 
er Antiteilchen in Teilchen, so daB sich die Vorzeichen aller elektrischen 
+dungen, magnetischen Momente und auch der elektromagnetischen Felder 
hkehren. 

ic Gleichungen, die die relativistische Bewegung eines Systems (in belie- 
‘yer Naherung) in der klassischen und der Quantentheorie beschreiben, 
“issen invariant beziiglich einer derartigen Transformation sein. Eine aus- 
Jorliche und genaue Betrachtung dieser Fragen findet man in einer Arbeit 
‘n SCHAPIRO (5). 

sere Umwelt ist offenbar nicht ladungssymmetrisch. Ein sehr grofer Teil 
r uns umgebenden Materie besteht aus Elektronen. Positronen hingegen 
eten nur unter ganz speziellen Bedingungen auf, so in der kosmischen 
wrahlung, in Erscheinungen, die mit dem radioaktiven Zerfall verbunden 
ad, oder in Beschleunigern. Unter gewohnlichen Bedingungen, etwa in 
ft, ist das Elektron stabil, wahrend das Positron nach kurzer Zeit zerstrahlt. 
‘an muB jedoch hervorheben, da8 das durch die Asymmetrie der Anfangs- 
jdingungen verursacht wird: Die Luft enthalt némlich Elektronen, aber 
sine Positronen. Im Vakuum sind die Anfangsbedingungen symmetrisch. 
jer erweisen sich sowohl die Elektronen als auch die Positronen in Uber- 
astimmung mit der Symmetrie der Bewegungsgleichungen als vollig 
abil. 

s nachsten wichtigen Schritt machten PAULI und WEISSKOPF im Jahre 
34. Sie entwickelten eine relativistische Theorie geladener Teilchen mit 
'm Spin 0. Diese Theorie beschreibt z. B. 2*- und 2~-Mesonen. Dabei stellte 
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sich heraus, da8 sich die Teilchen mit dem Spin 0 (z-Mesonen) in elektr 
magnetischen Feldern ahnlich wie die Teilchen mit dem Spin 1/2 (Elektrone 
und Positronen) verhalten. Die Formeln fiir die Bildung eines (7+ — a 
Paares durch ein y- Quant, die Formeln fir die Wabhrscheinlichkeit der Ze 
strahlung eines (7+ —27~)-Paares unter Bildung zweier y-Quanten u. 
unterscheiden sich von den fiir Elektronen und Positronen giltigen Formek 
nur um einen unwesentlichen Faktor. | 
Die Teiichen mit dem Spin 0 gehorchen aber der BOSE- und nicht dd 
FERMI-Statistik. Auf Bosonen ist das PAULI-Prinzip nicht anwendbar! Folglia 
bendtigt man nicht unbedingt die Vorstellungen von der vdllig besetzte 
,,DIRACschen Unterwelt‘ und den ,,Léchern‘‘, um die Existenz von Teilche 
und Antiteilchen mit den typischen Erscheinungen der Paarerzeugung u 
ihrer Zerstrahlung zu erkliren. Nach dem gegenwartigen Stande der Kenn 
nisse stellen diese von DIRAC eingefiihrten Begriffe nur einen Schritt in di 
Entwicklungsgeschichte der Theorie der Teilchen und Antiteilchen dar. ] 
dem harmonischen Gefiige der modernen Theorie miissen sie stérend wirkes 


Urspriinglich wurde die Theorie nach dem Muster der Quantenmechanik di 
Einteilchenproblems aufgebaut. In der elementaren Quantenmechanik bi 
trachtet man die Bewegung eines Teilchens — seinen Ubergang aus eine 
Zustand in einen anderen. Deshalb wurde auch die Theorie der Paar 
zeugung zuerst als eine Theorie des Uberganges des Teilchens aus einem Zi 
stand negativer Energie in einen Zustand positiver Energie entwickelt. 
Der Quantenmechanik des Einteilchenproblems folgte bald eine Theorie f. 
Systeme mit veranderlicher Teilchenzahl. Sie ist insbesondere fiir die strenz 
Beschreibung von Emission und Absorption des Lichtes erforderlich, d. 
fir die Beschreibung der Erzeugung und Vernichtung von Lichtquante 
Zu dieser Theorie, der sogenannten zweiten Quantelung, trugen die Arbeit! 
von Fock sehr viel bei. Diese Theorie der zweiten Quantelung wurde au. 
auf solche Teilchen wie Elektronen und Positronen angewendet. 

In der modernen Theorie der Antiteilchen betrachtet man keine Zustins 
negativer Energie. Man fiihrt sogleich das Positron als ein Teilchen ein, a 
aus dem Elektron durch ladungskonjugierte Transformation hervorgeht. | 
allen Ausdriicken, die die Erzeugung eines Elektrons beschreiben, wit 
gleichzeitig die Vernichtung eines Positrons eingefiihrt. Wir versuchen obi 
Benutzung mathematischer Hilfsmittel, den Charakter dieser Formeln 
erkliren, 
In der nichtrelativistischen Theorie wird die Bewegung eines Elektrons durd 
das Matrixelement 


M = A x (Vernichtung eines Elektrons im Anfangszustand) x (Erzeug 
eines Elektrons im Endzustand) 


charakterisiert. Hierbei gehen nur Zustinde positiver Energie ein (A harg 
vom auBeren Feld ab und ist der Ladung des Elektrons proportional). 
In der Diracschen Theorie ist M natiirlich folgendermaBen zu verell 
gemeinern: | 

M =A x (Vernichtung eines Elektrons im Anfangszustand positiver 008 
negativer Energie) x (Erzeugung eines Elektrons im Endzustand mit pod 
tiver oder negativer Energie). (d 
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. der modernen Theorie ergibt sich schlieBlich 


= A x (Vernichtung eines Elektrons im Anfangszustand oder Erzeugung 
nes Positrons im Endzustand) x (Erzeugung eines Elektrons im Endzustand 
ler Vernichtung eines Positrons im Anfangszustand), (IIT) 


obei wiederum nur Zustiinde positiver Energie eingehen. Da wir sowohl in 

x Diracschen Theorie (II) als auch in der modernen Beschreibung (III) 
» den Klammern jeweils einen der zwei méglichen Ausdriicke wihlen 
ynnen, erhalten wir, wie leicht einzusehen ist, insgesamt vier Varianten, 
elche die folgenden physikalischen Prozesse beschreiben: 


Die Bewegung des Elektrons, 

die Zerstrahlung des Paares e+ — e-, 
die Erzeugung des Paares e+ — e- und 
die Bewegung des Positrons. 


jenn man die Eigenschaften des Elektrons kennt, kann A als bekannt gelten. 
piglich vermag die Theorie Aussagen iiber simtliche Eigenschaften des 
»sitrons zu machen. 

bi der Anwendung der D1racschen Theorie (II) ist sogar bei der Betrachtung 
eines Elektrons die Beriicksichtigung des PAULI-Prinzipes und die des Be- 
iffes der vollig besetzten ,,DIRACschen Unterwelt‘‘ unerlaBlich. In der 
odernen Beschreibung hingegen ist das nicht erforderlich. Hier werden nur 
ektronen und Positronen mit positiver Energie betrachtet. Dieser Theorie 
ird das Prinzip der Ladungssymmetrie zugrunde gelegt (d.h. die Sym- 
etrie aller Naturgesetze beziiglich ladungskonjugierter Transformationen). 
us ihr ergeben sich alle beobachteten Erscheinungen, wie etwa die Streuung 
ts Lichtes, Paarerzeugung und -zerstrahlung usw. ohne Einfihrung der 
iinstlichen Begriffe ,negative Energie‘, ,,DIRACsche Unterwelt‘ und 
Locher“ in vollstandiger Ubereinstimmung mit den Experimenten (und 
‘ich mit der DirAcschen Theorie). In dieser Theorie wird die véllige Analogie 
vischen Fermionen (z. B. e+ und e-) und Bosonen (z. B. a+ und 27) ganz 
jar. 

Nie Entwicklung der grundlegenden Gedanken auf diesem Gebiet wurde im 
sentlichen vor etwa zwanzig Jahren abgeschlossen. Daher ist die Frage 
~rechtigt, ob die Erinnerung an solche bereits klassisch gewordenen Resul- 
te an dieser Stelle angebracht ist. Im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit 
jllen auch neue theoretische Gesichtspunkte wiedergegeben werden, die 
2h auf schwere neutrale Mesonen bezichen., 

‘er auch auf dem Gebiet der klassischen Theorie von den Teilchen und Anti- 
ilchen erhielt man in den letzten Jahren eine Reihe wichtiger experimen- 
Rler Ergebnisse. Hierin zeigt sich die Fruchtbarkeit des Prinzipes von der 
indungssymmetrie. Auch dieser klassischen Theorie gilt also weiterhin das 
ene der Physiker. 

ier verdient vor allen Dingen der experimentelle Nachweis der exakten 
fassengleichheit von Elektron und Positron genannt zu werden. In einer 
51 erschienenen Arbeit (6) hatte man zwar ein Resultat erhalten, das 
seser Symmetrie nicht entsprach (m,, = 0,998 m,_), genauere Messungen 
las dem Jahre 1953 (7) jedoch bestatigten die Massengleichheit (m,,—m,_ = 


} 
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(—26 + 71) -10-° m,). Auch fiir Mesonen wurde die Ladungssymmetrie m 
aller durch Experimente erreichbaren Genauigkeit gefunden. Wir fithren hie 
noch die letzten Angaben der Massenwerte und Zerfallszeiten an (8, 9, 10, 47) 


Teilchen Masse (in Einheiten von m,) Mittlere Lebensdauer 
mt 273,38 + 0,2 2,55 - 10-® 
a 272,74 + 0,27 2,92 + 0,32 - 10-8 
bet 206,9 + 0,2 2,22 + 0,02 - 10-° 
pe 206,9 < m, < 208,9 . 


Das wichtigste Ergebnis des Jahres 1955 ist der Nachweis des Antiproton 
mit dem 6 GeV-Beschleuniger durch die SEGRE-Gruppe (11). Die Existen 
des Antiprotons war langst vorausgesagt worden. Sie war eine derart offer 
kundige und unvermeidliche Folgerung aus dem Prinzip der Ladungs 
symmetrie, da8 es sogar schwer ist, festzustellen, durch wen und wann dies 
Vorhersage gemacht wurde. 

Eine zwar indirekte, aber dennoch konkrete Bestaétigung der Behauptuns 
da8 Antinukleonen existieren, war der Zerfall von z®. Wir erinnern daran 
daB die Existenz des neutralen z-Mesons 2° durch KEMMER vorausgesag 
worden war, der dabei von der Ladungsunabhangigkeit der Kernkrafte aus 
ging. Die Folgerungen aus einer Theorie, in der nur die geladenen z+ und a 
Mesonen vorkommen, widersprechen dem Experiment [s. BETHE (12)]. 
Es schien so, als ob das 2°-Meson keine Wechselwirkung mit einem elektra 
magnetischen Feld aufweise. OPPENHEIMER bemerkte jedoch, daB das a 
Meson virtuell (unter zeitweiliger Verletzung des Energieerhaltungssatze: 
ein Proton-Antiproton-Paar erzeugen kann, das unter Emission zweier ~ 
Quanten zerstrahlen kann. Auf diese Weise wurde der Zerfall 2° = 2 y m 
Hilfe der Vorstellung vom Antiproton vorausgesagt. Erst spaiter wurde « 
experimentell nachgewiesen. 

Natiirlich war diese indirekte Bestatigung der Existenz des Antiproton 
noch nicht iiberzeugend genug. Uberhaupt war die Zeit zwischen der Vorhes 
sage des Antiprotons und seiner Entdeckung im Jahre 1955 recht lang. Dies 
nervlichen Belastung waren anscheinend einige Theoretiker nicht gewachsed 
In den letzten Jahren gab es jedenfalls wiederholt Versuche, Theorien ai 
entwickeln, die die Existenz des Antiprotons leugneten. Gegenwartig ist maf 
von der Richtigkeit der Theorie der Ladungssymmetrie véllig iiberzeugt. || 
Vor der Inbetriebnahme eines gewaltigen Beschleunigers war man nicht in 
stande, das Antiproton in der kosmischen Strahlung nachzuweisen. Das et 
klart sich auf ganz natiirliche Weise. Die Wahrscheinlichkeit fir die Entst# 
hung eines Antiprotons p ist nimlich sogar bei StéBen, bei denen die Energé 
des einfallenden Teilchens geniigend groB ist, sehr gering. Das kommt dahet 
daf die Wahrscheinlichkeit fiir die Entstehung einer groBen Zahl von :# 
Mesonen viel gréfer ist als fiir die Erzeugung eines (p — p)-Paares. Gemall 
der von FERMI entwickelten statistischen Theorie der Teilchenerzeugung 
hat bei allen NukleonenstéBen, bei denen die Energie die fiir die Paa# 
bildung erforderliche um ein Vielfaches iibertrifft, die Zahl der im Augenbli i | 
des StoBes gebildeten Antinukleonen dieselbe GroBenordnung wie die Za 
der entstehenden 7-Mesonen. | 
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ach einer Bemerkung von POMERANTSCHUK setzt sich jedoch bei solchen 
6Ben die Wechselwirkung der im Augenblick des StoBes gebildeten ,, Wolke‘ 
jon Mesonen, Nukleonen und Antinukleonen wéhrend der Abkihlung und 
usdehnung fort. 
hh dem Zeitpunkt, in dem die Wechselwirkung aufhért, in dem also die 
Wolke“ ihre endgiltige Zusammensetzung erreicht hat, die dann experi- 
entell beobachtet wird, ist die Wahrscheinlichkeit nur gering, daB das 
ntiproton noch existiert. Die durch sowjetische Gelehrte vervollkommnete 
tatistische Theorie ist ausfihrlich in (13) wiedergegeben. Nach Schatzungen 
‘on SEGRE ist der Wirkungsquerschnitt fiir die Entstehung von >: bei einer 
nergie der eingeschossenen Protonen, die die Energieschwelle der Reaktion 
)+p=3p+ pum 10 bis 15% ibersteigt, nicht groer als 1/459 des gesamten 
Virkungsquerschnittes der Kernwechselwirkung. 
Segenwartig bemiiht man sich um den experimentellen Nachweis des Anti- 
®utrons 71). Es gibt gute Griinde fiir die Annahme, da Antineutronen unter 
‘enselben Bedingungen und ungefahr in derselben Menge wie Antiprotonen 
tntstehen. Allerdings ist jene Technik der Ablenkung in einem Magnetfeld, 
Helche die Bestimmung des Ladungsvorzeichens und der Masse von p er- 
hoglichte, zum Nachweis yon n unbrauchbar. Es wird notig sein, das Anti- 
*utron durch seine Kernwechselwirkungen zu identifizieren. Die Frage nach 
2n wesentlichen Eigenschaften des Antineutrons wird oft damit beantwortet, 
aB es ein neutrales Teilchen mit Neutronenmasse ist und sich durch ent- 
egengesetztes Vorzeichen des magnetischen Momentes vom Neutron unter- 
heidet, ahnlich, wie p und Pp verschiedenes Vorzeichen der elektrischen 
adung besitzen. Wenn man eine solche Definition auch nicht gerade als 
tisch bezeichnen kann, so ist sie doch héchst unvollstindig, da sie die haupt- 
chliche, wesentlichste Eigenschaft unbeachtet laBt. 
wie wichtigste allgemeine Eigenschaft der Antinukleonen — n und p — ist 
limlich ihre Fahigkeit, gemeinsam mit Nukleonen zu zerstrahlen. Gerat ein 
ntinukleon in irgendeinen Kern, dann zerstrahlt es gemeinsam mit einem 
‘ukleon des Kerns. Dabei wird eine Energie frei, die der doppelten Nukleonen- 
Aasse (plus kinetische Energie des Antinukleons) entspricht. Diese Energie 
‘erteilt sich auf die kinetische Energie der Neutronen und Protonen, die aus 
em Kern herausfliegen und die Bildung von Mesonen. Gegenwartig liegen 
iereits erste Beispiele fiir Sterne in Kernemulsionen vor, die durch Anti- 
srotonen hervorgerufen worden sind. Die Energie eines solchen Sternes ist 
tesentlich grofer als die kinetische Energie des Teilchens, das seine Ent- 
jehung verursacht (11, 14, 44, 45). Diese Eigenschaft der Zerstrahlung kann 
taf héchst bequeme Art und Weise mit Hilfe des Begriffes der ,, Nukleon- 
idung* erfaBt werden (15). 
é 
‘, Nukleon- und Neutrinoladung und das Gesetz der Aquivalenz von Masse 
und Energie 


M allen bekannten radioaktiven Prozessen bleibt die Gesamtzahl der Nu- 
eonen erhalten. Da wir iiberzeugende GewiGheit fiir die Existenz von Anti- 
ukleonen | gewonnen haben, kénnen wir dieses Gesetz so formulieren: Die 


ps3 d. dtsch. Red.: Vgl. Cork u. a., Phys. Rev. 104, 1193 (1956). 
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Differenz zwischen der Zahl der Nukleonen und der Zahl der Antinukleoner 
bleibt erhalten. Ordnen wir nun jedem Nukleon die Zahl + 1 (sowohl de un 
Proton als auch dem Neutron!) und jedem Antinukleon die Zahl a 1 
Nukleonladung zu, so kann man sagen, da8 bei beliebigen Prozessen die ge 
samte Nukleonladung ungeindert bleibt. Hier liegt eine vollige Analogie wu 
dem Begriff der elektrischen Ladung vor, welche als Differenz zwischen dex 
Zahl der positiv geladenen Teilchen (jedes hat die Ladung +e ) und der Zak 
der negativ geladenen Teilchen (Teilchenladung — e) definiert werden kan 
In gleicher Weise ordnen wir jedem Elementarteilchen eine Nukleonladung zu 
Sie ist beispielsweise + 1 fiir das Hyperon A°, das in p + x~ zerfallt und 0 fii 
z-Mesonen und 6-Mesonen, deren Zerfallsschema 6 = a+ + a2~ ist. Wege 
des Gesetzes von der ,,Erhaltung der Nukleonladung‘“‘ sind solche Prozesse wi 
die Verwandlung von zwei oder vier Neutronen in Mesonen verboten, auc 
wenn man die Reaktion tiber beliebige virtuelle Stadien fiihren wiirde 
Selbstverstandlich ist das Gesetz von der Erhaltung der Nukleonenzahl all 
gemein bekannt. Im Hinblick auf die Entdeckung von Hyperonen und Anti 
nukleonen ist es jedoch auBerst niitzlich, diesem Gesetz die kiirzeste une 
handlichste Form zu geben. 
Es ist bemerkenswert, daB die Erhaltung der Nukleonladung unmittelbar mii 
der Frage der Aquivalenz von Masse und Energie verbunden ist. Diskussioner 
zu diesem Thema findet man in den ,,Uspechi fiz. Nauk‘‘ vom Jahre 1953 
Wir fihren zuniachst eine Analogiebetrachtung durch. Ein System vo 
zehn Elektronen hat die elektrische Ladung — 10e. Wegen des Satzes von de 
Erhaltung der Ladung stellt sich der energetisch niedrigste Zustand dann e 
wenn die Elektronen ruhen und sich in gentigend groBem Abstand vone 
ander befinden, denn dann ist die COULOMB-Energie geniigend klein. In dieser 
speziellen Zustand besitzt das System mit 10 m, die kleinste Masse. Bei be 
liebigem Anfangszustand ist seine Masse M, groBer als 10 m,. Jedoch kan! 
das System nur den Energieiiberschu8 (M, — 10 m,) c2, der als kinetiseh 
und COULOMB-Energie erscheint, freimachen. Der Satz von der Erhaltung d 
elektrischen Ladung erlaubt es nicht, die der Ruhmasse der Elektronen ent 
sprechende Energie freizusetzen und zu realisieren. Betrachten wir nun eit 
System aus neun Elektronen und einem Positron. Seine Ladung betrigt —84 
Der niedrigste Energiezustand entspricht acht Elektronen mit der Mass 
8 m,. In diesem Falle kann ein Teil der Ruhenergie freigesetzt werden"! 
SchlieBlich ist es bei einem aus 5 e+ + 5 e- bestehenden neutralen System! 
méglich, die gesamte Energie freizusetzen einschlieBlich der den Ruhmasset 
entsprechenden Energie. 
Nunmehr betrachten wir gewohnliche neutrale Materie. Das Gesetz von a 
Erhaltung der elektrischen Ladung wiirde erlauben, da z. B. 1 g neutrald 
Wasserstoff vollig zerstrahlt. Der Erhaltungssatz fiir die Nukleonladung sorg 
jedoch dafiir, daB diese Vernichtung nicht stattfindet, denn es sind nur Pr 
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1) Einige Philosophen bestehen darauf, daB bei der Zerstrahlung zweier Teilchen e+ ++ « 
immer zwei andere Teilchen entstehen, namlich zwei y- Quanten. Da die y- Quanten j/# 
doch vollig absorbiert werden kénnen, hat das keine prinzipielle philosophische B : 
deutung. Die bei der Zerstrahlung freiwerdende Energie kann sich z. B. als Ganzes | | 
Warme umwandeln, d. h. sie kann eine Anderung der kinetischen Energie stabiler Tew 
chen verursachen und muB nicht unbedingt zur Erzeugung von y- Quanten dienen. 
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2sse moglich, bei denen die Nukleonenzahl sich nicht andert. Den niedrigsten 

nergiezustand eines Stoffes, der dieselbe Nukleonenzahl wie 1 g Wasserstoff 
jufweist (6,02 - 10°5/1,008), findet man in etwa 0,985 g Eisen oder in etwa 
jer gleichen Masse eines ihm nahegelegenen Elementes. Das folgt aus der 
fessung des Massendefektes. Die Energieausbeute bei der Umwandlung von 
'g Wasserstoff in 0,985 g Eisen entspricht also einer Masse von 0,015 g, 
). h., sie betragt etwa 10!* erg/g. Das ist annihernd das Fiinfzehnfache der- 
pnigen Energie, die man bei der Spaltung von 1 g Uran 235 im Kernreaktor 
whalt. Auf diese Weise kann also etwa 1,5% der Ruhenergie freigesetzt 
verden. Offensichtlich hatte Fock (16) gerade diesen Umstand im Auge, als 
& schrieb: ,, Der uberwaltigende Teil der Energie (und der ihr entsprechenden 
tuhmasse) hat an den Umwandlungen yewoéhnlich keinen Anteil und bleibt 
thalten.‘‘ Nur in einem System, das aus Elektronen und Positronen oder 
wlesonen besteht oder aus einer gleichen Zahl von Nukleonen und Antinukleo- 
en, in einem System also, in dem nicht nur die elektrische, sondern auch die 
ukleonladung gleich Null ist, kann die der Ruhmasse entsprechende Energie 
jollig freigesetzt werden. In einem solchen System wiirde die Energieausbeute 
1ehr als das Tausendfache der Zerfallsenergie von 1 g Uran 235 ausmachen. 
ffenbar ist es ein hoffnungsloses Unterfangen, an die praktische Verwendung 
tolcher Systeme zu denken. Schon ihre Herstellung wiirde eine Menge an 
@lektroenergie erfordern, die die Zerstrahlungsenergie um ein Vielfaches 
bertrifft. Hinzu kommt, daB man sich kaum ein praktisch annehmbares 
Verfahren fiir die Ansammlung und Aufbewahrung der Antinukleonen vor- 
tellen kann, bei dem sie nicht sofort in der Nahe des Apparates, in dem sie 
wzeugt werden, zerstrahlen wiirden. 

Vir waren von der Frage nach dem wesentlichsten Unterschied zwischen 
Yeilchen und Antiteilchen ausgegangen. Wir konnen jetzt feststellen, daB der 
“auptunterschied zwischen Proton und Antiproton bzw. Neutron und Anti- 
Jeutron auf dem Vorzeichen der Nukleonladung beruht, und nicht etwa auf 
em der elektrischen Ladung oder des magnetischen Momentes. Als besonders 
thrreiches Beispiel hierfiir wollen wir noch das Wasserstoffatom H betrachten, 
sas sich in einem Zustand mit dem Spin 0 befindet. Dieses Atom kann man 
ls ein Elementarteilchen ansehen, das elektrisch neutral ist und kein magne- 
on Moment besitzt. 


Yer Antiwasserstoff H, der aus Antiproton und Positron besteht, ist ebenfalls 
teutral und besitzt ebensowenig ein magnetisches Moment. Daraus darf man 
*ber nicht auf die Identitat von H und H schlieBen! Im Vakuum ist jedes 
sieser Teilchen ‘stabil. Bei Berihrung mit gewohnlicher Materie bleibt der 
Wasserstoff ebenfalls stabil, wahrend der Antiwasserstoff sofort zerstrahlt. 
Dieser offenkundige Unterschied laBt sich bequem nur in folgender Weise 
‘rmulieren : : Htragt die Nukleonladung +1, wahrend H die Nukle onladung —1 
-ugeschrieben wird. Beziiglich der Nukleonladung sind also H und H nicht 
teutral; der ,,gewOhnlichen Materie‘‘ kommt aber positive Nukleonladung 
u. Infolgedessen zerfallt H bei Bertthrung mit ihr. 

Jnter der Symmetrie der Naturgesetze beziiglich ladungskonjugierter Trans- 
ormationen versteht man die Invarianz dieser Gesetze bei gleichzeitiger 
nderung der Vorzeichen aller Ladungen. Dabei verwandelt sich e~ in et, 
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pin p, nin » und H in H. Teilchen, die beziiglich der elektrischen und der 
Nukleonladung neutral sind (y- Quanten und 7°-Mesonen), werden durch eine 
ladungskonjugierte Transformation in sich selbst tiberfiihrt. Wir weisen hie ° 
darauf hin, daS man nicht nur eines der Ladungsvorzeichen andern darf 
ohne das andere umzukehren. Das folgt schon daraus, daB z. B. kein elektrisch! 
negativ geladenes Nukleon (mit positiver Nukleonladung) existiert. 
Uberaus lehrreich ist das Beispiel der geladenen Hyperonen. Bekanntlich bez 
sitzen die beiden Teilchen &* und 3-+) verschiedenes Vorzeichen der elek« 
trischen Ladung, beiden kommt jedoch positive Nukleonladung zu. Diese beider 
Hyperonen kénnen nicht miteinander zerstrahlen, sie stehen nicht im Teilchen 
Antiteilchen-Verhaltnis zueinander. Mithin mu8 man theoretisch dia 
Existenz zweier Teilchen 5+ und 5- mit negativer Nukleonladung fordernt 
Solche Hyperonen konnte man bisher noch nicht beobachten. Nach letzte 1 
Angaben (STEINBERGER auf einer Konferenz in Moskau im Mai 1956) sind 
die Massen von £+ und 5- verschieden. Das entspricht vollstandig dem Be¢ 
fund, daB8 diese beiden Hyperonen trotz entgegengesetzter elektrischer 
Ladung kein ,,Teilchen-Antiteilchen‘‘-Paar bilden: In einem solchen Paap 
miissen die Vorzeichen aller Ladungen fiir beide Teilchen verschieden seins 
und nicht nur die der elektrischen Ladung. 
Die zweifache Anwendung des Operators der ladungskonjugierten Trans 
formation P fihrt offensichtlich das ganze System in den urspriinglicher 
Zustand zuriick, so daB P? = 1 ist. Fir Teilchen, die durch einmalige Wi 
kung von P in sich selbst iiberfiihrt werden, bedeutet die Wirkung de 
Operators die Multiplikation der Wellenfunktion entweder mit + 1 oder mit 
—1. Beide Méglichkeiten sind mit der Eigenschaft P? = 1 vertriglich. Au 
diese Weise entsteht der Begriff der Ladungsparitaét neutraler Teilchem 
P = +1 bedeutet gerade Ladungsparitit (z. B. 2°) und P = — 1 ungerad 
Ladungsparitat (z. B. y-Quanten). Auf geladene Teilchen ist dieser Begrifi 
nicht anwendbar, weil sie sich bei einmaliger Anwendung von P in ande 
Teilchen verwandeln. Man kann zeigen, daB die Ladungsparitat eine Eri 
haltungsgréBe ist?). 
Daraus ergibt sich eine ganze Reihe strenger Auswahlregeln. Das 2°-Meso 
darf z. B. nur in eine gerade Zahl von y- Quanten zerfallen. 

Fiir ein neutrales System von Teilchen li®t sich der Begriff der Ladungs} 
paritat ebenfalls definieren. So ist das ,,Atom“, das aus z+- und 2--Mesoned 
besteht, je nach der Paritiit des Bahndrehmomentes | ein gerades oder un! 
gerades System beziiglich der Ladungsparitit, weil die ladungskonjugier 
Transformation, die x* in z- und z~ in z* tiberfiihrt, nichts anderes als raum® 
liche Vertauschung darstellt. Im S-Zustand besitzt ein solches ,,Atom/ 
gerade Paritaét; in diesem Falle kann es sich wohl in 2 y, 20° oder 2° + 2! 
verwandeln, nicht aber in 7° + 1 y. 


1) Siehe d. Anm. d. dtsch. Red. am SchluB der Arbeit. 
*) Die Ladungssymmetrie bedeutet die Invarianz des HAMILTON-Operators H beziiglich J 
Hieraus folgt, daB H und P kommutieren, d. h. P ist ein Integral der Bewegung. D 
hier betrachtete strenge Symmetrie beziiglich der ladungskonjugierten Transformatid! 
darf man nicht mit der angenaherten sogenannten Ladungssymmetrie in der Keri 
physik niederer Energien verwechseln. Bekanntlich ist der letztere Begriff mit dem a 
satz von Neutronen durch Protonen und umgekehrt verbunden (,,Spiegelkerne“). | 
|| 
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Die Verkniipfung des exakten Prinzips der Ladungssymmetrie mit der in 
fewisser Naherung giiltigen Theorie des Isotopenspins ergibt eine Reihe 
ichtiger, allerdings nicht streng giiltiger Auswahlregeln [s. (5) und die dort 
ngegebene Literatur]. 

ur das Neutrino ist zunichst nicht klar, ob die ladungskonjugierte 
ansformation zu einem zweiten Teilchen fihrt, dem Antineutrino (wie 
tm Falle des Elektrons und Positrons), oder ob nur ein Teilchentyp existiert 
wie beim z°-Meson und y- Quant), d. h., ob das Antineutrino mit dem Neu- 
ino identisch ist. Die entsprechenden zwei Varianten der Theorie (die 
PirACsche Theorie und die Theorie von MAJORANA) fihren zu wesentlich 
Snterschiedlichen Aussagen tiber den doppelten f-Zerfall (17). Die Arbeit 
on McCarTHy (J8), die nach dem in (17) gegebenen ausfiihrlichen 
Sberblick veréffentlicht wurde, schien zugunsten der MAJORANA-Theorie zu 
prechen. Die letzten diesbeziiglichen Messungen wurden von AWSCHALOM 
19) angestellt. Es gelang ihm nicht, den doppelten -Zerfall Ca*® > Ti*® + 
++2e- zu finden, wobei nach seiner Abschatzung der Empfindlichkeit der Appa- 
satur die Zerfallsperiode mehr als 2 - 10!* Jahre betrigt. Eine groBe Gruppe 
smerikanischer Wissenschaftler, die den doppelten f-Zerfall von Nd?” 
fuchte (Nd 129 + Sm 73 + 2 e- + 4,4 MeV), gelangte ebenfalls zu negativen 
sirgebnissen (20) (die Zerfallsperiode ist groBer als 2 ~ 4-101® Jahre). 
Aus diesen Ergebnissen folgt, da Neutrino und Antineutrino ihrem Wesen 
‘nach voneinander verschiedene Teilchen sind. In diesem Falle kann man 
sieben der elektrischen und Nukleonladung als dritte GréBe die sogenannte 
Weutrinoladung einfihren (21). Sie bleibt bei allen Umwandlungen erhalten. 
Wenn man die Neutrinoladung von Elektron und yu-Meson richtig wahlt, 
ixann man solche Prozesse wie den Zerfall u- = e~ + y oderu- +n =n + e~ 
“treng verbieten. Trotz sorgfaltig angestellter Versuche hat man diese Pro- 
sesse bisher tatsaichlich nicht beobachtet. 

Unabhangig von dem hier Dargelegten erhielten KONOPINSKI und MAH- 
™MOUD in einer weniger exakten Formulierung ahnliche Resultate (22). 
IschlieBlich sei noch auf die Sonderstellung der elektrischen Ladung hin- 
hewiesen. 

Das Gesetz der Erhaltung der elektrischen Ladung wurde in der klassischen 
Mlektrodynamik unabhangig von der Elektronentheorie entdeckt. Die elek- 
jrische Ladung eines Korpers kann man durch das elektrostatische Feld, das 
‘hn umgibt, messen. Die Nukleon- und Neutrinoladung hingegen kann man 
ur ermitteln, wenn man die Zahl der Elementarteilchen abzahlt. 

3ei gewohnlicher Materie, die weder Antinukleonen noch freie Hyperonen 
yder Mesonen enthalt, kann die Masse des Korpers als genaihertes MaB fir 
tie Nukleonladung — bzw. die Nukleonenzahl — dienen. Infolge des Massen- 
‘lefektes ist dieses MaB nicht vollig exakt. In 1 g Wasserstoff befinden sich 
|, B. weniger Nukleonen als in 1 g eines schwereren Elementes. Ergainzend 
lei hier vermerkt, daB die Nukleonladung keine GréBe ist, die die. Wechsel- 
virkung mit Mesonen charakterisiert. 

Dbgleich die Existenz der Neutrinoladung sehr wahrscheinlich ist, bedarf sie 
Ee tecer experimenteller Bestatigung. 

Bemerkenswert ist noch der Versuch von MARX, der einen Zusammenhang 
wischen der Neutrinoladung und der Konstanten herzustellen suchte, die 
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die Wahrscheinlichkeit der Prozesse charakterisiert, bei denen ein Neutrino 
erzeugt wird (23). 


III. Fremde Teilchen’) 


Als Resultat angestrengter experimenteller und theoretischer Untersuchungen 
von Hyperonen und schweren Mesonen entstanden in den Jahren 1954 bis 
1955 neue Vorstellungen iiber die Antiteilchen. In den Arbeiten (24, 25, 26) 
sind diese Dinge bereits von verschiedenen Seiten beleuchtet worden. Deshalb 
erinnern wir den Leser an dieser Stelle nur an einige grundlegende Tat- 
sachen, die fiir das Verstindnis des Weiteren unerlaBlich sind. Alle Einzel- 
heiten, so eine Analyse der experimentellen Daten oder die Literaturzitate, 
sollen hier, soweit sie in den oben erwahnten Arbeiten zu finden sind, weg- 
gelassen werden. Uns interessieren an dieser Stelle nur diejenigen Angaben, 
die das neutrale Hyperon A° und das neutrale schwere Meson 6° betreffen. 
Daher lassen wir im folgenden den Index ,,0“ fort. 

Die Teilchen A und 6 werden durch die Zerfallsreaktionen 


A=p+a2 + 37 MeV, (1) 
und 

6 =27+ +> + 214 MeV (2) 
charakterisiert. 
Daraus erhalt man fiir die Masse von A : 2180 m, und fiir die Masse von 
0: 963 m,. Die Zerfallsperiode von A betrigt 3,7-10-2° sec und von 6 
1,5 - 10-1 sec. Die Erzeugung von A und 0 erfolgt nach den Reaktionen ?) 


Tp = AO (3) 
N+N=A+0+4N. (4) 


und 


Die Erzeugung von einem oder zwei A-Teilchen ohne gleichzeitige Ent- 
stehung von 6 wiirde einen merklich geringeren Energieaufwand erfordern. 
Die entsprechenden Reaktionen wiirden einen geringeren Schwellenwert be- 
sitzen. Fiir das Weitere ist besonders wesentlich, da8 PONTECORVO und seine 
Mitarbeiter trotz angestrengten Suchens keine Reaktion finden konnten, in 
der A ohne gleichzeitige Entstehung von 6 erzeugt wird. Es gilt also 


N+N+N+A, (5) 
N+N+A+A. (6) 


Die Tatsache, daB A- und 6-Teilchen nur paarweise entstehen, stimmt mit 
der GréBe ihrer Lebensdauer iiberein. 

Auf die Reaktionen der Elementarteilchen kann man eine Art Algebra an- 
wenden, durch welche ein Teilchen von einer Seite der Reaktionsgleichung 
auf die andere iibertragen werden kann, indem man es durch sein Antiteilchen 


1) Anm. des Ubersetzers: In der angelsachsischen Literatur als »Courious Particles“ 
oder ,,Strange Particles’ bezeichnet. 
*) N soll hier ein Neutron kennzeichnen. 
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ersetzt (s. oben die Verkniipfung zwischen der Entstehung eines Teilchens 
und der Vernichtung eines Antiteilchens). Wegen des Prinzipes von der Um- 
kehrbarkeit aller Prozesse oder, wie man in der Statistik und Thermodynamik 
sagt, des Prinzipes vom detaillierten Gleichgewicht, kann man die Reaktions- 
gleichung sowohl von links nach rechts als auch von rechts nach links lesen. 
Dabei sind die auf ein Niveau oder das Einheitsvolumen im Phasenraum be- 
zogenen Wahrscheinlichkeiten fiir die direkte und die inverse Reaktion 
gleich. Wenn man nahe dem Schwellenwert gelegene Energien nicht betrach- 
tet, sind die Wirkungsquerschnitte fiir die direkte und die inverse Reaktion 
praktisch von gleicher GréBenordnung. 

Aus Experimenten ist bekannt, daB die Nukleonen und die z-Mesonen stark 
miteinander wechselwirken. Die mit dem Gesetz von der Erhaltung der 
elektrischen und der Nukleonladung vertraglichen Prozesse, die unter alleiniger 
Beteiligung von Nukleonen und z-Mesonen verlaufen, besitzen einen Wir- 
kungsquerschnitt von 10-24 cm? bis 10-27 cm?. In den Fallen, in denen die 
Wechselwirkung der Nukleonen und z-Mesonen zur Bildung gebundener 
Zustande fihrt, betragt die Bindungsenergie mehrere MeV (bis zu einigen 
zehn MeV). Diesen starken Wechselwirkungen entsprechen Zerfallsperioden 
von 10-1° sec bis 10-2 sec). 

Als Beispiel weisen wir auf den angeregten Zustand des Nukleons hin. Diesen 
Zustand, dem der Spin 3/2 zugeordnet wird, fand man aus der Resonanzkurve 
der Streuung von Mesonen an Nukleonen (8, 12, 28). Der Resonanzbreite von 
etwa 100 MeV entspricht eine Lebensdauer von, gréS8enordnungsmafig 
10-*8 sec. 

Die starke Wechselwirkung wird durch die dimensionslose GroBe g?/kc von 
der GréBenordnung 1 charakterisiert. Deshalb entspricht einer Aufeinander- 
folge mehrerer starker Wechselwirkungen eine genauso oft durchgefihrte 
Multiplikation mit dieser Zahl. Wirkungsquerschnitte und Zerfallsperioden 
andern sich daher nicht wesentlich. 

Wiirde die Einzélbildung von A gemé8 Reaktion (5) mit merklichem Wir- 
kungsquerschnitt erfolgen, so kénnte man aus ihr — wie man sich leicht 
iiberzeugt — das Zerfallsschema 


N+N=N+44A; A=N+N+N; i 


A=N4+N4+N=N4=ptor 


konstruieren. Folglich wiirde man eine Zerfallsperiode fiir A von der GréBen- 
ordnung 10-2°sec erwarten. Mit Hilfe derselben Uberlegungen kann man 
mittels der beobachteten Lebensdauer von 3,7 - 10-1° sec den Wirkungs- 
querschnitt der Einzelerzeugung von A abschatzen. Dieser Wirkungsquer- 
schnitt muB um das 101° bis 10!?-fache kleiner sein als der fiir Prozesse mit 
starker Wechselwirkung. GréBenordnungsmifBig ergibt sich der Wert von 


1) Die Abschatzung dieser Perioden ist gerechtfertigt, falls keine besonderen Ursachen 
auftreten, die den Zerfall schwerer Compoundkerne verzégern, wie z. B. die COULOMB- 
Barriere fiir den a-Zerfall oder ein groBes statistisches Gewicht angeregter schwerer 
Kerne, das die Neutronenverdampfung verlangsamt. 
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10-38 cm?. Damit ist der ProzeB der Einzelerzeugung von A natiirlich der ; 
Beobachtung entzogen. I 
Zwischen dem langsamen Zerfall von A und dem langsamen Zerfall von 6 | 
besteht ein innerer Zusammenhang. Das folgt daraus, daB die gemeinsame Er- ! 
zeugung von A und 6 — nach den Reaktionen (3) und (4) — einer starken | 
Wechselwirkung entspricht. Man kann den Zerfall von @ als eine Folge ; 
,» Starker“ virtueller Prozesse mit nur einem » Schwachen“, langsamen Glied 
— dem A-Zerfall — darstellen: 


=pta+A=ptn-+p4+ant=n-4+n. (8) | 


Das erste (starke) Stadium ist eine Folge der Reaktion (3), das zweite . 
(schwache, langsame) geht auf den Zerfall von A zuriick. Wegen der Ladungs- 


symmetrie wird auch der Zerfall yon A durch eine schwache Wechselwirkung 
charakterisiert. Das letzte (starke) Stadium bedeutet schlieBlich die Wechsel. 
wirkung von Nukleonen mit 2-Mesonen. 

Nimmt man an, da8B jeder virtuelle Proze8 mit starker Wechselwirkung 
einen Faktor der GréBenordnung 1 beitragt, dann folgt daraus, daB die | 
Zerfallszeiten von A und 6 in der GroBenordnung tibereinstimmen. 

Mit gleichem Erfolg kénnte man den Zerfall von 6 als den primaren ProzeB 
betrachten und den Zerfall von A hierauf zuriickfihren. 

Aus dem bisher Dargelegten wird sofort klar, daB die Einzelerzeugung von 
A [s. Reaktion (5)] nicht vorkommen kann. Wir werden nun aus der bisher 
véllig unerwarteten Tatsache, daB® auch die paarweise Erzeugung von 2 A 
nach der Reaktion (6) nicht existiert, sehr wichtige Schliisse zichen. 

Das schwere 9-Meson ist hinsichtlich aller betrachteten Ladungen ein neu- 
trales Teilchen, ahnlich wie das °-Meson oder das y- Quant. Man kénnte an- 
nehmen, daB es sich durch ladungskonjugierte Transformation wie diese in sich 
selbst verwandelt. In diesem Falle kann man aber 6 ungedndert von einer Seite 
einer Reaktionsgleichung auf die andere tibertragen und ein Schema zur Er- 
zeugung von 2 A allein aus starken Wechselwirkungen angeben: 


N+N=N+0+A=p+a-4044=24. (9) 


Aus Experimenten ist jedoch bekannt, daB es einen solchen ProzeB nicht 
gibt (27). Daher muB die oben gemachte spekulative Annahme — @ geht 
durch ladungskonjugierte Transformation in sich selbst uber — fallen ge- 
lassen werden. Folglich mussen zwei voneinander verschiedene neutrale 
Teilchen 6 und @ existieren, d.h. 0 muB ein Antiteilchen 6 besitzen. 

Welches dieser beiden Mesonen ,,Teilchen“ und welches ,,Antiteilchen‘“‘ ge- 
nannt werden soll, ist nur eine Angelegenheit der Konvention. Wir wollen 
verabreden, daB die Bezeichnung _,,'Teilchen“ und die Bezeichnung 6 fir 


dasjenige Meson beibchalten werden soll, das zusammen mit A entsteht. 
Hierfiir ist die starke Wechselwirkung 


N=0+A (10) 


charakteristisch. 
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Daraus folgert man leicht die starke Wechselwirkung 


6+ N=A. (11) 
Die starke Wechselwirkung 6 + N = A gibt es aber nicht, stets gilt also 
64+N+A. (12) 


So entsteht also @ gemeinsam mit A. Trifft 6 jedoch auf einen Kern, so 
kénnen weitere A nicht gebildet werden. 2 se 

Um die inneren Unterschiede zwischen 2+, 2°, 9 und 0 zu veranschaulichen, 
betrachten wir die sogenannte Polarisation des Vakuums, die durch diese 
Teilchen hervorgerufen wird. Teilchen, die mit anderen Zustiinden in Wechsel- 
wirkung stehen, miissen sich gema8 der Quantenmechanik zeitweilig in 
diesen anderen Zustanden aufhalten. So erscheint z. B. das 7*+-Meson zeit- 
weilig als ein Komplex von Proton und Antineutron p + n. Bekanntlich 
unternahmen FERMI und YANG sogar den Versuch eine Theorie aufzubauen, 
in der das 2-Meson immer als ein solches Paar erscheint (29). Diese Theorie 
fiihrte nicht zu quantitativen Resultaten. Sie ist jedoch anschaulich und ent- 
halt einen rationellen Kern, denn das Meson muB sich mindestens zeitweilig 
im Zustand eines Nukleon-Antinukleon-Paares befinden. Fiir das 2°-Meson 
ergeben sich dabei mit gleicher Wahrscheinlichkeit die Paare p + p und 
n +n. Im Vakuum durch z-Mesonen erzeugte Nukleon-Antinukleon-Paare 
befinden sich im S-Zustand mit dem Spin 0. Offensichtlich verwandeln sich 
die Paare p+ p und n+ 7 durch ladungskonjugierte Transformation in 
sich selbst. Daraus sieht man, da bei ladungskonjugierter Transformation 
das x°-Meson in sich selbst tiberfihrt wird. 

Markow (30, 43) erweitert die Theorie von FERMI und YANG auf das 0- 
Meson. Aus der Gleichung (10) folgt 


@=(N'+ A). 
Entsprechend gilt fir das ladungskonjugierte Teilchen 
eae iat eenh 


0 kann sich nun im Prinzip in @ verwandeln. Ein solcher Proze mu8 aber 
iiber die langsamen Stadien des Zerfalls von Ain p+ a und die entsprechen- 
den ladungskonjugierten und inversen Reaktionen verlaufen (die langsamen 
Stadien sollen durch ein Sternchen tiber dem Gleichheitszeichen gekenn- 
zeichnet werden): 


@6=N4AANGP +a H=pt+N ta ZA4N =8. 


In der Theorie von GELL-MANN (31, 31a, 32), die die Bildung und den Zerfall 
vieler in letzter Zeit entdeckter Teilchen erfolgreich beschreibt, wird eine 
neue Quantenzahl S eingefihrt (,,Fremdheitsquantenzahl“)?). Jedem Teil- 
chen wird ein S-Wert zugeschrieben. Es wird postuliert, da diejenigen 


1) Anm. des Ubersetzers: In der angelsichsischen Literatur ist die Bezeichnung 
, strangeness quantum number“ fiir S iblich. 
7 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Prozesse, bei denen die Summe aller S-Werte konstant bleibt, durch starke 
Wechselwirkung charakterisiert werden. Solche Prozesse treten bei St6Ben 


auf. Wenn ein Zerfall unter Erhaltung der Summe der Fremdheitsquanten- | | 


zwhlen S méglich ist, dann geht er innerhalb einer Zeit von 10°” bis 10-23 see 
vor sich. Daher gelingt es nicht, das entsprechende Teilchen in freiem Zu- 
stand zu finden. 


Prozesse, bei denen sich die Summe der S-Werte um eine Einheit andert, | 


entsprechen Zerfallsperioden von der GroRenordnung 10-1° sec. Bei St6Ben, 
die etwa 10-2 sec dauern, wurden solche Prozesse nicht gefunden. 
SchlieBlich wiirde man fiir Prozesse, bei denen sich die S-Summe um zwei 
Einheiten oder mehr andert, eine Periode der GréBenordnung 1 sec erwarten, 
so da8 sie praktisch nicht zu beobachten sind. 

Den Nukleonen und z-Mesonen ordnet man die Zahl S = 0 und dem Hyperon 
A die Zahl S = —1 zu. Fir 6 muB man daher entsprechend den Gleichungen 


(10) und (11) S= +1 und fiir 6 § = —1 wahlen. Fir das Weitere ist 


wesentlich, daB die gegenseitige Umwandlung von 6 und 6 ineinander 
nicht durch die exakten Erhaltungssiatze ( Erhaltungder elektrischen, Nukleon- 
oder Neutrinoladung) verboten werden kann. Diese Umwandlung hat nach 
der Theorie von GELL-MANN die Anderung der S-Summe um zwei Einheiten 
zur Folge. Deshalb kann sie nicht schnell verlaufen. Sie kann nur durch eine 
tiberaus schwache Wechselwirkung realisiert werden. Dennoch bleibt diese 
Umwandlung méglich. 

Erganzend bemerken wir, daB die in (33, 34, 46) angegebenen experimentellen 
Daten anscheinend auf einen groBen Spin des A-Teilchens hinweisen!). Die 
Zerfallsebene fiir A —> x- + p bildet in der Regel einen kleinen Winkel mit 
der Ebene, in der 4 erzeugt wird (im Schwerpunktsystem liegen die Spuren 
aller vier Teilchen, die an der Reaktion z+ + p = 4 + 9 beteiligt sind, in 
einer Ebenc). 


schreibt, muB sein groBer Spin Beriicksichtigung finden. Die frither aufge- 
stellten Hypothesen, die die groBe Lebensdauer von A ausschlieBlich auf den 


sich gehen, wobei Energie und Impuls an ein anderes Nukleon des Kernes 
abgegeben werden, ohne daB die Bildung eines 7-Mesons erfolgt. Ein solcher 
Mechanismus entspricht jedoch nicht dem Experiment: (35, 36). 


") Anm. bei der Korrektur: STEINBERGER teilte auf der Konferenz iiber die 
Physik hoher Energien (Moskau, Mai 1956) mit, daB seine Messungen in der Blasen- 
kammer die Korrelation der Erzeugungs- und Zerfallsflachen nicht bestatigten. Die Ur- 
sache dieses Widerspruches zu den vorausgegangenen Messungen blieb ungeklart. Die 
Frage nach dem Spin von A ist also noch offen. 


ey Sy er ST eee 


aan anes 


aie = )§ ee ~ 
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SchlieBlich weisen wir noch auf die interessante Feststellung von DALLA- 


PORTA (37, 38) hin, daB® die Zerfallswahyscheinlichkeit von A und 0 durch 
eine Kopplungskonstante charakterisiert wird, die von gleicher GroBenordnung 
ist wie die fiir Prozesse mit Neutrinoemission (f-ProzeB N = p +e +», 
Einfang eines u-Mesons und sein Zerfall). DALLAPORTA fiihrt die hypo- 
thetische Wechselwirkung A = N + NV + N ein, die er durch eine Konstante 
ahnlich der des £-Prozesses beschreibt. Dieses Stadium betrachtet er als 
virtuellen Zustand des Zerfalls von A und 8. Dadurch kann er eine befriedi- 
gende Abschatzung der Lebensdauern von A und @ angeben. 


IV. Besonderheiten der 0-Mesonen 


Die bisherigen Uberlegungen zeigten, da8 das neutrale schwere 0-Meson 
ein von ihm selbst verschiedenes Antiteilchen 0 besitzt!). Aus diesem Befund 
zogen GELL-MANN und Pats (39) und auch Pais und PIccIONI (40) hochst 
interessante Schliisse, die wir nun darlegen wollen. Die zu 0 bzw. 6 gehérigen 
Eigenfunktionen bezeichnen wir ebenfalls mit 6 bzw. 6. Die Wellenfunktion 
6 ist keine Eigenfunktion des Operators der ladungskonjugierten Transfor- 
mation P, wohl aber die symmetrische und die antisymmetrische Linear- 


kombination aus 6 und 6: 


6,-= 


Hieraus folgt, da& man die Wellenfunktion 6 umgekehrt als Linearkombi- 
nation aus 9, und 0, auffassen kann: 


6 = Ede (9, + O;). 


V2 


Die Erzeugung eines Teilchens 6 bedeutet also in Wirklichkeit je mit der 
Wahrscheinlichkeit 1/2 die Erzeugung der Teilchen 6, und ,. 

Bei freiem Fluge im Vakuum muB man gerade 0, und 0, als voneinander un- 
abhiingige verschiedene Teilchen ansehen, und nicht 6 und 6. Da der Opera- 
tor der ladungskonjugierten Transformation P mit dem HAMILTON -Operator H 
kommutiert (naheres s. unten), besitzen 0, und 0, im allgemeinen ver- 
schiedene Energie. Noch wichtiger ist, daB 0, und 0, verschiedene Zerfalls- 
schemata besitzen. 


1) Anm. der deutschen Redaktion: Fowler u. a., Phys. Rev. 108, 208 (1956) be- 
richten iiber ein in Kernemulsionen beobachtetes Ereignis, das sie durch gleichzeitige 


Entstehung von 6 und 6 deuten. 
fee 
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Anscheinend!) hat 0 den Spin 0. Es liegt auf der Hand, daf die Spins von’ 


/ 
i 
! 
| 
| 
i 
, 


0, 0, und 6, mit dem von @ tibereinstimmen. Ein (a+ — 2-)-Paar bildet () 
im S-Zustand ein System mit gerader Ladungsparitat. Folglich kann nur t) 
0, in x* + 2~ zerfallen, wihrend 6, anders zerfallen muB. Anscheinend be- 4 
sitzt 6, eine bedeutend gréBere Zerfallsperiode als 6,. Auf diese Weise ge- | 
langen PAIs und GELL-MANN, auf die diese Uberlegungen zurtickgehen, zu 1 
dem Ergebnis, daB die Hilfte der 0-Mesonen, die zusammen mit A ent-- 
stehen, nicht aufgefunden werden kénnen. 

In einer spateren Arbeit betrachten Pais und PICCIONI ausfihrlicher die » 
Frage der Kernwechselwirkungen von @-Mesonen unter Beriicksichtigung ; 
dieser Uberlegungen iiber 6, und 0,. Die auf einen Kern treffenden 0,- - 


Teilchen miissen als ein Gemisch aus den beiden Teilchensorten 6 und 0) 
angesehen werden. Die 6-Teilchen besitzen die Fahigkeit, zusammen mit ; 


Nukleonen Hyperonen zu erzeugen?) (0 + N = A), wahrend die 9-Teilchen 
nur gestreut werden kénnen. Bei Kernwechselwirkungen muB 6, ebenfalls ; 


als ein Gemisch aus 9 und 6-Teilchen betrachtet werden. 
Wenn man in einem Biindel, das die beiden Teilchensorten 6, und 0, ént- 


halt, die Menge der 6- und §-Mesonen bestimmen will, muB man die Phasen- . 
verhaltnisse beriicksichtigen (in der Quantenmechanik werden nicht die» 

Wahrscheinlichkeiten, sondern die Amplituden addiert). Zunachst mu8 man | 
also die Wellenfunktionen 0, und 6, addieren und danach die Koeffizienten | 


von @ und @ in dieser Summe bestimmen. Fiir die Untersuchung des Zer- 
falles geniigte es zu wissen, daB das zusammen mit A entstehende Teilchen eine 
Mischung zweier verschiedener Teilchen 6, und 0, ist. Um jedoch ein voll- 
standiges Bild zu erhalten, mu8 man — wie oben ausgefiihrt — die Phasen- 
verhiltnisse beachten. Die hier betrachtete Theorie fiihrt zu recht eigen- 
artigen Aussagen tiber den Zerfall von 0-Mesonen und ihre Wechselwirkung 
mit Materie. 

Wir stellen uns ein diinnes Target vor, das mit 2--Mesonen beschossen wird. 
In diesem Target verlauft die Reaktion a + p =A + 0. Die hier entstehen- 
den Teilchen kénnen die Reaktion 6 + N = A nicht eingehen, wie wir schon 
frither erkannt haben. In einem zweiten Target, das hinter dem ersten so 
aufgestellt ist, daB es von den primir eingeschossenen z--Mesonen nicht ge- 
troffen werden kann, kénnen die 0-Mesonen also keinesfalls die Entstehung 
von A-Teilchen verursachen. 

Nach Verlassen des zweiten Targets mégen die 0-Mesonen einige Zentimeter 
im Vakuum oder durch ein Gas fliegen (etwadurch eine WILS ON-Kammer). Auf 
diesem Wege zerfallt die 0,-Komponente vollig (0, = x* + 27-), wahrend die 
0,-Komponente erhalten bleibt. Am Ende der Strecke, wo die 6,-Kompo- 
nente bereits véllig zerfallen ist, stellen wir nun ein Target III aus dichter 
Materie auf. In ihm kénnen die Qa-Mesonen bereits A-Teilchen erzeugen, 


1) Beim 6-Zerfall fand man keine Korrelation zwischen den Richtungen der Zerfalls- 
produkte und den Richtungen der Teilchen, die bei der Erzeugung von @ mitwirken | 
(33). . 

*) Der Energieiiberschu8 kann durch andere Nukleonen des Kerns absorbiert werden 
oder die Bildung von -Mesonen verursachen. 
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weil in 6, die Teilchen @ enthalten sind [und zwar wegen 0, = 1/V2 (0 — 6) 
mit der Wahrscheinlichkeit 1/2]. Unmittelbar vor Eintritt in das Target III 
besteht das Teilchenbiindel allein aus der Sorte 0,. Der Zerfall von 0, in 
a+ + a7 ist hier bereits abgeschlossen, und einen Zerfall von 0, in at +27 
gibt es nicht. Unmittelbar vor dem Target III geht der Zerfall in x* + a- 
also nicht vor sich. In ihm wird von dem Strom der 6,-Teilchen die Kom- 


ponente @ wegen der Kernwechselwirkung absorbiert. Folglich enthalt das 


Biindel bei Austritt aus dem Target III einen Uberschu8 von 6 tiber 6. Es 
besteht nun nicht mehr nur aus 6,, sondern die Komponente 6, kommt eben- 
falls vor!). Auf diese Weise tritt der Zerfall in 1+ + a~ hinter dem Target III 
wieder auf, obgleich nur eine Absorption stattfand und keine neuen Teilchen 
erzeugt wurden. 

Diese eigenartigen Verhaltnisse kann man durch das ganz ahnliche Verhalten 
polarisierten Lichtes illustrieren. In dieser Analogie mogen 6 und 6 der 
vertikalen und horizontalen Lage der Polarisationsebenen entsprechen. 6, 
und 6, charakterisieren um 45° gedrehte Polarisationsebenen (s. Bild1)?). Der 


6; 


Bild 1. Bild 2. 


Zerfall entspricht der Absorption der 9,-Komponente, d. h. einem Polarisa- 
tor, der so gedreht ist, daB nur die 6,-Komponente durchgelassen wird. In 


dem Biindel 9 hinter dem Target I ist die Komponente @ nicht enthalten. 
Hinter dem ,,Polarisator‘’ kommt § jedoch in der 6,-Komponente vor. 
Die Kernwechselwirkung im Target III entspricht einem Polarisator, der 6 
absorbiert und fiir 9 durchlassig ist usw. 

Neben dem Zerfall von 9, mu man noch eine mégliche Massendifferenz 
m, — m, beriicksichtigen (mit m, bzw. mq sind die Massen von 6, und 4, 
bezeichnet). Die Wellenfunktionen 6, und 6, sind im Ruhsystem der Teil- 
chen den Ausdriicken 


exp (im,c?t/h) und exp (im,c?t/h) 


proportional. 


1) Zur Bildung von 6, in dem Biindel, das urspriinglich nur aus der Komponente 0, 
bestand, tragt nicht nur die Absorption von 0 bei, sondern infolge Phasenverschiebung 


auch die Streuung von @ an den Kernen. 
2) Pais und Piccioni benutzen eine etwas andere Analogié. Sie vergleichen 0, und 6, 


mit zirkular polarisiertem Licht. 
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In optischer Analogie entspricht diese Massendifferenz einer Doppelbrechung 5 
des Lichtes mit den Achsen 6, und @,. Sie dreht die Polarisationsflaiche des ;) 
im Augenblick seiner Erzeugung aus 6 bestehenden Biindels. Bei der Mes- | 
sung des Wirkungsquerschnittes fiir die Hyperonenerzeugung im Target HI |) 
in Abhingigkeit von seinem Abstand/ vom Orte der 6-Erzeugung (d.h. 
dem Target I) hat man demnach einen oszillierenden Verlauf der MeBkurve 
zu erwarten. In Bild 2 ist als Kinheit der Wirkungsquerschnitt des reinen 9 | 
angenommen. Der asymptotische Wert 1/2 entspricht dem Biindel der 4, | 
nach dem vdlligen Zerfall von 6,. Die Schwingungsperiode wéahrend des 
Fluges betragt 22 h/c? (m, — m,). 

Die Messung einer zu erwartenden geringfiigigen Massendifferenz erweist | 
sich damit als im Prinzip moglich. 

In letzter Zeit fand man einen Fall anormalen 6-Zerfalles (41), bei dem @ 
anscheinend in ein “-Meson, ein z-Meson und ein Neutrino zerfallt. Man mu 
erwarten, daB ein solcher Zerfall sowohl fiir 6, als auch fir 6, méglich ist. 
Fir 6, wird er infolge des Hauptzerfallstypes 6, =2* -+- 2- unbedeutend sein, 
fiir 6, aber erweist er sich als der Hauptproze8. Offensichtlich ergeben 6, und 
6, in gleicher Zahl w+ x- »- und u-2* v-Zerfalle. In der anfanglichen Periode, 
in der das Biindel 6, und 0, enthalt, mu& man einen der Kurve in Bild 2 
ahnlichen oszillierenden Verlauf des Verhaltnisses ~+/(u* + u-) erwarten 
(42). 

Wie kann man nun die Gré8enordnung der méglichen Massendifferenz ab- 
schdtzen? Ohne Beweis geben Pars und PiccionI als Abschatzung Am = 
= h/vc an, wobei t die Lebensdauer von 6, ist. Wir werden nun Uberlegun- 
gen anfithren, die diesen Wert fiir A m bestitigen (42). 

Die Massendifferenz m, — m, ist abhangig von der mdglichen Umwandlung 
0226, bei der sich die Fremdheitsquantenzahl S um zwei Einheiten andert. 
Das ist ein Prozef hoherer Ordnung, der schwicher als der Zerfall 9 —> 2+ + 
-++a~ ist. Auf den ersten Blick scheint hieraus zu folgen, daB die Massendifferenz 
bedeutend geringer ist als die mit 4/c? multiplizierte Zerfallswahrscheinlich- 
keit. In Wirklichkeit ist jedoch die Zerfallswahrscheinlichkeit dem Quadrat 
des Matrixelementes fiir Prozesse mit AS — 1 proportional, d.h. dem 
Quadrat der Kopplungskonstanten g. Die Massendifferenz indessen ist der 
ersten Potenz des Matrixelementes fiir den Ubergang 0 2 6 mit AS = 2 
proportional. 

Wenn man symbolisch 


. 09 7 ‘OQ . 00 \ hae ae | 
Da er eel a ta Big oie 


schreibt, erhalt man tatsichlich 


BE, = Ey +f, 


hy = E, —f. 


Da wir es mit der Stérung eines entarteten Systems zu tun haben, ist Z, fir 
$0 und @ identisch gleich. Man darf f ~g* erwarten, so daB Am = A/rc? 
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wird, wobei t die Zerfallsperiode (~ 1,5 - 10-1) ist, was den Angaben in (40) 
entspricht. ZahlenmaBig erhalten wir 


AP 310-4 n,, 


wobei m, die Elektronenmasse bedeutet. 
Man kann das Problem der Massendifferenz auch anders behandeln, indem 
man unmittelbar die einen Zerfall bedingende Kopplung der 0-Teilchen mit 
anderen Feldern betrachtet. Wenn man annimmt, daB der Spin von 6 gleich 
Null ist, dann befindet sich das beim Zerfall gebildete Paar 2+, 2- in geradem 
Zustand beziiglich einer ladungskonjugierten Transformation. Daher ist nur 
der Zerfall 6, = a+ + 2~- moglich, 6, zerfallt nicht. Der Zerfall von 6, zeugt 
von der Kopplung des 9,-Feldes mit dem Felde der z-Mesonen (Kopplungs- 
konstante g). Nach den Formeln der Sto6rungstheorie muB eine solche Kopp- 
| lung eine Niveauverschiebung hervorrufen, d. h. eine Anderung der Energie 
von §, unabhangig von dem Zerfall, der eine Niveauverbreiterung zur Folge 
8 hat. Die Anderung der Energie und Masse von 0, kann man nicht direkt 
9 durch die Zerfallszeit ausdriicken. Aus den Forme in (42) ist jedoch er- 
» sichtlich, da& die Kopplungskonstante g in 4m und 1/t in gleicher Potenz 
eingeht, wodurch die Abschaétzung von PAIs und PICCIONI nochmals be- 
© statigt wird. 
» Bei der Darlegung der Theorie iiber 0, und 0, begannen wir nach Pais und 
1 GELL-MANN mit der Schilderung der formalen Eigenschaften des Operators 
~ der ladungskonjugierten Transformation P. Dem theoretischen Physiker ist 
» ein solcher Aufbau der Theorie absolut klar. Etwas ,,primitiver‘‘, aber viel- 
» leicht doch anschaulicher und einleuchtender kann man dieselben Resultate 
! erhalten, wenn man nur die einzige Annahme macht, daB neben 6 auch 6 
> in a und z-~ zerfallen kann. In Wirklichkeit ist in dieser Voraussetzung 
+ natiirlich das Prinzip von der Ladungssymmetrie enthalten. Mit F() werde 
5 die Wellenfunktion des Paares z+ + 2- mit der Energie FE bezeichnet. Es 
» liegt auf der Hand, dai F (Z) einem kontinuierlichen Spektrum angehdrt, 
» und daB die Energien von 6 und @ ibereinstimmen; wir wollen sie mit 
, E, = mc? bezeichnen. Wird der Zerfall nicht beriicksichtigt, so haben die 
 Wellengleichungen die Form 


' Die analoge Wellengleichung ist fiir 6 giiltig. Wollen wir jedoch auch den 


. Zerfall von 6 und 6 einbeziehen, so miissen wir das Feld der 2-Mesonenpaare 
- und seine Kopplung mit dem 6-Feld einfiihren. Die Gleichungen lauten nun 


se dir E,9 + { M(B) P(B) 0(B) dk, 
ag nh y A] fy] 
Salers — 8,0 + { M(B) F(E) 0(B) dk 
F(E) 
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Hierbei ist M(E) das Matrixelement fiir die Umwandlung von @ in das Paari) 
a+ + 2- mit der Energie EZ. Es werden alle Zustande und das ganze Spektrumi) 
der 1+ + 2--Paare betrachtet. 9 (Z) ist eine Gewichtsfunktion, die die Za 
standsdichte im Einheitsintervall der Energie angibt. | 
Diese Gleichungen sind beziiglich 9 und 6 symmetrisch. Wenn man sie mit; 
den asymmetrischen Anfangsbedingungen 0 = 1, 0 = 0 und F(Z) = 0 bei}) 
t = 0 lést, dann fiihrt allein die mathematische Behandlung zu den oben be-\/ 
schriebenen Ergebnissen. Insbesondere folgt aus diesen Gleichungen, da das 


fiir t = 0 verschwindende Amplitudenquadrat von § anwachst und gemiB| 
Bild 2 oszilliert usw. 

Man kann also auch alle experimentellen Ergebnisse bestatigen, ohne darauf 
Ricksicht zu nehmen, daB die Teilchen als ein Gemisch aus 6, und 6, =i 
scheinen. Durch die Einfiihrung der Summe und der Differenz von # und 65) 
vereinfachen sich die obigen Gleichungen jedoch wesentlich. Insbesondere | 
resultiert fiir die Differenz (0,) eine Gleichung, die den fiir den Zerfall ver- - 
antwortlichen Kopplungsterm nicht enthalt. Das mag uns zeigen, wie be- -) 


quem es ist, 9 und 6 als ein Gemisch aus 0, und 0, aufzufassen. 


Ubersetzt von JURGEN BURMEISTER ?) 
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 Anmerkungen der deutschen Redaktion: 


| 1. In Erganzung des Literaturverzeichnisses sei auf den Bericht von K. NisHtjima, 
On the Theory of Hyperons and Heavy Mesons, Fortschr. Physik 4, 519 (1956) hin- 
‘ gewiesen. 
§2. Zu S. 78; FuBnote 1): Da ein positives Kaskadenteilchen 2* sonst nicht bekannt 
} ist [vgl. SHAPIRO, Rev. Mod. Phys. 28, 164 (1956)], vermuten wir, daB Verf. diejenigen 
| Hyperonen meint, die i. allg. mit 2'* und 2 bezeichnet werden. Die Differenz der 
» Massen wurde kiirzlich u. a. von STEINBERGER gemessen. Vgl. die Note von FRY u,a., 
’ Phys. Rev. 104, 279 (1956). Diese Autoren erhielten: mz- — my+ = 15,9 + m,. 
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Uber die Streuung sdineller Elektronen’) 
. Von P. URBAN 


re re 
a 


Einleitung 


Die groBe Zahl von Arbeiten, welche in der letzten Zeit tber das Gebiet der 
Streuung erschienen sind, lassen die Wichtigkeit dieses Problems fiir die 
moderne Physik nur zu deutlich erkennen. Dies ist auch der Grund der vor- 
liegenden Arbeit, die eine Fortsetzung eines friheren Artikels (1) darstellt, 
der den Veréffentlichungen bis zum Jahre 1954 gerecht wird. Auch hier ist 
eine Einteilung des Stoffes nétig, die in die Vielfalt der behandelten Probleme 
Ordnung und Ubersicht bringt und Wesentliches vom Unwesentlichen trennt. 
Im ersten Abschnitt wollen wir die strenge Theorie der Integration der 
Dirac-Gleichung behandeln, wie sie im AnschluB an die Arbeit von McKIN- 
LEY-FESHBACH (2) fortgesetzt wurde. Der zweite Abschnitt befaBt sich mit 
den Strahlungskorrekturen, welche durch die wichtige Arbeit von HIROSHI 
SuuRA (6) zu einem gewissen AbschluB gebracht wurden. Die beiden nachsten 
Abschnitte behandeln die Phasenanalyse bei der Streuung schneller Elek- 
tronen an Kernen, wobei der dritte Abschnitt die Analyse und ihre Uber- 
priifung durch das Experiment allgemein behandelt und die von HOFSTADTER 
_ und Mitarbeitern gezogenen Schliisse tiber die Ladungsverteilung in ausge- 
- dehnten Atomkernen enthalt, wahrend der vierte Abschnitt die theoretischen 
| Berechnungen und Untersuchungen bzgl. der Exaktheit dieser Rechnungen 
- peinhaltet. Im darauffolgenden Abschnitt behandeln wir kurz den EinfluB 
» der Kerndispersion (virtuelle Anregung), wahrend der letzte Abschnitt der 
» Streuung an leichten Kernen unter Beriicksichtigung des RiickstoBes vor- 
| pehalten ist. In diesem Abschnitt finden wir genauere Analysen bzgl. einer 
- inelastischen Streuung infolge auftretender Kernanregungen sowie eine 
‘ Phasenanalyse fiir die Streuung am Proton und Deuteron. Durch Vergleich 
) mit den experimentellen Werten ergeben sich groBe Diskrepanzen, die vor- 
- aussichtlich durch ein Versagen des Coulombgesetzes in Bereichen von 
- 10-13 cm hervorgerufen werden. Unter Umstanden muB die Hypothese der 
Ladungsunabhangigkeit der Kernkrafte fallengelassen werden. 


Wet ee ee a RB) ee 


I. Zur strengen Theorie der Coulombstreuung hochenergetischer Elektronen 
und Positronen an Kernen 


Der Wirkungsquerschn‘** (WQ) fiir die Einzelstreuung von Elektronen und 
Positronen im Coulombfeld eines Kernes wurde, wie bereits im ersten Teil 


1) Siehe die friihere Arbeit: Fortschritte der Physik, Bd. III, Heft 1, p. 1, 1955. 
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unserer Arbeit (1) erwahnt, schon von MoTT in Ausdriicken zweier bedingt 
konvergenter unendlicher Reihen dargestellt. MCKINLEY-FESHBACH (2) ent- - 
wickelten diese nach Potenzreihen von a, und a,/B, wobei 


a= +Za=+4 ae = = Era? = py (— fiir Positronen, (1)) 


(8 =v/c) + fiir Elektronen) 


gesetzt wurde. Diese Entwicklungen liefern Resultate, die fiir Kerne bis zur 
Ordnungszahl Z = 40 eine Genauigkeit von 1% besitzen. MCKINLEY- - 
FESHBACH gingen dabei bis zu Gliedern in Z4, patel Z die Kernladungszahl | 
des streuenden Kernes bedeutet. R. M. CURR (3) berechnete die Koeffizienten | 
dieser Reihe neu und beseitigte einige numerische Fehler. AuBerdem ermittelte : 
er einige weitere Koeffizienten, um die Anwendung der Methode auf schwerere | 
Elemente zu erméglichen und driickte das Verhaltnis des WQ zum WQ der 
Rutherfordstreuung durch eine einzige Potenzreihe aus. Diese Formel liefert 
Resultate mit einer Genauigkeit bis zu 1°% fiir Werte von y < 0,6. 

Der Mottsche WQ fir die Streuung von Elektronen der Geschwindigkeit 
B = v/c in den Winkel & betragt 


‘Ny ie: a o 
ce Vi | FIP cosee?!- <4 1G Arneotaes . (2) 
Dabei bedeutet 
1 m2v 
ke? — gaa (W? — m*ct) Rp (Lp?) 
ne) (3) 


— , m=  Ruhemasse, yy’ = 1 — fp? 
er Y =P Ul ae 
Die Funktionen F und G sind gegeben zu 
P= PF, +h, G=G6,+4, 
i : adn I (1 — ty) 
Psst ey ] eee ee Nie SET Blol atc 
Q esp [iy nein? | liticinays 


; 3d mar 
Gye style cotgi on, io Fee + ( (k + 1)Dyiy}(—1)! P; (cos 8) (4) 


T="; ai {k? Dy — (k + 1)? Duss} (—1)* P, (cos 8); 
FP 


anth (k — ity) I (op —iy) 

D, = e-7tk.. = ae Nery tit Ope k Y : 

; Puke+t+iyy * P(ge +1 +iy)’ (5) 
= Ye — ai. 


Nun ist F und G nach Potenzen von ay und a,/B zu entwickeln. Die Ent- 
wicklung F’, liefert 
i 


Po= Jy —y Ly — ty? LE + ay? + iby! + cy + (6) 
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“mit 
Loh 
L, = In sin ae (1) 
2 1 
a= Li— | ¥s (1) 
1 . (7) 
b= —g A (Li— vs (1) 
1/2 ; 1 
c= — 4 (P-L) — gm): 
Die yp, (k) sind bekanntlich definiert durch 
d” 
Wn (k) = que in Le). 
Die Entwicklung der D, ergibt nun 
1 .[xiaj aj ia} (ps yr 
D = (—1)"! i evi 
ag E + 332 + 28 & ae 
Ma} WIA org Sura ra el aes 
LA wat ia} [(pi)* (pive)* , YS yi 
ete yemye \iar eh tO Ye iY mie 
. age (vi) ge” B Ge ey o i 
i tat (yy 3 yi, 8es oe) 
; +e \ei 8 tT Be BRE 
| _ may (2, , ¥s\*, war (3yy vs. 
son (3 Vir, ae: (aia Pat 
mia; mia’ (( \*,. 3(yi)* 
+> saepe Vi + Pi Ys)* + B ee id ree ) “i 
+ 71 . ee ar et + 8 
ai OE ae mi i 6) 


unter Verwendung der Bezeichnungsweise 
F* (k) = F(k) + F (k + 1). 
McKINLEY-FESHBACH gaben bekanntlich diese Entwicklung bis zu Termen 
in a} an, Setzt man (6) und (8) in (4) ein, so erhalt man die Reihendarstellun- 
gen fir F und G: 
F =F, + A(d) a} + B(8) aj/B + € (9) af/B® + D (9) af + 
+Q(8) af/6* + 8 (9) a3/B +... 
G =G, + E(0) aj + H (8) af/B + 1 (8) af/B? + J (dO) af! + (9) 
+ K (0) a}/B? + M (9) aj/B + N (8) af/B4 + O (9) a7/P> + 
+P(#)af+.-- 


9* 
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Die Glieder in F, enthalten Summen, welche wie 1/k? oder noch besser kon- | 
vergieren und direkt ausgerechnet wurden [Tabellen bei BARTLETT und 
WATSON (4)]. BARTLETT und WATSON geben fir G, noch eine sehr gute | 
Darstellung: Sie zerlegen G, in drei Teile 


Gy = Gio Gr Gr 


mit 
Gs = [n®a} — 4a} (1 + 2iy)] iF ,/8y; 
G? = 17a] (1 + cos 3) O/T (1 + iy); (10) 
GE = = S [By — Bys:] (—1)* P (00s 8), 
2 K=0 
wobei 
\ 2iy—2 0 
@ = (2 sin 3) Hae sin (F) (1 +iy)|% F (3 1 + iy, 2; cos? 5) 


. ; Ss 
By = BD, + ¥ aj ky — [naj — 4a} (1 + 2iy)] 


bedeutet. F stellt die hypergeometrische Funktion dar: 
oL(a +r) l(b +7) 


IAG BY) Ae ea a (10a) 
Rigo (iy een 
ce P(k+1 + ity)’ 


Gf» kann mittels (6) als Potenzreihe dargestellt werden, ebenso die GréBe 
G®?, wobei die Koeffizienten Summen der Form 


see oO 2r d” 
A, rly ip ( =) Gant (10b) 


enthalten. 

Diese Reihen konvergieren rasch fiir @ = 60°; fiir 3 < 60° schlagen BART- 
LETT und WarTSON (4) die Benutzung einer Relation zwischen F (a, B, y; x) 
und F (a’, f’, y’; 1 — x) vor. Man konnte jedoch feststellen, daB sogar fiir 
@ = 30° der Ausdruck (10b) recht gut konvergiert. Unter Benutzung von 
(8), (10) und (10a) findet man fiir £, die Entwicklung 


aah ee 2 aj / > 1 
a hae Bate ai as ap (Ys a) a) a 
3niaj naj} (3 Om ae se 2 
+ ee + 5ap (vt — 293) Tae (vs — =) + 
Yi Vi ia} (34; | 393 miay (., 
amir Ht) + seal prey ar ata 5 Saas (29; 


3 2 mia’ (15 
— FF + aah (= ~ at) et) 


(11) 
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Dieser Ausdruck ist von der GréBenordnung 1/k?, so daB die Koeffizienten 
in der Entwicklung von GF numerisch ermittelt werden kénnen. Nun ist 
bekanntlich die Rutherfordsche Formel fiir den WQ: 


Ze* 


2 2 . 
A (1 — B?) cosec* VED wALGP cosec oh (12) 


Ruth. = ( 5. 4S 
Fiir das gesuchte R des WQ von Mott zum WQ von Rutherford ergibt sich 
daher durch Einsetzen von (6) und (9) in (2): 


; 3 
R= 1 —ptsint > + app By +a} Ry + ai PR; + (F) Ry + 


ok 5 
+a} pRi +(L) Ry +a} Bi + ate R! + (SF) Ret (13) 


a? : See 
{| R; +a? PRs aves 
Die hierin auftretenden Ausdriicke R; berechnet CURR numerisch als 
Funktion des Winkels # (Tabelle 2, 1. c.). Der 1. Koeffizient R, =z sin 3/2 - 
-[1 —sin 8/2], wie schon MCKINLEY-FESHBACH u. a. feststellten. Wichtig 
ist zu bemerken, da die Werte nicht bei allen Koeffizienten mit den von 
McKINLEY-FESHBACH angegebenen gut tibereinstimmen. Fir sehr schnelle 
Elektronen (8 ~ 1) gibt CuRR ebenfalls eine Darstellung an. Er setzt 


R (p) = R(1) + (1 — 62) AR, (14) 


wobei R (1) den Wert von R fiir 8 = 1 bedeutet und AR energieunabhangig 
ist. Hierzu setzt er den konstanten Term und die (1 — f?)-Terme in der Ent- 


wicklung 


peel _ (1 — f?))"? 22, jl —(l — f?) + : 


in Formel (13) ein und erhalt 35 


R(1) =1—sin? — + Sa"h i 
= Ve | & 
(16) 
mt ht, = 2, to =— Ht, + tis 5020 
etc., wobei AR gegeben ist p 
durch ds 
AR = >) OARS: Ali) 
a 10 
Dabei bedeutet ° Yadav 
He —-—— Mc Kinley -Feshbach 
AR, = — i h,; 0 


All. 
2 


98 P. URBAN 


AR, =4 (R, — R3); AR= R,— Ri E 
AR, = 1 (3K, + Bs — Bs). (18) 


Die Konstanten R,, JR, gibt CURR in seinen Tabellen 3 und 4 (1. c) ebenfalls 
an. YADAV (5) berechnete exakt die WQ fiir Elektronenstreuung am Uran 
(a} = 0,028) (siehe Bild 1). 

Er gibt einen interessanten Vergleich (bei einer Energie von 20 mc?) der 
Naherung bis a und a} der Arbeit von CURR mit den Ergebnissen auf | 
Grund der Naherungen von MCKINLEY-FESHBACH. Der Fehler zeigt sich in — 
der erwahnten GréBenordnung. Fiir Energien gré8er als 0,5 MeV und fir 
schwerere Elemente bis zu Z ~ 82 (a; = 0,6) ist der Fehler geringer als 1/2 7° 
(1% fiir y = 0,65). 


II. Strahlungskorrekturen 


Die Berechnung der Strahlungskorrektur bei der hochenergetischen Elektro- 
nenstreuung wurde im wesentlichen durch eine wichtige Arbeit von SUURA 
(6) zu einem gewissen AbschluB gebracht. Bekanntlich war das Problem 
schon von SCHWINGER (7) in erster und von mehreren anderen Autoren 
(8, 9) in zweiter Bornscher Naherung untersucht worden. Wahrend in erster 
Naherung nur ein winkelabhangiger Proportionalitatsfaktor auftrat 

Ons. = — Ooel.. (1) 
(Der obere Index bezieht sich auf die Bornsche Naherung, o;aq bedeutet den 
WQ der Strahlungskorrekturen, o¢;, den Rutherford-Wirkungsquerschnitt 
mit Spinfaktor), erwartet man in zweiter Naherung Beitrige, die von Z ab- 
hangen, so daB also insgesamt 


oD + o® = oP + of + oh, + oft. = 
= el) (1 — 4 (9, Po, AB)) + afi (1 —9' (8, py, AE)) + R® (Z, 8, po, AE) 
(2) 


sein sollte. Nach den Resultaten der genannten Autoren sollte R® nicht 
klein sein. Die Strahlungskorrekturen waren dadurch wesentlich vom Poten- 
tial abhaingig und ihr Effekt wiire nicht von dem des endlichen Kernradius 
abzutrennen. 

SUURA untersucht nun den gréBten Ausdruck in oraq, in allen Bornschen 
Naherungen. Er findet, daB dieser wie in der ersten Naherung nur einen 
winkelabhangigen Proportionalititsfaktor beitrigt. Beschrankt man sich 
daher auf diesen groBten Term von Gyaq., 80 gilt 


o = (oe) + ei? + ++ +) [1 — 4 (8, Po, A E)] (3) 
dabei ist groBenordnungsmabig 
4a 2 py sin 3/2 p 
6 = (— wea Ys) See ies be eae 
(=) m( mec? jm (a) 4) 


(m = Elektronenmasse, py = relativistische Energie des Elektrons, AE = 
Auflésungsvermogen des $-Spektrographen). Die vernachlassigten Ausdriicke 
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in G;aq, enthalten nur einen Logarithmus oder noch kleinere Terme. Es hat sich 
also gezeigt, daB sich die potentialabhingigen Teile der Strahlungskorrek- 
turen herausmitteln, wenn man alle Bornschen Naherungen addiert (zu- 
mindest gilt das fiir den jeweils gr6Bten Term im eben besprochenen Sinn), 
was man aus der zweiten Bornschen Naherung nicht erwartet hatte. Damit 
sind die Effekte der Strahlungskorrekturen von denen des endlichen Radius 
durch Vergleich der WQ bei leichten und schweren Kernen, und zwar bei 
gleichem #, po, 4 E, abzutrennen. 
SuuURA geht zum Beweis seiner Feststellung von der Infrarot-Divergenz aus 

ie (1)]. Diese muB herausfallen, wie aus ganz allgemeinen Uberlegungen 
folgt, die im ersten Teil dieser Arbeit skizziert wurden [vgl. (10,9, 11)]. Im 
elastischen Streuquerschnitt tritt sie stets in der Form 

{ 

| lim K -In (z2 


min 


kmin—0 


| mit einem energie- und winkelabhangigen Koeffizienten K auf. Addiert man 
den WQ der inelastischen Streuung mit Emission eines so weichen Quants, 

| daB das auslaufende Elektron noch als elastisch gestreut registriert wird, so 

+ kommt ein Ausdruck 

. ae 

: lim K a] min 

| i n (= ) 


kmin70 


» mit demselben Koeffizienten dazu, so daB die Divergenz herausfallt. Die fir 
‘hohe Energie gréBten Ausdriicke der Strahlungskorrekturen hangen nun 
» stets logarithmisch von der Energie ab. Aus Dimensions- und Invarianz- 
» griinden kénnen sie nur von den Variabeln p,/mc?, A E/me?, p,/A E abhangen. 
. SuuRA zeigt, daB im WQ in beliebiger Bornscher Naherung kein Ausdruck 
> (in m)" mit n > 2 vorkommt. Daher kann K nur héchstens linear in In (pp/ 
» mc?) sein und das gibt genau den frither angegebenen Ausdruck fiir 6 (der 
. Sinus stért nicht, da groBe Winkel betrachtet werden, fiir die er von der 
+ GréBenordnung | ist). 

| Die SchluBweise bleibt auch dann giiltig, wenn die Kernladung eine endliche 
| Ausdehnung hat. Ist 1/a ein MaB fir diese, so kommt als zusatzliche GroBe 
- von der Dimension einer Energie auBer mc?, py, A E noch hea in Frage. Kine 
| Stérung der obigen SchluBweise kénnten Terme der Form In (po/hca) ver- 
+ ursachen. Diese kénnen jedoch nicht vorkommen, da sich sonst beim Uber- 
|} gang zum Potential einer Punktladung (a — oo) Divergenzen zeigen wiirden. 


Ill. Ladungsverteilung bei sdiweren Kernen 


- Schon im ersten Teil unseres Berichtes haben wir die wichtigen Arbeiten 
_ der Stanford-Gruppe erwihnt, die hauptsachlich mit den Namen HOFsTAD- 
| TER, FECHTER und McINTYRE verkniipft sind. Das wesentlichste Ergebnis 
_ der von den Genannten durchgefiihrten Untersuchungen war die endliche 
_ Ausdehnung der Kernladungsverteilung. Eine Analyse der Ergebnisse durch 
ScuirF (12) unter Benutzung der ersten Bornschen Naherung fihrte zu 
» dem vorlaufigen SchluB, da® die Ladungsverteilung sich vorwiegend um das 
| Zentrum des Kernes gruppiert und allmahlich gegen den Rand zu abnimmt. 
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Mit Riicksicht auf die Tatsache, daB die Bornsche Naherung fir schwere = 
Elemente nicht genau ist, wurde nun von D. R. YENNIE, D. G. RAVENHALL , 
und R.N. WILSON (13) eine Phasenanalyse der hochenergetischen Elektronen- 4 
streuung durchgefiihrt, wobei die experimentellen Daten sich auf eine : 
Energie von 125 MeV beziehen, aus der allerdings noch keine bindenden) 
Schliisse itiber die Kernladungsverteilungen gezogen werden konnen, die aber 
wegen der verwendeten Methoden interessant erscheint. YENNIE und Mit-- 
arbeiter legen ihren Betrachtungen die Diracgleichung 

(ape + pmo + V)y = By (1)) 
zugrunde, wobei zur Erleichterung 


a =030; B= (2) ) 


gesetzt wurde. Asymptotisch wird fiir den Spin antiparallel zur Einfalls- 
richtung 


: 1 ; 
vi ~ eft + — fy (9, 9) ef 


i Sey : 
vi ~ > te 5 eh (8, o) ef 


angesetzt, wahrend fiir den Spin parallel 
1 Ai 
Sp te eth (gets 
P ike l ikr 
sega atts ware 8 A A 


gewahlt wurde. Dabei beschrinken wir uns auf die Streuung an kugel- 
symmetrischen Kernen, da bei diesen keine Polarisation der gestreuten Welle 
auftreten kann. Mit dieser Vereinfachung kann man sich auf die Behandlung 
der Lésungen mit antiparallelem Spin beschrinken und findet 


1 F ; : 
Ys = — (G;(r) (j + 4) Pi»), (008 8) + 6F; (r) (j + 4) Pj 41, (cos 0)] 
vs = — [—G; (7) P}_v, (008 8) e' + 4F; (7) Phy, (cos 8) e'), 


wobei F; und G; die bekannten Differentialgleichungen 


dG, j++ Ce Fate ie 
dr y A hide tcl Lhe] 
j=n+1 
aF,. j+2 (Bits Vics ‘ys 
aaek 7 Bj he ‘ae 


befriedigen. Diese Gleichungen werden nun nach einem von MILNE (14) vor- | 
geschlagenen numerischen Verfahren gelést und mit den Ergebnissen von | 
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Mott und MASSEY auf Grund der konfluenten hypergeometrischen Funk- 
tionen verglichen. Es ergibt sich als asymptotische Naiherung 


Lo : 
Gj ~ —- sin [kr —3 (9 — 3) % + 04) (3) 
und im Falle eines ausgedehnten Kernes 
La ‘ 
Gj ~ — sin [kr —y In 2kr — 3 (7 — 3) + 7,]3 (4) 


fiir die Streuamplitude, die zur Berechnung des WQ bendtigt wird, erhalt 
man dann 


1 orks ; 
f(a) = apete (j + 4) (Pj, + Pi4),)- (5) 


Die Phasenverschiebungen werden dann aus den obigen asymptotischen Aus- 
driicken ermittelt. Die Berechnung der Streuamplitude gelang den Ver- 
fassern auf Grund eines bereits in der fritheren Arbeit (1) besprochenen 


Bild 2. Bild 3. 


Kunstgriffes. Der Vergleich der erhaltenen Werte fir Elektronen mit einer 
Energie von 125 MeV brachte eine gute Ubereinstimmung mit dem Experi- 
ment bei Annahme einer verschmierten Ladungsverteilung. Fiir eine gute 
Ubereinstimmung ist eine relativ kleine Abfallsbreite nétig; unter Abfalls- 
breite versteht man jenen Abstand, auf dem die Ladungsdichte von 0,9 @ (0) 
auf 0,1 9 (0) abnimmt (Bild 2). 

Dieselbe gute Ubereinstimmung erzielt man noch mit einer anderen Ladungs- 
verteilung (wine bottle, Bild 3). 

Es wire natiirlich denkbar, daB andere Ladungsverteilungen eine ebenso 
gute Ubereinstimmung liefern, nur miiBten die ersten beiden Parameter, 
nimlich mittlerer quadratischer Radius und mittlere Abfallsbreite uberein- 
stimmen. 

Die Entscheidung, welche Ladungsverteilung im Kerninneren anzutreffen ist, 
kann, wie bereits erwihnt, nur durch noch hohere Energien gefallt werden. 
HOoFSTADTER, HAHN, KNUDSEN und McINTYRE (15) ver6ffentlichten die 
experimentell festgestellten Beugungskurven, deren Minimas sich bei zu- 
nehmender Energie zu kleineren Streuwinkeln verschieben. Bei Gold und 
Blei wurde festgestellt, daB das erste Minimum der Gleichung 


Esin = ~ 57 E = pe MeV 
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und das zweite Minimum folgender Gleichung 
ee 
in — ~ 106 
E£ sin 5 


gehorcht. Diese Werte konnen als gute Mittelwerte bezeichnet werden und |} 
schwanken nur bis zu 4%. Bei Energien tiber 150 MeV ist das erste Minimum 
bereits schwer feststellbar. 
Einen gewissen Abschlu8 der bisherigen Untersuchungen bildet die Behand- | 
lung der Streuung mit 183 MeV (16) an Ca, V-, Co-, In-, Sb-, Au- und Bi- | 
Kernen einerseits und an Hf-, Ta-, W-, Th- und U-Kernen andererseits, um | 
die beiden vorhin erwahnten Parameter zu erforschen. 
Dabei erwies sich eine Einteilung der Kerne in zwei Gruppen als notwendig. | 
Bei Verwendung der letztgenannten Kerne als Streuzentren stellte man fest, 
daf§ die gewonnenen Kurven die charakteristischen Beugungsminima nur 
schwach andeuten. Es kann bei diesen Kernen, wie aus der Kernphysik be- 
kannt ist, keine Kugelsymmetrie angenommen werden. Zur Zeit fehlen aber 
noch theoretische Betrachtungen beziiglich einer Phasenanalyse, die auch 
ein Quadrupolmoment des Kernes mitberiicksichtigen, so daB bei diesen 
Kernen keine endgiiltigen Schliisse iiber ihren Aufbau gezogen werden 
k6énnen. Ks soll aber von Downs, RAVENHALL und YENNIE (die Arbeit ist 
im Erscheinen) ermittelt worden sein, daB auch theoretische Uberlegungen 
dahin fiihren, daB bei diesen Kernen ein WQ auftritt, der keinen ausgepragten 
Beugungscharakter aufweist. 

Die kugelsymmetrische Gruppe von Kernen wurde mit folgenden Ladungs- 
verteilungen verglichen: 


1. e(r) = Panel (Fermi) (6) 

2. o (r) = pan i (Mod. GauB) (7) 

3. 2 (7) = a3 fir O0<r<c—a2, (8) 
03 (¢ + 2% — 7) 


C— 24 <r C= a 


= r>c-+2, (Trapezoid) 


a _ Oa (1 + wr?/c?) 
@ (7) er cl2s + 1 


Die letzte Ladungsverteilung enthalt einen dritten Parameter, der die Ande- 
rung der zentralen Ladungsdichte wiedergibt und daher erst bei héheren 
Energien genau iiberpriift werden kann. Die angegebene Form wurde nur 
bei Gold ermittelt und ihre Parameter werden mit denen der ubrigen Ladungs- 
verteilungen in einer Tabelle zusammengestellt: 


(wine bottle). (9) 


Form Cc 24 w R t Co = 0 
1 6,38 | 0,535 — 6,88 2,35 1,09 
2 6,36 2,72 — 6,85 2,61 1S 
aE 6,28 1,49 — 6,66 2,39 1,15 
4. 6,07 0,613 0,64 ~ 6,92 — 0,85 
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le Langen sind in Einheiten von 10-8 cm und die Ladungsdichte in 101° 

oul/cm® angegeben, fiir den Radius gilt die bekannte Beziehung Rit = 5/3 r?, 

t = Oberflaichendicke. 

Fiir die 7 untersuchten Elemente ergeben sich nun folgende Mittelwerte fiir 
ie elektromagnetische GréBe des Kerns: c (Abstand der Oberflachenmitte 

vom Zentrum) = 1,07-10-8 - A‘/sem 

und ¢ = 2,4 - 10-3 cm bei Benutzung 107 

der Ladungsverteilung unter 1. 
Stellt man die erhaltenen Quer- 

schnittskurven fiir die verschiedenen 

Elemente zusammen, so erhalt man 

nebenstehendes Bild. 

, Aus der Figur ist ersichtlich, daB das 
Beugungsbild eine Funktion von 


(2E,B sin 8/2)/he 


3 ist, wobei E, die Elektronenenergie 
und R der Kernradius ist. Die Beu- 
} gungsminima treten bei denselben 
Werten fiir A‘ sin #/2 auf und sind 
bei leichteren Kernen, bei denen ja 
die Bornsche Naherung sehr zuver- 
 lassig ist, stark ausgepragt. 
K Strahlungskorrekturen wurden hier- 
it bei vernachlassigt, da SUURA zeigte, 
\daB diese in der GréBenordnung 
» der ersten Naherung auch fiir hohere 
\ Naherungen gelten. Nach unseren 1 


| Elektronenstreuung 
183 MeV 
106 


‘differ. WQ dividiert durch cos? #/sin*3 


8 Berechnungen (1, 9) ist eine Vernach- y 2 . 4 5 6 
» lassigung der Strahlungskorrekturen A®Bsin ¥ 

» nicht statthaft, da diese bereits bei Bild 4. 

| Energien von 30 MeV bis zu 17% 

> betragen. 


IV. Berechnung der Phasenverschiebung 


| Die im vorigen Abschnitt behandelten Experimente lieferten die Winkel- 
| abhingigkeit der an Kernen gestreuten hochenergetischen Elektronen. Der 
» theoretische Physiker hat hierbei die Aufgabe, eine Phasenanalyse der Dirac- 
| gleichung bei verschiedenen Kernmodellen durchzufiihren. Wie bereits. ge- 
+ zeigt wurde, ergibt sich diese aus einer vereinfachten Annahme einer kugel- 
/ symmetrischen Ladungsverteilung. Durch Vergleiche zwischen der experi- 
- mentellen und theoretischen Winkelabhingigkeit kann man iiber den ,,elek- 
| tromagnetischen Radius“ (dagegen fiihren Nucleon-Kern-Wechselwirkungen 
/ zum sogenannten ,nuklearen Radius‘‘) der Kerne und itiber die Ladungs- 
 yerteilung innerhalb eines Kernes Aussagen treffen. 

| {%ber die Berechnung der Phasenverschiebung durch YENNIE, RAVENHALL 
- und Wirson wurde bereits gesprochen. Sie legen ihren Rechnungen (/7) 
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einen Radialparameter 


ic (r) dr 
C= 
o (9) 
6 

und eine Oberflachendicke s, die durch | 

, “(7 — €)? (: 7 4 
ss <= ae, d 2 | 
8 +/ icrds r (2?) 

6 


gegeben ist, zugrunde. Der mittlere quadratische Radius ist mit dem élektro- 
magnetischen Kernradius durch die Beziehung 


Ye 


verkniipft. Sie beschrianken ihre Untersuchungen auf die Ladungsverteilung:| 
nach Fermi [III (6)] und finden die beste Ubereinstimmung mit den von’| 
HOFSTADTER u. a. gefundenen Werten bei Wahl der Parameter K — 1 /ua =a 
= 2,2 und c = 6,63 (dies entspricht einem ro = 1,2 und s = 1,65; alle Ent-- 
fernungen in Einheiten von 10-13 cm). Die kleinen Abweichungen, die beii 
héheren Energien festgestellt wurden, kann man in erster Linie dadurch er-- 
klaren, da eventuell noch kompliziertere Ladungsverteilungen zur Erklarung 1 
der Effekte herangezogen werden miiBten. AuBerdem werden noch Beitrage + 
vom Quadrupolmoment, von der Anregung von Kernniveaus und vont 
Strahlungskorrekturen zu beriicksichtigen sein. Zu denselben Schliissen 1 
kamen bekanntlich auch BRENNER, BROWN und ELTON (18), wie bereits + 
von mir (2) berichtet wurde. 
ELTON (19) selbst untersucht hernach die bei der zweiten Bornschen Nihe- 
rung auftretenden Divergenzen. Zuerst beweist er, daB die zweite Bornsche © 
Naherung der Streuamplitude bis zur zweiten Ordnung in ay mit jener © 
Naherung identisch ist, die durch Einsetzen der gestreuten Phase in zweiter — 
Ordnung in a, in der exakte Formel fiir die Streuamplitude 
(9) = 5 Sl +1) (8! — 1) P, (008.8) (4) 


—) 


entsteht, und zwar erhalt man in beiden Fallen folgende Niherung: 


1 
{(8) = Ee ay (20 +1) (ay, ay + (a, + 14,2) aj] P; (cos 8). (5) 


t=0 


Dies wird von ELTON sehr exakt bewiesen, wobei er sich folgender Ansiitze 
bedient: 


a= fray + faa} Ht = @,ay + a,j 


und der Ausdruck fiir die Streuamplitude 


(8) = — FL [eV (ry y (2) de, (6) 
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obei n der Einheitsvektor in Richtung des gestreuten Strahles ist, 
Lay U (r) = V(r) 


as Potential bedeutet und k der Impuls des gestreuten Teilchens ist, mit 
ilfe der Entwicklung 


y (r) > ef? a, x(t) (7) 


f(a) ~— ge fas U (r) dr — fife U (r) (t) dv (8) 


mgeformt wird. Rechnet man aus dieser Gleichung /, aus, so sté8t man auf 
pie bereits von der Coulombstreuung her bekannten Divergenzen, namlich 


“7 a 1 2c ew 
he k? cos? 3/2 a iG ely. (9) 


it wz als reziproker Reichweite des Potentials. ELTON zeigt nun erstmalig 
xakt, daB die Divergenz von einem physikalisch vdéllig bedeutungslosen 
hasenfaktor herriihrt. Damit kann die Divergenz weggelassen werden, ab- 
esehen von der Tatsache, daB diese Divergenz bei Bildung der Streuampli- 
ude von selbst herausfallt. 

s tritt auch bei der Phasenanalyse fiir ein modifiziertes Coulombpotential 
er gleiche Faktor auf wie fiir reines Coulombpotential. Hier aber kann er 
icht so einfach wie sonst subtrahiert werden. Wir haben hier eine Phasen- 
inderung 


m= + é (10) 


aus zwei Anteilen aufgebaut, wobei der zweite Ausdruck bei 1 = co ver- 
chwindet. Die Streuamplitude enthalt aber einen imaginiren Ausdruck, so 
HaB eine Subtraktion nicht moglich ist. Wird trotzdem die tibliche Methode 
angewendet, so entsteht jedoch nur ein kleiner Fehler, der das Ergebnis nicht 
eeinfluBt. 

Die Ursachen der besprochenen Divergenz werden nach ELTON durch die 
/Verzerrung der Welle im Unendlichen infolge der unendlichen Reichweite des 
‘Coulombpotentials hervorgerufen. Bei der Bornschen Naherung werden 
diese Wellen durch ungestorte ebene Wellen ersetzt, was den physikalischen 
'Gegebenheiten nicht ganz entspricht. Das Coulombpotential wird meist als 
3in Grenzfall des Yukawapotentials aufgefaBt, also eines Potentials mit end- 
sicher Reichweite. Fir ein solches eignen sich ebene Wellen als ungestérte 
‘Lésungen, fiir das Coulombpotential hingegen nicht. Daher stoBen wir auf 
die bereits besprochenen Divergenzen und es mu durch den Phasenfaktor 
lividiert werden. 

WVerwenden wir dagegen als Potential die Gordonkugel 


V(r) = | ay (- — ql tn aon) 44) 


0 (y 2. R) 
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wobei das Coulombpotential durch R -> co erhalten wird, so kann man aug 
der exakten Lésung zeigen, daB sich die einlaufende Welle im Unendliches 


wie 
ei(kz+yln2 krsin? ® 2) 


verhalt. Hierbei treten keine Divergenzen auf. | 
ELTON zeigt in der erwahnten Arbeit abschlieBend, dai Untersuchunger) 
des relativistischen Falles analog zu fihren sind und auch die analogex) 
Resultate liefern. | 
In einer weiteren Arbeit berichten ELTON und BROWN (20) iiber die Unten’ 
suchungen der Phasenanalyse bei der Streuung an Quecksilber, eine Forti) 
setzung der Arbeit von BRENNER, BROWN und ELTON (18). Dabei legten sii) 
ihren Berechnungen folgende Ladungsverteilungen, die bekanntlich u. a 
auch von YENNIE und RAVENHALL vorgeschlagen wurden, zugrunde: 
a) Homogen mit GauBschem Abfall [siehe auch III (7)] und . 
b) wine bottle [wie III (9)]. : | 
Dabei kamen sie auch zu den bereits besprochenen Schliissen wie YENNII . 
und RAVENHALL [obwohl diese die Ladungsverteilung III (6) verwendeteni{ 
und bestimmten u. a. fiir das Kernmodell III (7) ebenfalls als Kernradius} 
ro = 1,2, fiir die Ladungsverteilung III (9) liegt der Radius zwischen ry = 1,14 
und r, = 1,26. Die Phasenanalysen wurden dabei auf fiinf Dezimalen berechi 
net, doch auch hier ergaben sich wieder kleinere Abweichungen von der 
experimentellen Werten bei héheren Energien. 
Ferner’ beschaftigte sich ELTON (21) mit dem Einflu8 der Elektronenmasss: 
bei den zur Debatte stehenden Streuversuchen und geht dabei von der Tat: 
sache aus [siehe (18)], daB bei Beriicksichtigung der Elektronenmasse dies# 
im differentiellen WQ nicht linear auftreten kann. Er verwendet m? als 
Stérungsparameter, ersetzt H durch 1 + (1/,) m? und erhalt bei der Berecht 
nung der asymptotischen Lésungen fiir die Differentialgleichungen der Partiak 
wellen eine zusitzliche Phasenverschiebung, die durch die endliche Mass# 
des Elektrons hervorgerufen wird. Es sei daran erinnert, daB ACHESON (22) 
in seiner Phasenanalyse die Ruheenergie der Elektronen, wenn diese ein? 
Energie von 20 MeV und mehr besitzen, vernachlassigte. 
Die gefundene Phasenverschiebung wirkt sich nun auch im differentiellen WC 
aus und ELTON erhalt 


do do 
To 7 (ag), + lah + 9191 + lols + fete + 909% + 949% = | 


do m* 
= (Go), + costae ¥ Fae (Pea — Pe) Sa (Pia — PI 


m J 
Taint GE qi ene ae CE es eee ee (12: 


wobei sich der Index Null auf jene Glieder bezieht, bei denen die Ruhemasse 
des Elektrons vernachlissigt wird, der Index 1 auf die Glieder, die die Masse 
linear enthalten usw. 

Um den Einflu8 der Elektronenmasse zu veranschaulichen, hat ELTON 
einige Zahlenwerte fiir die Streuung von 125 MeV Elektronen an Kernen mii 
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Z = 80 angegeben (die Terme beziehen sich auf die o. a. Formel) : 


Dagegen vereinfacht sich die Rechnung im Coulombfall und man erhalt bei 
Annahme einer Punktladung folgenden differentiellen WQ: 


y= <0), 73 2 1 
dQ} \aQ), ee Cost 8/2 
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wobei der Index ¢ auf den Coulombfall hinweist. Als entsprechende Zahlen- 
werte bei der Streuung an Quecksilber ermittelte ELTON: 


a 1. Term 2. Term 3. Term 

30° 25,8 1,3:m=* 0,2 m? 

90° 0,646 0,17 m? ' 0,07 m2» 
150° 0,377 0,009 m? 0,007 m? 


Damit erweist sich die von ACHESON durchgefithrte Vernachlassigung der 
Elektronenmasse als berechtigt, wenn auch mit gewissen Einschrinkungen 
hinsichtlich der verwendeten Elektronenenergien (etwa iiber 100 MeV statt 
20 MeV) bei Kernen, die nicht mehr als Punktladungen angesehen werden 
diirfen. 

Eine weitere Verallgemeinerung der bisherigen Rechnung wurde von SCHIFF 
(23) durchgefiihrt, der die von YENNIE, RAVENHALL und WILSON durch- 
gefiihrte Beschrankung auf kugelsymmetrische Kerne fallen lat und Kerne 
mit einem Quadrupolmoment betrachtet, die durch Streuung von Elektronen 
in Rotation versetzt werden. Dabei verwendet er als hinreichend gute Nahe- 
rung eine Storungsrechnung erster Ordnung und findet, daB neben einer elasti- 
schen Streuung auch eine inelastische Streuung bei einer Anregung von Kern- 
multipoliibergangen auftritt. Schiff beriicksichtigte hierbei den von ihm (24) 
gefundenen EinfluB eines statischen elektrischen Quadrupolmomentes bei 
einer elastischen Streuung und findet einen engen Zusammenhang zwischen 
dem EinfluB des elektrischen Quadrupolmomentes bei elastischer Streuung 
und einen entsprechenden EinfluB durch Quadrupoliibergiinge bei inelasti- 
scher Streuung, 

Daraus kann geschlossen werden, daB die elastische Streuung Aussagen iiber 
eine stationare Kernladungsverteilung zuléBt, wihrend aus der inelastischen 
Streuung Erkenntnisse beziiglich der Starke und Art von Veranderungen 
der Ladungsdichte gewonnen werden k6nnen. 


Y. Dispersive Streuung am Kern 


R. R. LEwis hat in seiner Dissertation (25, 26) erstmals versucht, die disper- 
sive Streuung schneller Elektronen am Kern mitzuberiicksichtigen, bei 
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welcher er der Tatsache Rechnung triigt, das ein Kern eigentlich als ein Viel- 
kérperproblem zu behandeln ist. Die Streuung an einem statischen Potential, 


wie sie in den bisherigen und teilweise auch im nichsten Abschnitt behandelt _ 


wird, bedeutet daher selbst eine Naherung. 
Von LEWIS werden beide Naherungen zuerst einander gegenubergestellt. 


Bisher hatten wir Bornsche Naherung, Naherungen in Gliedern eines stati- 


schen Potentials. Daneben wird nun eine weitere Naherung durchgefihrt, 


die Korrekturen zur vorher besprochenen liefert, indem leichte Kerne als | 


Grenzfall eines Vielkérperproblemes beschrieben werden. Man nennt nun — 
jenen Grenzfall den statischen oder adiabatischen, bei dem leichte schnelle — 


Teilchen an einem System schwerer, langsam bewegter Teilchen gestreut 


werden. Damit es sich um elastische Streuvorginge handelt, wird nur eine — 
geringe Energieabgabe vom Elektron an das System gestattet. LEwIs stellt 


fiir das System einschlieBlich Diracpartikeln eine zeitunabhangige Bewegungs- 
gleichung auf, wobei er zwischen dem Elektron und den Protonen Coulomb- 
krafte wirken laBt und den Spin nicht beriicksichtigt. Hernach entwickelt er 
die Wellenfunktion des ganzen Systems nach Eigenfunktionen des Kerns. 
Ubergangselemente zwischen Protonen und Elektronen vom Kernzustand 9, 
zum Zustand gy, werden berechnet. Sie werden nun durch Grenzbedingungen 
der physikalischen Problemstellung angepaBt und bis zur zweiten Ordnung in 
der Berechnung der Streuamplitude beriicksichtigt. Fir m = 0, wobei der 
Kern immer im Grundzustand verbleibt, ergibt sich jener Term zweiter Ord- 
nung, der bereits in einer Berechnung unter Zugrundelegung eines statischen 
Potentials enthalten ist. Die tibrigen Glieder der zweiten Ordnung bedeuten 
eine (virtuelle) Anregung des Kernes, sie liefern den Dispersionsanteil im 
Streuquerschnitt. Dabei kann man aber hochenergetische Zustande vernach- 
lassigen, da man doch annehmen darf, da diese relativ zu den niedrig an- 
geregten Zustiinden selten sind. Dieser Umstand wird zur Berechnung des 
dispersiven Anteils der zweiten Ordnung der Streuamplitude (also m = 0) 
herangezogen, indem man nach dem Verhiltnis der virtuellen Anregungs- 
energie zur urspriinglichen Elektronenenergie entwickelt. Diese Entwicklung 
konvergiert gut, solange nicht kontinuierliche Zustaénde angeregt werden. 
Um dies auszuschlieBen, miissen wir die Elektronenenergie auf héchstens 
300 MeV beschranken, da bei dieser Energie bereits 40% der Energie an ein 
beim StoB freigemachtes Proton abgegeben werden kann. 

Die gesuchten Abweichungen von der Potentialstreuung sind dann, wie sich 
aus den Rechnungen ergibt, von den Korrelationen zwischen Nukleonen ab- 
hangig, die eine zusiitzliche Schwankung der Streuamplitude und damit des 
WQ herbeifithren. Ein analoges Ergebnis erhielt bereits SMITH (27) bei Be- 
trachtung der Effekte, die zu einer inelastischen Streuung fihren. 

ScuiFF (28) versuchte die Formeln von LEWIs zu vereinfachen und hiermit 
die Effekte gré8enordnungsmifig zu bestimmen. Er beriicksichtigt auch eine 
Spinwechselwirkung zwischen Elektron und Kern, die sich im ER-Fall durch 
Winkelbeziehungen darstellen 1é8t. Um eine Abschatzung leichter durch- 
fiihren zu kénnen, macht er einige zusitzliche Einschrankungen. So setzt 


er voraus, dal} die De Broglie-Wellenliinge wesentlich kleiner als der Kern- | 


radius ist, dies fiihrt zu einem hochenergetischen Grenzfall. AuBerdem be- 
stimmt er die Summe iiber die Zwischenzustande mit Hilfe der Vollstandig- 
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keitsrelation. Deshalb mu8 angenommen werden, daB alle Protonen im Mittel 
gleich stark angeregt werden. Er erhalt Ubergangselemente, die sich analog 
zu LEwIs in Uberginge der Einprotonen- und Zweiprotonendichte aufspalten 
lassen. Wihrend Lewis diese Ubergiinge durch Separation einer Korre- 
lationsfunktion vereinfacht, fihrt SCHIFF nach dem Vorbild DALiTz’ einen 
Formfaktor ein, der das Ubergangselement der Einprotonendichte enthiilt. 
Der von SCHIFF ermittelte dispersive Anteil am WQ gliedert sich nun in einen 
Einprotonen- und einen Zweiprotonenanteil, die mit der Streuung in erster 
Naherung verglichen werden. Im ersteren Fall erhalten wir einen relativen 
Anteil, der héchstens das wa-fache betragt und im letzteren Fall kann nur 
abgeschatzt werden, dafi dieser ebenfalls sehr klein ist. 

Hier kniipft Downs (29) an und spaltet die Zweiprotonenladungsdichte in 
zwei Ausdriicke auf, die unter Einfiihrung eines Formfaktors_,,zweiter 
Ordnung“ eine leichtere Abschatzung des Ausdruckes erméglicht, in den dann 
spezielle Ladungsdichten, die vorwiegend empirisch gewonnen werden miissen, 
eingesetzt werden kénnen. Ein diesbeziiglicher Versuch von Downs brachte 
aber in der von ihm gewahlten Form kein Ergebnis. 

Ein Vergleich der Resultate von SCHIFF (28) und LEWIs (26) wurde von 
letzterem (26) selbst vorgenommen, wobei er fiir die Potentialstreuung einen 
Ausdruck erhalt, der proportional zu a, ist, wahrend die Abweichungen hier- 
von in der GréBenordnung von a sind. Dabei legt er den Rechnungen eine 
Yukawa-Ladungsverteilung zugrunde und stellt die Korrelationsfunktion 
ebenfalls durch einen exponentiellen Ausdruck dar. Die beiden Autoren 
interpretieren den sogenannten Zweiprotonenquerschnitt verschieden. Wah- 
rend SCHIFF iiber die, wie bereits besprochen, an der Streuung beteiligten 
Protonen mittelt, spricht LEwis von einer Doppelstreuung, die sich aus 
einer GroBwinkel- und einer Kleinwinkelstreuung zusammensetzt. Es kann 
derzeit wohl keiner der beiden Ansichten der Vorzug gegeben werden, um so 
mehr, da bekanntlich virtwelle Prozesse nicht direkt tiberpriift werden kénnen. 
AuBerdem handelt es sich ja um mathematische Naherungsprozesse, die 
physikalisch immer nur schlecht interpretiert werden kénnen. 

AbschlieBend vergleicht LEwIs die Dispersionsstreuung am Kern mit der ana- 
logen Streuung am ganzen Atom, die unter dem Namen Polarisationskorrek- 
tur bekannt ist. Wenn auch die Berechnung beider Korrekturen analog durch- 
gefihrt wurde, ergeben sich aber verschiedene Resultate, die allein schon 
durch die Tatsache begriindet sind, daB in einem Fall Protonen des Kernes 
und im anderen Falle Elektronen der Atomhiille angeregt werden. 


VI. Streuung schneller Elektronen an leidhten Kernen 


Neben den bereits im Abschnitt IIL besprochenen Effekten treten bei der 
Streuung schneller Elektronen an leichten Kernen zusatzlich Effekte auf, 
die vor allem durch den RiickstoB des getroffenen Kernes begriindet sind. 
Bereits bei friiheren Streuversuchen mit 116 MeV Elektronen wurde bei Ver- 
wendung von Beryllium als Streuzentrum festgestellt, daB sich bei gr6Berem 
Streuwinkel eine zusatzliche Phasenverschiebung bemerkbar macht, die bei 
Verwendung von Gold alsStreuzentrum nicht sichtbar war. Mandeutete diesen 
Effekt als Energieverlust infolge des Riicksto Bes des Atomkerns. HOFSTADTER, 
10 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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FECHTER und MCINTYRE (30) haben in einem weiteren Versuch bei Ver-— 
wendung von CH, als Target festgestellt, daB bei Zihlung der gestreuten 
Elektronen in Abhangigkeit von ihrer Energie zwei Maxima bei der Energie-— 
verteilung feststellbar sind, wovon das bei hoherer Energie dem Kohlenstoff 
und das bei niedriger Energie dem Wasserstoff zugeschrieben werden muB. | 
Mit anderen Worten bedeutet dies: Jene Elektronen, die am Kohlenstoffkern | 
gestreut werden, verlieren — 
weniger Energie infolge | 
des RiickstoBes des C- | 
Kernes als die am Proton 

gestreuten. : 
Das Problem wurde kurze | 
Zeit spater (31) noch ein- 

mal untersucht und dabei 

Elektronen hoherer Ener- 

gie verwendet. Bei Elek- 

tronen mit einer Anfangs- 

energie von 125 MeV er- 

gibt sich eine relative 

Verschiebung der Ener- 

gieverteilungsmaxima bei 

einem Streuwinkel von 

70 Grad statt 35 Grad 

um 0,6 + 0,2 MeV und 

bei 90 Grad relativ zu 

35 Grad um 1,2 + 0,2 MeV. Die Energieverteilungen weisen, wie im fol- 

genden Schema deutlich sichtbar ist, neben einer Energieverschiebung 

auch eine Verbreiterung der Energieverteilungskurve auf (Bild 5). 

Ebenso wurde bei Verwendung von CD, festgestellt, daB die Energiever- 

teilung deutlich aus zwei Spitzen besteht, wovon die eine einer elastischen 

Streuung am Kohlenstoffkern und die zweite einer analogen Streuung am 

Deuterium entspricht Die Energieverteilung weist auBerdem knapp oberhalb 

der C-Spitze einen steilen Abfall auf, wihrend auf der anderen Seite nur ein 

langsames Annahern an die Abszisse feststellbar ist, das seinen Grund in der 

Bremsstrahlung hat. 

Bei Verwendung von Elektronen einer Anfangsenergie von 190 MeV, iiber 

die in einer weiteren Arbeit (32) referiert wurde, treten die bereits bespro- 

chenen Erscheinungen bei der Energieverteilung noch deutlicher hervor. 

Es zeigt sich nun, daB die Verbreiterung der Energieverteilungskurve u. a. 

auch durch die inelastische Streuung an den Kernen hervorgerufen wird, 

was bei gréBerem Streuwinkel dadurch deutlich sichtbar wird, daB hier noch 

zusatzliche Spitzen auftreten. 

Fihren wir fir die durch elastische Streuung entstehende Spitze den Aus- 

druck ,,elastisches Maximum“ ein und bezeichnen die ubrigen als ,,unelasti- 

sche Maxima“, subtrahieren wir die den letzteren entsprechenden Energien 

von den ersteren, so erhalten wir die Kernniveaus. Dies ist einleuchtend, 

wenn man bedenkt, daB eine Anregung durch Energieabgabe des gestreuten 

Teilchens an dem Atomkern hervorgerufen wird. Die Autoren ermittelten 
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diese im speziellen Fall des Berylliums zu 2,54 MeV und 6,96 MeV, was eine 
gute Ubereinstimmung mit den durch andere Methoden gefundenen Kern- 
niveaus bedeutet (33). Auftretende schwache Wechselwirkungen zwischen 
dem gestreuten Teilchen und einzelnen Kernteilchen werden bei diesen Ver- 
gleichen vernachlassigt. 

Kine weitere Arbeit (34) von MCINTYRE und HOFSTADTER beschaftigt sich 
mit den Versuchen zur Streuung schneller Elektronen am Deuterium. Dabei 
geht man so vor, daB man CH, und CD,, sowie H, und D, im gasformigen 
Zustand als Target verwendet. Im letzteren Fall muB aber eine Vielfach- 
streuung in der Wand der Streukammer mit beriicksichtigt werden. Deren 
EinfluB ist aber kleiner als 5%. 

Bei beiden Versuchen ist zu beriicksichtigen, da verschiedene Einflisse, die 
in der Dicke des Targets begriindet sind, auf das Ergebnis einwirken. Diese 
Effekte bleiben aber in 
der GréBenordnung der 
Ungenauigkeit der ex- 
perimentellen Anord- 
nung, wenn bei den erst- 
genannten Versuchen das 
Target nicht dicker als 
5 mm fir CD, und 3 mm 
fiir CH, sowie im zweiten 
Fall der Druck nicht 
groBer als 137 atm ist. 
Bei der Streuung von 
Elektronen mit 192 MeV 

wurde bei einem Streu- ee se me Em (Fe ss 
winkel von 180 Grad die ately, 

in Bild6 gezeigteEnergie- 

verteilung festgestellt. 

Diese Verteilung zeigt wieder zwei groBe elastische und daneben mehrere 
inelastische Maxima, die auf eine Anregung der Kohlenstoffkerne schlieBen 
lassen und den einzelnen Niveaus entsprechen. 

Die Hohe der Spitze elastischer Streuung hingt vom Streuwinkel ab. Bei 
kleinen Winkeln gibt es bei Kohlenstoff eine annihernd 18mal so hohe Spitze 
als bei Wasserstoff, da die Coulombstreuung proportional zu Z? ist. Da aber 
bei diesen Energien der C-Kern nicht als Punktladung angesehen werden 
kann, ergibt sich bei groBerem Streuwinkel eine Verkleinerung der Spitze 
des Kohlenstoffes, die sogar, wie in obiger Figur, kleiner als die H-Spitze 
werden kann. Auch bei CD,-Targets kann man dieselben Erscheinungen be- 
obachten. Die Versuche mit einer gasgefillten Streukammer ergaben eine 
viel geringere Ausbeute an gestreuten Elektronen, dagegen kann man auf 
die relativ sehr ungenauen Subtraktionsmethoden (bei CH, und CD, muB 
erst die C-Kurve abgezogen werden, um die Streuung am Proton und Deu- 
teron zu studieren!) verzichten. 

Durch Vergleich der Resultate mit der Theorie kann man schlieBen, daB die 
Streuung bei Elektronen mit einer Anfangsenergie von 190 MeV (das ent- 
spricht im Schwerpunktssystem 160 MeV beim leichten und 175 MeV beim 
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schweren Wasserstoff) an H-Kernen eine gute Ubereinstimmung mit der 
Streuformel fiir eine Punktladung (Formel von MCKINLEy-FESHBACH) 
zeigt. om 
is groBer Bedeutung sind vor allem die Ergebnisse der Streuung am Deu- 
terium. Dort ergibt sich bei groBen Winkeln ein differentieller WQ, der nur 
ein Zehntel des WQ der Streuung an einer Punktladung ist. Die Energie- 
verteilung weist an jener Stelle, wo sich bei Streuung an H-Kernen das 
Maximum befindet, eine Spitze auf, die der inelastischen Streuung ent- 
spricht. Letztere kann sowohl durch den Energieverlust bei einer Spaltung 
des Deuteriumkernes als auch bei Streuung an einem bewegten Proton im 
D-Kern hervorgerufen werden. Aus der Form des inelastischen Maximums 
wird man auf die Geschwindigkeitsverteilung des Protons im D-Kern 
schlieBen kénnen. 
Beziiglich der Ladungsverteilung beim D-Kern konnten bei diesen Energien 
noch keine Aussagen getroffen werden. 

Die bisher in diesem Abschnitt beschriebenen Versuchsreihen dienten zu 
einer qualitativen Erfassung, der bei der Streuung auftretenden Effekte. Die 
beiden nun ebenfalls in Stanford durchgefiihrten Arbeiten (35, 36) sollten 
diese Effekte quantitativ erfassen. Dabei beniitzten die Autoren als Ver- 
gleich zu ihren experimentell erhaltenen Kurven die Formel fir die Streuung 
schneller Elektronen an einem Proton, die durch ROSENBLUTH (37) ab- 
geleitet wurde, unter Beniitzung der Schwingerschen Strahlungskorrekturen, 
iiber die bereits gesprochen wurde. Es ist daher notwendig, zuerst die Arbeit 
von ROSENBLUTH zu behandeln, ehe wir auf Vergleiche zwischen Theorie 
und Experiment naher eingehen. 

ROSENBLUTH ermittelt den WQ fiir die elastische Streuung eines schnellen 
Elektrons an einem Proton mit anomalem magnetischem Moment. Dabei 
wird der Riicksto8 des Protons nicht vernachlissigt. Es handelt sich also 
um eine Art Mdllerstreuung, da wir an Stelle eines im Schwerpunkt ver- 
bleibenden Potentials nun ein solches haben, das nicht von einem unendlich 
schweren Teilchen herriihrt. Beim Elektron wird das anomale elektrische 
Moment und die Verschmierung der Ladung vernachlassigt (die Beriick- 
sichtigung entspriche den Schwingerschen Strahlungskorrekturen, die die 
Stanford-Gruppe im Gegensatz zu ROSENBLUTH noch mit betrachtet). 
Beim Proton werden zwei Wege eingeschlagen: Zunichst wird das anomale 
magnetische Moment durch Kinfiihrung eines Pauli-Termes in der Wechsel- 
wirkung beriicksichtigt. Der beziiglich des Elektrons differentielle WQ 
lautet: 

do (“ e’ \2 sin? 3/2 

dQ: aa cos! #/2 
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wobei k’e’/2.M den Wert des anomalen magnetischen Momentes darstellt, 
der der Erfahrung zu entnehmen ist. Der zweite Weg ist die Berticksichtigung 
der ,,Mesonenwolke“ um das Proton, die ja zum anomalen magnetischen 
Moment fiihrt, durch Betrachtung der Korrekturen, die die Mesonentheorie 
an der WW zwischen Proton und Elektron anbringt. Unter Zugrunde- 
legung der pseudoskalaren Theorie mit pseudoskalarer Kopplung werden 
diese Korrekturen in erster Naherung stérungstheoretisch berechnet. Die 
Kopplungskonstante wird so bestimmt, daB das anomale magnetische Mo- 
ment den empirischen Wert hat. Durch Vergleich mit der Erfahrung sollten 
so Riickschliisse bzg]. der Feldtheorie der Kernkrafte méglich sein. _ 
Dagegen ist zu sagen, da8 hier die Werte zu ungenau sind, da die verwendete 
Stdérungstheorie eine sehr schlechte Naherung ist. Es ware sicher angebracht, 
an Stelle der pseudoskalaren Kopplung die Theorie von CHEW und Low (38) 
zu beniitzen, mit der man bei der Streuung von Elektronen an Neutronen 
bereits Teilerfolge (39) erzielen konnte. 

HOFSTADTER und MCALLISTER (35) fiihrten ihre Versuche mit Protonen, 
die sich vor der Streuung in Ruhe befinden und mit Elektronen einer Anfangs- 
energie von 100, 188 und 236 MeV durch. Die erhaltenen Kurven liegen 
zwischen den Mott- und Rosenbluthkurven, letztere fiir eine Punktladung 
und ein punktférmiges magnetisches Moment. 

Man begriindet die Abweichung dadurch, dafi entweder das Proton nicht als 
punktférmig angesehen werden darf oder dafi im Bereiche so kleiner Langen, 
wie 10-3 cm, das Coulombgesetz nicht mehr stimmt. 

Geht man von der Annahme aus, da die Ladungswolke des Protons und 
sein magnetisches Moment dieselbe Verteilung besitzen, so kann man ein- 
fache Formfaktoren fir die Gestalt des Protons ermitteln und die experi- 
mentellen Werte ergeben dann einen mittleren quadratischen Radius von 
(7,4 + 2,4) - 10-4 cm. 

Wahlt man (40) fiir die Ladung einen Formfaktor F, und fiir das magnetische 
Moment einen Formfaktor F,, so erhalt man als WQ fir die Streuung an 
einem ausgedehnten Proton: 
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und / die De Broglie-Wellenlange des Elektrons im LS-System ist. Die 
Formfaktoren sind Funktionen von r und entsprechen in der Rosenbluth- 
formel den GréBen e’/e und k’e’/k,e. An Stelle mesontheoretischer Inter- 
pretationen treten wieder phinomenologische, da letztere eine solidere 
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Basis fiir den Vergleich mit den Experimenten darstellen Es zeigt sich, daB 
man mit obiger Formel beieinem mittleren quadratischen Radius von7 -10-44em 
eine Kurve erhalt, die zwischen der Mott- und Rosenbluthformel liegt und 
mit den experimentellen Werten annahernd tibereinstimmt. 

Die zweite Versuchsreihe (36) verwendet wieder CH, als Target und macht 
sich zunutze, daB der Kohlenstoffkern und seine Niveaus in der Literatur 
bereits sehr eingehend behandelt wurden, was fiir eine Interpretation der in- 
elastischen Streuung von groBer Bedeutung ist. Bei der Uberpriifung des 
WQ wurde festgestellt, daB starke Ahnlichkeiten zwischen den Winkel- 
verteilungen bei den Niveaus 4,43 MeV und 9,61 MeV auftreten, so daB man 
dem letzteren Niveau ebenfalls (33) J = 2+ zuordnen kann. Das dazwischen- 
liegende Niveau wird als durch (0*—0* )-Ubergang entstehend interpretiert, 
wie bereits durch andere Versuche (33) ermittelt worden war und an Hand 
dieser Elektronenstreuversuche von SCHIFF (41) sowie von SHERMAN und 
RAVENHALL (42) mit dem Schalenmodell genauer untersucht und bestatigt 
wurde. 

Uber héhere Niveaus kénnen mit diesen Versuchen keine Aussagen getroffen 
werden, da die erzielten Effekte zu schwach sind. Die Versuche legen die 
Einfiihrung eines Formfaktors fiir die inelastische Streuung nahe, den 
RAVENHALL mit der Bornschen Naherung ermittelte. 

Dieser Formfaktor bewahrt sich auch bei der elastischen Streuung und 
bringt wieder eine gute Ubereinstimmung mit dem Experiment unter Be- 
riicksichtigung einer Ladungsverteilung, die zur Halfte gleichmaBig und zur 
Halfte eine GauSB sche ist. Dabei legt RAVENHALL wieder (4J) seinen Be- 
rechnungen das Schalenmodell zugrunde, wenn gleich auch aus den Be- 
rechnungen der angeregten Zustinde zu ersehen ist, daB in Wirklichkeit die 
Kernteilchen doch weniger unabhingig voneinander sind als beim Schalen- 
modell, aber die Kollektivbewegung keine so groBe Rolle spielt wie beim 
Flissigkeitsmodell bzw. dem a-Teilchenmodell. 

Neben dem Proton hat auch das Deuterium als Target Probleme aufgeworfen, 
die von JANKUS (43) naéher untersucht wurden. Experimentell war fest- 
gestellt worden (34), da neben einer kleinen ,,elastischen“ eine groBe ,,in- 
elastische’ Spitze auftritt, die einer Spaltung des Deuteriums entspricht. 
JANKUS lehnt sich in seiner Arbeit an die vielen und bekannten Arbeiten iiber 
eine Photospaltung an. Dort hat man die transversalen Photonen zu _ beriick- 
sichtigen, hier vorwiegend das Coulombfeld. Auch ist zu beachten, daB groBe 
Impulsiibertragungen bei der Photospaltung groBe Energietibertragungen be- 
dingen, wihrend diese hier erheblich kleiner sind. 

JANKUS betrachtet das Deuterium nichtrelativistisch. Als St6rung wird die 
elektromagnetische Wechselwirkung des Deuterons durch seine Ladung und 
die magnetischen Momente von Proton und Neutron mit dem Elektron be- 
trachtet. Dabei beschreibt er die Kernteilchen durch punktformige Ladungen 
und magnetische Momente. 

Unter der Voraussetzung, da das Deuteron im Grundzustand verbleibt, 
erhalt man folgenden WQ: 


“c= 1 ef cos? 4 P| p> sin ee (i + poy sin? 5) (3) 
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(p) = Anfangsimpuls des Elektrons), wobei F? in den ersten beiden Gliedern 
(dem Term fiir die kugelsymmetrische Ladungsverteilung und dem Quadru- 
polterm) mit dem entsprechenden Ausdruck von SCHIFF (24) tibereinstimmt, 
) waihrend JANKUS nun einen zusatzlichen 3. Term erhalt, der vom magneti- 
schen Moment herrihrt. 

Fiir geringe RiickstoBeffekte lift sich F? vereinfachen zu 


2 
Px {1 + 2(4q?)? (up + by)? (<a —1) FE; (4) 


wobei f? wieder den oben genannten kugelsymmetrischen Anteil bedeutet 
und als ,,Formfaktor‘’ an Hand verschiedener Kernpotentiale untersucht 
werden kann. 
i Bei der Berechnung des inelastischen Streuquerschnittes (wieder im LS- 
\ System) wurde der Impuls des Protons in bezug auf den durch den Riick- 
stoB bewegten Schwerpunkt des Deuterons mit bericksichtigt. AuBerdem 
+ berechnet JANKUs die Energieverteilung bei fixem Streuwinkel und beriick- 
» sichtigt die Tatsache, daB die inelastische Spitze sehr schmal ist und daher 
» der Impulsverlust des Elektrons, bzw. der RiickstoBimpuls des Deuterons als 
> konstant angesehen werden darf. Mit Hilfe der Vollstaindigkeitsrelation der 
) Wellenfunktion im Endzustand gelingt die Berechnung des totalen WQ, der 
i sich als nahezu unabhingig von der Wellenfunktion des Deuterons im Grund- 
zustand erweist. Dagegen ist eine analoge Berechnung des inelastischen An- 
teiles am totalen WQ abhingig von dieser Wellenfunktion und vom Riick- 


stoBimpuls. 
Eine endgiiltige Entscheidung liegt auch hier wieder bei den tatsachlichen 
Kernkraften und bei den durch diese Kernkrafte bestimmten Formfaktoren. 
Wenn man aber bedenkt, daf& die beiden Nukleonen so schwach gebunden 
sind, da8 man sie in guter Naherung als frei ansehen darf, so kann man einen 
Formfaktor aus der GréBe des Protons (35) ermitteln und fiir die Berechnung 
des WQ benitzen. 
Bei simtlichen Untersuchungen an leichten Kernen kann man eine bessere 
{ Erklarung durch Kenntnis der Ladungs- und Momentverteilung des Protons 
+ erwarten. Diesbeziigliche Untersuchungen erfolgten durch CHAMBERS und 
} HorsTADTER (44), wobei sie Elektronen bis zu 550 MeV verwendeten. Diese 
| Energie entspricht einer De Broglie-Wellenlinge, die kleiner als dic bereits 
) ermittelte Protonengréfe ist und die im Falle von 550 MeV nur die Halfte 
) der GréBe des Protons erreicht. 
| Mit den aus den Experimenten gewonnenen Werten wurde die Rosenbluth- 
’ Formel, die nur eine Punktladung und ein punktférmiges magnetisches 
| Moment beriicksichtigt. modifiziert. Sei mit 7, der Radius der elektrischen 
_ Ladungsverteilung des Protons und mit r,, der des magnetischen Momentes 
_ pezeichnet, so wirde fiir die Rosenbluth-Formel r,, = r, = 0 gelten. 
- Die beste Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten ergibt sich bei 
| Annahme einer GauBschen Ladungsverteilung mit. 7, = 1%, = 7° 10-*4 cm 
- und bei einer exponentiellen Ladungsverteilung mit r, = 71, = 8-107 cm 
| sowie bei einer ,,hohlen‘“‘ Ladungsverteilung 9 = r-e’ mit 7, = Tm = 7,8 ° 
-10-14em. Der Radius der Verteilungen der elektrischen Ladung und des 
| magnetischen Moments wurde als gleich groB angenommen, da ungleiche 
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Radien eine sehr schlechte Ubereinstimmung mit dem Experiment zeigten, 
Auch wurde bei zwei verschiedenen Energien und gleichem q (2) das Verhaltnis 
beider Formfaktoren bestimmt. Mit g = 2 - 1018 cm-! ergibt’ sich ein Ver- 
haltnis von F, zu F, von 1,1 + 0,2, was die Annahme gleich grofer Radien 
rechtfertigt. 

Die Verfasser versuchen der Einfiihrung eines ausgedehnten Protons durch 


folgende Annahme gerecht zu werden: Das Proton ist in der Zeit t ein punkt- — 
formiges Diracteilchen (Proton) und in der Zeit: 1 —t ein Neutron und eine | 


a 


Einmesonen- 
naherung 


~ 
S 


sierte Stérung 
theorie 


in Einheiten. von 10-2eu3) 
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Mesonwolke. Die daraus resultierenden Rechnungen wiiren sehr kompliziert, 
da auch eine Streuung am magnetischen Moment des Neutrons in der Zeit 
1 —t zu beriicksichtigen wire. So beschriinkten sich die Verfasser auf ein 
dauernd ausgebreitetes Proton, sie setzen also t = 0 und fassen Neutron und 
Mesonen als ausgedehntes Proton mit anomalem magnetischen Moment 
auf. Im umgekehrten Fall z. B tr = 0,9, wiirde ein groBer Anteil des WQ aus 
der Streuung an einer Punktladung resultieren, was sich experimentell aber, 
wie gezeigt wurde, nicht bestitigt. 

Da die Stérungstheorie versagt, hat man nun auch fiir die Streuung schneller 
Elektronen am Proton (45, 47) zur Theorie von CHEW und Low (38, 46) 
gegriffen, um an Hand dieser Theorie, wie bereits angedeutet wurde, eine 
Mesonenladungsdichte zu finden. : 

So berechnet ZACHARIASEN (45) die Ladungsverteilung aus 


Q(X) = (olan (%) | Yo) - (5) 
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Dabei stellt |y,| den physikalischen Zustand des Nukleons dar und ist der 
Operator der Ladungsdichte des Mesonfeldes, der, wie bekannt, mittels der 
Gleichung 
Ox (x) = — te [a (x) p (x) — x* (x) p* (2)] 


durch die Feld- und Impulsgré8en des geladenen Mesonenfeldes ausgedriickt 
werden kann, die als Operatoren aufzufassen sind (2. Quantelung). 
Hernach verwendet er zur Berechnung der Zustandsfunktion | pp») ein von 
CHEW und Low (46) aufgestellte Identitat 
1 t 
Pe Vato Fe He Vie Po (6) 


~~ 


+ und deren ,,Einmesonennaherung‘‘. Diese beinhaltet einen Anteil der reno- 
; mierten Stérungstheorie und Terme von Zwischenzustinden mit einem 
+ Meson. Als Abschneideenergie wurde 6c? gewahlt (u = Mesonenmasse). 
| Bild 7 zeigt die Ladungsverteilung fiir beide Theorien und die gute 
» Ubereinstimmung der Einmesonennaherung mit der renomierten Storungs- 
| theorie. 

| CLEMENTEL und VILLI (47) setzen die Uberlegungen an Hand der CHEW- 
» Low-Theorie fort. Sie entwickelten den Formfaktor 


| Fy (q) = = fotn) eer dx @) 
{ unter der Voraussetzung, da8 9 kugelsymmetrisch ist, in 
| Fy =1—S(- 1" oer a (8) 
| mit Ten = [ 72"0 (1) ar. (9) 
+ Dabei ist die Ladungsdichte normiert : 

fo (de =1. (10) 


| Mit den von ZACHARIASEN (45) gewahlten Annahmen fiir Erwartungswert 
. und Abschneideenergie finden die Verfasser folgende Zwischenresultate : 
I, = 0,198/u? und J, = 0,136/u*. Daraus lassen sich der mittlere quadratische 
Radius zu (J,)': = 6,16 - 10-4 cm berechnen (dies ist ein niedrigerer Wert 
als der phinomenologisch bestimmte) und es wird 


mene eb D 


PF, (¢) = 1 — 0,033 (Z) + 0,001 (2). (11) 


| Es wurde eine gute Ubereinstimmung der Winkelabhangigkeit des WQ mit 
| den experimentell gefundenen Werten bei 188 MeV festgestellt, wobei aber 
|. gleichzeitig bemerkt wird, daB durch die Verwendung der Gleichung (11) 
| nur das asymptotische Verhalten der von ZACHARIASEN gewahlten Mesonen- 
| verteilung iiberpriift wird. An Hand der Gleichung (10) wird aber augen- 
_ gcheinlich, daB das Verhalten der Ladungsdichte bei kleinen Abstaénden 
| weniger wichtig ist, als bei groBen. (Dieser Schlu8 gilt auch fiir die Elektron- 
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Neutron-Streuung). Fiir eine genauere Uberprafung der Theorie und 
Giite der verwendeten Naherungen sind aber jene Falle besonders i 
essant, fiir die g > &, (f = Abschneideenergie) ist, da in diesem Fall, wie 
CuEw-Low-Theorie lehrt, die Ubereinstimmung vom Verhalten der Lad 
verteilung bei kurzen Distanzen abhangig ist. Bei Verwendung von Elek- 
tronen einer Anfangsenergie von 550 MeV ergeben sich aber Abweich: 

von 35% won den experimentellen Werten. Die Berechnungen zeigen 
Verwendung jener Parameterwerte, die bei der Meson-Nukleon-Streuung zu | 
einer guten Ubereinstimmung fiihrten. daB die von ZACHARIASCEN @ ) 
Einmesonennaherung ermittelte Landungsverteilung nicht zu rechtfertigen _ 
ist. Die Berechnungen sagen aber iiber die Brauchbarkeit der CHEW-LOW- | 
Theorie nichts aus. ; 
Dagegen ergibt sich das zusammengesetzte Potential von VACHASPATI, das | 
ich am SchluB des ersten Teiles (J) beschrieben habe. und das wir nun in > 
folgender Form schreiben wollen: . 


P(r) = — (@—ne*) (12) 


fr 
wobei nun 7 und &,, die beiden neuen Parameter sind, eine gute Uberein- 
stimmung mit den experimentellen Werten bei 188 MeV und 550 MeV. » 
bedeutet wieder die relative Starke des Yukawapotentials zum Coulomb- 
potential und wird zu 7 = 1,5 angenommen, wahrend fir k,, wieder derselbe 
Wert erhalten wird, der sich aus der CHEW-LOw-Theorie der Meson-Nukleon- 
Streuung ergibt, nimlich &,, = 6u. 4 
Auch der sich ergebende mittlere quadratische Radius von 7 - 10-“ em 
stimmt mit den experimentellen Werten gut iberein. . 
Diese Berechnungen wurden mit der Bornschen Naherung fiir die Wechsel- 
wirkung zwischen Elektron und dem Potential nach Gleichung (12) durch. 
gefthrt, wobei sich nun als Formfaktor 


ke +U—n)¢ 


Fi (@) = Big (13) 
ergibt. Das entspricht einer Ladungsverteilung 
yk, 2. 
e (r) = —— e—*" — (yn — 1) 8 (r), (14) 


ianr 


die jedoch nicht notwendig durch ein Versagen der Quantenelektrodynamik 
bei kleinen Abstinden, sondern auch fiir ein ausgedehntes Proton zustande 
kommen kann. 

Mit den Ergebnissen beim Proton gelingt wieder eine Fortsetzung der Unter- 
suchungen am Deuteron, die von JOHN-MCINTYRE (48) durehgefithrt 
wurde. Es wurde bereits festgestellt, daB eine Ladungsverteilung beim Deu- 
teron sich direkt aus dem zwischen Neutron und Proton wirkenden Potential 
ableiten 1aBt. Uber dieses Potential ist nur dessen Reichweite aus der nieder- 
energetischen Neutron-Protonstreuung bekannt. MCINTYRE versuchte nun, 
mit Elektronen einer Energie von 188 MeV und 400 MeV Schliisse iiber die 
Form dieses Potentials zu ziehen. Dabei beschrankt er sich darauf, die von _ 
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ULTHEN, SMITH (27) und JANKus (43) verwendeten Potentiale zu tiber- 
oriifen. Die Ergebnisse fir die ermittelten Formfaktoren dieser Potentiale 
yveichen von den experimentellen Werten stark ab. Die Abweichungen 
<6énnen wie folgt begriindet werden: 
/Entweder: Der effektive Bereich des Neutron-Proton-Potentials im Deu- 
seron stimmt mit den aus der Neutron-Protonstreuung gefundenen Werten 
hicht iiberein. Dieser SchluB wiirde zutreffen, wenn eine entsprechende und 
sinnvolle Anderung der Theorie der Kernkriafte méglich ware: 
*Oder: Der mittlere quadratische Radius der Ladungswolke des Protons im 
Deuteron sei (0,83 + 0,17) - 10-13 cm, wahrend der des Neutrons sehr klein 
st, so daB das Neutron als Punkt angesehen werden muB. Dies bedeutet aber 
seinen Verzicht auf die Ladungsunabhangigkeit der Kernkrafte. Die Ein- 
fahrung eines modifizierten Formfaktors mit einem mittleren quadratischen 
Radius von etwa 0,8-10-!%cm ist wegen der Comptonwellenlange des 
‘Nukleons abzulehnen. 
‘Oder: Eine Ubereinstimmung kénnte durch eine Anderung des Coulomb- 
“gesetzes, das bei so kleinen Abstanden vielleicht nicht mehr stimmt, erreicht 
werden. 
‘Diese Uberlegung von McINTYRE gewinnt durch die Erfolge von CLEMENTEL 
jund VILLI (47) mit einem durch ein Yukawapotential geschwichtem Cou- 
‘lombpotential an Bedeutung. Eine diesbeziigliche Untersuchung fehlt noch 
nd wiirde die Arbeiten am Deuteron in einem gewissen Grade vervollstandi- 
‘gen, so daB endgiiltige Schliisse gezogen werden k6nnen. 
‘Neben einer neueren und ausfihrlicheren Arbeit (49) iiber die inelastische 
; Streuung am Kohlenstoffkern ist noch eine theoretische Arbeit (50) tiber die 
)Streuung schneller Elektronen am Deuteron bemerkenswert, in der BERN- 
‘STEIN die Streuformeln durch Einfiihrung einer Zweiteilchenamplitude, 
‘die proportional zur Ladungsdichte ist, unter Vernachlassigung eines Mesonen- 
saustausches vereinfacht und das Ergebnis an Hand verschiedener Potentiale 
untersucht. 
‘Von groBem Interesse sind auch die abschlieSenden Bemerkungen von 
-CLEMENTEL und VILLI in der bereits mehrfach zitierten Arbeit (47), in der 
_ sie ihre Untersuchungen der Streuung am Proton auf hohere Energiebereiche, 
‘die derzeit experimentell noch nicht erreicht werden kénnen, ausdehnen. 
-Dabei beschreiben sie die Wechselwirkung relativistisch in Gliedern des 
| Vachaspati-Potentials (12). Durch Betrachtung des Formfaktors (13) zeigt 
sich, daB bei einer Impulstibertragung 


km 
q=&= (15) 
Vy —1 
/ fir den differentiellen WQ gilt: 
EOE 2G) (16) 


| Fir q <q, ist der WQ eine monoton abnehmende Funktion von @, fir 
49> 4 ist das eine langsam zunehmende Funktion. 
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Mit den aus der Erfahrung ermittelten Parameterwerten k,, = 64 und 
» = 1,5, ermittelten die Autoren eine kritische Energie fir die ch ee 
Streuung zu EZ, = 1,05 GeV. Oberhalb dieser kann man aus q = q; einer 
kritischen Winkel 3, ermitteln, fiir den 4 


o (0,) = 0 (7) 


ist; z. B. verschwindet der differentielle WQ mit HE = 1,1 GeV bei eineny 
Winkel von 140 Grad und mit Elektronen einer Energie von 1,3 GeV ber 
90 Grad. Unterhalb FE, verschwindet der WQ nie. S| 
AuBerdem wird durch diese kritische Bedingung die effektive Ladung dee 
Protons e’ =e-F, bei gq, = 1,4k,, ebenfalls Null. Man kann nun einem 
Versagen der Elektrodynamik bei kurzen Absténden summarisch dadurchl 
Rechnung tragen, daB man die Photonenausbreitungsfunktion geeignety 
modifiziert. Es ist interessant, daB ein fast gleich groBer Wert als Abschneide- 
impuls aus feldtheoretischen Uberlegungen mit modifizierter Ausbreitungs-; 
funktion erschlossen wurde (51). 

Zusammenfassend kann gesagt werden, daB die Fortfiihrung dieser Unter-’ 
suchungen mit héheren Energien durch den Experimentalphysiker und mitt 
besseren feldtheoretischen Methoden durch den Theoretiker neben einem: 
AufschluB tiber die Ladungsverteilung in den Atomkernen, bzw im Proton; 
selbst, auch fundamentale Schliisse u. a. fiir die Theorie der Elementarteil-- 
chen, der kleinsten Linge, der Ladungsunabhangigkeit der Kernkrafte und: 
der Giiltigkeit der Maxwellschen Theorie bzw. des Coulombgesetzes in kurzen* 
Abstanden erwarten laBt. 


Anmerkung: Nachtraglich erreichten uns zwei Arbeiten (52, 53), in denen* 
die im Abschnitt 1 behandelten Formeln mit Hilfe von Rechenmaschinen > 
tabellarisch ausgewertet sind. 
Daneben erschien aus der Feder R. HOFSTADTERS (54) eine zusammen- - 
fassende Arbeit, die das Problem von der experimentellen Seite aus be-- 
trachtet und analoge Schliisse enthilt, wie sie in meiner Arbeit aufgezeigt ! 
sind. HOFSTADTER vermerkt nicht zu Unrecht, daB die auftretenden Schwie- : 
rigkeiten vorwiegend im Gebiet der theoretischen Physik liegen. 
An dieser Stelle sei auch meinem Schiiler, Herrn cand. phil. H. ZINGL, fiir: 
seine wertvolle Mitarbeit bei der Abfassung dieser Arbeit herzlichst gedankt 
sowie meinem Assistenten, Herrn Dr. H. MITTER, fiir zahlreiche Diskussionen. . 


Graz, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. 
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1. Einleitung 


Vor zwanzig Jahren erschienen in der Zeitschrift ,,Doklady ‘ der Akademid_ 
der Wissenschaften der UdSSR die Artikel von WAWILOw (1) und TsCHE# 
RENKOW (2) mit den ersten Angaben iiber die Natur und die Eigenschaften ° 
der Erscheinung, die spater die Bezeichnung Tscherenkow-Effekt erhielt ( 
In diesen Arbeiten wurde darauf hingewiesen, da ausnahmslos alle reine 
Flissigkeiten unter der Einwirkung der y-Strahlung des Radiums miti: 
beispielhaft gleichmaBiger Helligkeit leuchten. Zugleich wurde auch eine 
Reihe wichtiger Eigenschaften dieses schwachen, blauen Leuchtens fest-i 
gestellt. Die wichtigste der Folgerungen, zu denen WAWILOW in seiner Arbeit: 
gekommen war, bestand darin, daB die von WAWILOW und TSCHERENKOW™ 
entdeckte Erscheinung keine Lumineszenz sein kann. 
Denn nach der Definition von WAWILOW (3) muB jede Art der Lumineszenzi 
unbedingt eine endliche Abklingdauer besitzen, deren GréBenordnung ¢ 
10-! sec und mehr betragen kann. Bei den Lumineszenzerscheinungen ist 
diese Dauer durch die Wahrscheinlichkeit des Uberganges eines Atoms oder! 
Molekiils aus einem angeregten in einen energetisch niedrigeren Zustand | 
bestimmt. Durch Einwirkung auf die angeregten Teilchen kann somit die¢ 
Lumineszenz auf die eine oder die andere Art geléscht werden. Je kiirzer r 
diese Abklingdauer fiir die Strahlung ist, um so héher muB die Temperatur 
oder die Konzentration der léschenden Stoffe sein, damit eine Verkleinerung ; 
der Lumineszenzintensitit hervorgerufen werden kann. | 
Die Untersuchungen von TSCHERENKOW haben gezeigt, daB mit Hilfe der; 
bekannten Methoden der Lumineszenzléschung die Helligkeit des universellen 


") Vortrag am Physikalischen Institut der Akademie der Wissenschaften der UdSSR y 
am 25. 1. 54 zum Gedachtnis von 8. I. WawiLow. Der Inhalt dieses Vortrages wurde } 
umgearbeitet und erganzt. Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 58, 111 (1956). 

. || 
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| 
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blauen Leuchtens nicht herabgesetzt werden kann. WAWILOw (J) zog hieraus 


die SchluBfolgerung, daB ,,der beobachtete Effekt in keinem Falle irgendeine 
Art der Lumineszenz sein kann, fiir die eine endliche Abklingdauer das 
notwendige charakteristische Kennzeichen sein muB". 

Bekanntlich ist die Lumineszenz eine in der Natur sehr verbreitete Erschei- 
nung. Das Leuchten verschiedener Radiumverbindungen ist insbesondere 
auch Pierre und Marie CuRIE (4) bereits gut bekannt gewesen'). In den 
folgenden Jahrzehnten wurde dieses durch die radioaktiven Stoffe ver- 
ursachte Leuchten, also sicher auch die Wawilow-Tscherenkow-Strahlung, 
oft beobachtet 2). Beider Untersuchung der verschiedenen Arten der Lumines- 
zenz bemerkte jedoch niemand, daf das Leuchten der reinen Flissigkeiten 


; . a: . . . 
und auch vieler fester Kérper nicht durch Lumineszenz, sondern durch eine 


neue optische Erscheinung — den Wawilow-Tscherenkow-Efiekt — hervor- 
gerufen wird. Man kann daher annehmen, daf diese neuentdeckte Erschei- 
nung ohne die Arbeit von WAWILOw, der auf diese die Abklingdauer des 
Leuchtens als Kriterium anwandte, noch viele Jahre unerkannt geblieben 
wire *). 

In den letzten 20 Jahren wurde diese Erscheinung recht genau untersucht. 
Die weitere Entwicklung der Physik in den letzten Jahren zwingt uns jedoch, 
die Frage nach der Abklingdauer der Wawilow-Tscherenkow-Strahlung von 
neuem zu stellen. In den Arbeiten von WAWILOW und TSCHERENKOW 
wurde nur nachgewiesen, da die Abklingdauer der Strahlung bedeutend 
kleiner als 10-! sec ist und somit die Grenze des MeBbaren unterschreitet. 
Eine genauere Untersuchung dieser Frage hatte damals wenig Sinn. Heute 
beginnt sich die Situation zu andern. Die breite Anwendung von Lumines- 
zenzzahlern hatte eine bedeutende Verbesserung der Photovervielfacher 
und ihier Anwendungsmethodik zur Folge. Auf diese Weise wurde die 
Moglichkeit geschaffen, den Wawilow-Tscherenkow- Effekt fiir die einzelnen 


1) Marie Curie (5) schreibt in ihren Erinnerungen an P. CurIE, die Entdeckung des 
Radiums schildernd, unter anderem folgendes: ,,Wir waren besonders erfreut, als wir 
bei unseren Beobachtungen feststellen konnten, daB unsere Radium enthaltenden Salze 
spontan leuchteten. Wie P. Curr sagte, hat ihn diese iiberraschende Erscheinung mehr 
befriedigt, als er es in der Regel ausdriickte.“* Die anschauliche Beschreibung dieser 


- Beobachtung findet man in der Biographie von M. CurIE (6). 


2) Das Leuchten reiner Fliissigkeiten unter der Einwirkung von y-Strahlen ist z. B. auch 


- yon MALLET beobachtet worden (7). 


3) Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich aus der Betrachtung einiger Werke 
auslandischer Autoren. In einigen Arbeiten aus den Jahren 1950 und 1951 ist das Leuchten 
der reinen Fliissigkeiten unter der Einwirkung von y-Strahlen zwar beobachtet worden, 
jedoch wurde in diesem Leuchten nichts anderes als Lumineszenz vermutet (8). Um 
festzustellen, ob dieses Leuchten TsCHERENKOW-Strahlung oder Lumineszenz ist, 
wurde in einer dieser Arbeiten die beobachtete Helligkeit mit der beim WawIiLow- 
TSCHERENKOW-Effekt theoretisch zu erwartenden verglichen (9, 10). Zur Ermittlung 
der Natur dieser Strahlung wurden keine anderen Kriterien angewandt. Somit kann man 
annehmen, daf die Autoren dieser Arbeiten diese Erscheinung nicht entdeckt hatten, 
wenn der TSCHERENKOW-FEffekt nicht bereits bekannt gewesen ware. Die zur Zeit fir 
diese Erscheinung benutzte Bezeichnung ,, TSCHERENKOW- Effekt‘, die auch vom Autor 
dieses Artikels friher benutzt wurde, trifft eigentlich nicht zu. Wir wollen darum diese 
Erscheinung ,», WAWILOW-TSCHERENKOW-Fffekt** nennen. 
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Teilchen zu beobachten und diesen Effekt fiir die Untersuchung der Eigen- 
schaften dieser Teilchen auszunutzen. [Die entsprechende Literatur findet 
man z. B. in (J0)]. 

Bei der Lésung vieler physikalischer Probleme ist es wichtig, das Teilchen 
nicht nur zu registrieren, sondern auch den Zeitpunkt seines Eintretens in 
den Zahler zu fixieren. Bei solehen Arbeiten ist auBer der Menge der Licht- 
energie, die auf die Photokathode auftrifft, auch die Dauer des Leuchtens 
wichtig. Mit der Entwicklung der experimentellen Technik werden zur Losung 
der gestellten Aufgaben an das Auflésungsvermégen der Apparatur immer 
gréBere Anforderungen gestellt, insbesondere auch in bezug auf die Begren- 
zung der Dauer der benutzten Lichtblitze'). Zugleich werden wegen der 
geringen Intensitit der Wawilow-Tscherenkow-Strahlung in der Praxis 
Systeme benutzt, bei denen das vom Teilchen auf einer endlichen Wegstrecke 
emittierte Licht auf der Photokathode gesammelt werden mu, wobei man 
die Zeit, die das Teilchen zum Durchlaufen dieser endlichen Wegstrecke 
benotigt, nicht unendlich klein annehmen darf (bei einer Lange dieser Weg- 
strecke von einigen zehntel Millimetern liegt diese Zeit bereits in der GréBen- 
ordnung von 10-° sec). Darum hat die Frage nach der Dauer eines Licht- 
blitzes, der durch die Wawilow-Tscherenkow-Strahlung vom einzelnen 
Teilchen erzeugt wird, schon heute eine praktische Bedeutung. Im Zusammen- 
hang damit wird in verschiedenen Arbeiten der EinfluB der benutzten Appa- 
ratur auf die Dauer des Lichtsignals untersucht (10). 

In diesen Arbeiten wird auf die Rolle einer Reihe von Faktoren hingewiesen, 
die zwar keine grundsatzliche Bedeutung haben, die Dauer der Lichtblitze 
jedoch praktisch verlangern kénnen. Sieht man aber von der Unvollkommen- 
heit der Versuchsbedingungen ab, so ergibt sich die Frage, wie gro die 
kleinste Dauer eines Lichtblitzes im Falle des Wawilow-Tscherenkow- Effektes 
ist und von welchen Bedingungen diese abhangt?). Mit diesen Fragen wollen 
wir uns in den folgenden Abschnitten befassen. 


2. Uber dic Dauer des Leuchtens (Blitzdauer) 


In erster Linie mu beriicksichtigt werden, da die Dauer des Leuchtens 
in irgendeinem Punkt, z. B. an der Oberfliche der Photokathode, im all- 
gemeinen nicht mit der Abklingdauer der Emission der einzelnen elementaren 
Emissionsquellen iibereinstimmt. Die beobachtete Leuchtdauer kann von 
verschiedenen Ursachen abhangen: 1. davon, daB die Anregung der Emis- 
sionsquellen, die sich in verschiedenen Punkten des leuchtenden Objektes 
befinden, nicht gleichzeitig erfolgt, 2. daB die Linge des Weges, den das Licht 
von diesen Punkten bis zur Photokathode durchlaufen muB, nicht fiir alle 
die gleiche ist, 3. daB sich das Licht in einigen Fallen von den Emissionsquellen 
zur Photokathode auf verschiedenen Wegen ausbreiten kann. Alle diese 


1) In der unlangst erschienenen Arbeit von SAWOISKI, SMOLKIN, PLACHOW und But- 
stow (//) wird darauf hingewiesen, daB diese Dauer bis auf 1071 see herabgesetzt 
werden kann. 

*) Diese Frage wurde SAWol!sk1 gestellt. Wir danken ihm bei dieser Gelegenheit fiir die 
erteilte Auskunft. 
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Ursachen bestimmen zusammen mit der Abklingdauer der elementaren 
Emissionsquellen die Dauer des Lichtsignals, die wir im weiteren die Blitz- 
dauer nennen werden. 

Bei der Bestimmung der Dauer des Leuchtens, z. B. bei Abklingunter- 
suchungen der Fluoreszenz, kann je nach der angewandten Methode die 
Blitzdauer wie auch die Abklingdauer der Strahlung ermittelt werden. 
So wird mittels der Fluoreszenzléschung die Dauer des Verbleibens eines Mole- 
kils im angeregten Zustand, d. h. die Dauer des Ausleuchtens in reiner Form 
bestimmt. Bei der Anwendung verschiedener Phosphoroskope fiir die Unter- 
suchung der Dauer des Ausleuchtens wird auf die eine oder andere Art noch 
die Zeit hinzugerechnet, die dadurch bestimmt ist, daB das Aufblitzen des 
anregenden Lichtes eine endliche Dauer besitzt und daB die Dicke der lumines- 
zierenden Schicht auch endlich ist. Daher wird die Anregung verschiedener 
Molekile nicht gleichzeitig erfolgen und der Weg des Lichtes von den einzelnen 
Emissionsquellen nicht gleich lang sein. Die so bestimmte Zeit ist also die 
Blitzdauer?). 

Praktisch betragt bei diesen Versuchen die Dicke des leuchtenden 
Objektes einige Zentimeter oder weniger, somit wird die Blitzdauer die 
Abklingdauer der Strahlung um weniger als 10-" sec tibertreffen. Da diese 
Zeit im Vergleich zur Abklingdauer der Strahlung bei der Lumineszenz 
gering ist, hat eine Unterscheidung zwischen der Blitzdauer und der Abkling- 


_ dauer der Strahlung in den meisten Fallen keinen Sinn (sie ist nur dann 


sinnvoll, wenn der Impuls des anregenden Lichtes von geniigend kurzer 
Dauer ist). Wesentlich anders ist die Situation beim Wawilow-Tscherenkow- 
Effekt, da hier die Abklingdauer der Strahlung sehr klein sein muB, was aus 
dem Fehlen von Léschprozessen hervorgeht. 

In ihrer allgemeinen Form ist die Frage der Blitzdauer bei diesem Effekt bis 
heute noch nicht betrachtet worden. Die Bedingungen fir solche Betrachtung 
sind bereits in der Arbeit von TAMM (13) enthalten. Leider haben diese nicht 
nur keine Anwendung gefunden, sondern sie scheinen auch sehr wenig 
bekannt zu sein, 

Man konnte annehmen, daB dieses damit zusammenhiangt, daB die wbliche 
Deutung des Wawilow-Tscherenkow-Effektes auf der Untersuchung der 
Interferenz der monochromatischen Wellen beruht. Will man Auskunft tiber 
die Dauer eines Lichtsignals erhalten, so muB das Verhalten der Wellengruppe 
geklart werden, d.h. die Integration tiber die Frequenzen muB ausgefiihrt 
werden. [Siehe die Arbeit von TAMM (/3).] 


3. Wawilow-Tscherenkow-Effekt und Lumineszenz. Medien ohne Dispersion 


Die Frage der Dauer eines aus dem Wawilow-Tscherenkow-Effekt her- 
rihrenden Lichtimpulses kann verhaltnismaBig leicht geklart werden, wenn 
sich das Teilchen in einem Mittel bewegt, in welchem die Dispersion des 
Lichtes fehlt. In einem brechenden Mittel kann die Dispersion nicht im 
1) Hierbei wird die Verlangerung der Blitzdauer durch die Reabsorption des Lichtes, 
d.h. eine mehrmalige Absorption mit darauffolgender Emission, nicht beriicksichtigt. 
Siehe z. B. die Arbeit von Tamm (/2). 

ll Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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gesamten Spektralbereich gering sein. Man kann jedoch annehmen, da sich 
der Brechungsindex im Frequenzintervall zwischen y, und », so wenig andert, 
daB man die Dispersion des Lichtes vernachlassigen kann. Seien die Versuchs- 
bedingungen derart, daB nur Licht mit solchen Frequenzen registriert wird, 
die in diesem Intervall liegen. Dann ist der Spektralbereich, fiir den eine 
Dispersion besteht, fiir unsere Betrachtung ausgeschlossen. Was die Voraus- 
setzung geringer Dispersion betrifft, so wird diese aus den weiteren Betrach- 
tungen ersichtlich sein. Wir wollen uns nun mit der tiblichen, anschaulichen 
Behandlung des Wawilow-Tscherenkow-Effektes befassen. Diese besteht 
darin, daB jeder Punkt der Bahn des geladenen Teilchens im Medium als 
Ausgangspunkt von Wellen verschiedener Frequenz betrachtet wird. Ist 
die Geschwindigkeit des Teilchens v groBer als die Phasengeschwindigkeit 
des Lichtes u = c/n(v), so zeigt sich, daB fiir die Ausbreitung des Lichtes nur 
bestimmte Richtungen moglich sind, die mit der Bewegungsrichtung des 

Teilchens den Winkel 9, bilden; dabei ist 

1 v 
cos 0, Tipe: B= = (3,1) 
Zeichnet man nun einen Kegel, dessen Spitze mit der augenblicklichen Lage 
des bewegten Teilchens tibereinstimmt (Abb. 1) und bei dem der Winkel 
zwischen den Mantellinien und seiner 
Achse y = 2/2 — 6, ist, so stellt der . 
Kegelmantel die Flache gleicher Phasen 
fiir Wellen von beliebigen Punkten der 
Bahn des Teilchens dar. Aus Bild 1 ist 
zu ersehen, daB in dem Zeitabschnitt, in 
dem sich das Teilchen von irgendeinem 
Punkt C,, in welchem es sich zum Zeit- 
punkt t, befand, bis zum Punkt 0 (¢ = t,) 
fortbewegt, die sich in Richtung 0, fort- 
pflanzenden Wellen von C, bis zum Mantel 
des Kegels AOB gelangen. Da der Punkt C, 
beliebig gewahlt wurde, erhalten wir das 
Bild 1. gleiche Ergebnis auch fiir Wellen aus jedem 
anderen Punkt der Bahn des Teilchens, 
z. B. aus C,. 

Um das Feld fiir den Punkt A zum Zeitpunkt t, zu bestimmen, zu welchem der 
Mantel des Kegels AOB durch diesen Punkt gelegt ist, muB das Ergebnis 
der Superposition der Wellen untersucht werden, die auf den verschiedenen 
Abschnitten der Bahn entstanden sind. Bekanntlich kann das Feld der 
bewegten Ladung e durch das Feld einer Gesamtheit nicht bewegter Dipole 
ersetzt werden, deren elektrisches Moment fiir jedes Langenelement gleich (17) 


\ 


Qnv ( ay =} dz (3,2) 


ist. Dabei wird angenommen, daf sich die Ladung in Richtung der z-Achse 
bewegt und ihre Lage zum Zeitpunkt ¢ durch z = vt gegeben ist. [In der 


p,dz — 


sin 


€ 
272 y 31 


REE EE a. 
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Formel (3,2) ist mit 3, der Einheitsvektor in Richtung der z-Achse bezeichnet]. 
In diesem Falle ist der Hertzsche Vektor im Punkte A gleich 


22» ( zZ * 
sin {27y Dap Ea ek 
~ C 

Mess a (leans! 


wo R die Entfernung des Punktes mit der Koordinate z von A ist und die 
Integration iiber die gesamte Teilchenbahn zu erstrecken ist. 

Durch einfache Uberlegungen, die auf einer Betrachtung des Bildes 1 beruhen, 
kann man zeigen, daB eine Superposition der Wellen nur in den Richtungen 
erfolgen kann, die dem Winkel 6, benachbart sind. Daher liefern zum Wert 
von //, nur diejenigen Werte z einen wesentlichen Beitrag, die nahe an C, 
liegen (wir bezeichnen die Koordinate des Punktes C, mit z, und seine 
Entfernung von A mit R,). Daher ist zu erwarten, daB fiir den Punkt 4A, 
der in der Wellenzone liegt, durch Integration nach z aus der Formel (3,3) 


der Ausdruck 
sin [229 ( fda a —9 
1 v GC 


Frey Ry 


dz, (3,3) 


ii 


(3,4) 


folgt. Hier ist / die effektive Linge des Bahnabschnittes am Punkt C,, die 
das Feld im Punkte A bestimmt; g beriicksichtigt den Unterschied in der 
Phase, der zwischen den durch Superposition der aus diesem Intervall her- 
rihrenden Wellen und der aus dem Punkt C, kommenden Welle entsteht. 


Um diese Beziehung zu begriinden und die Werte fiir / und » zu bestimmen, 
verfahren wir wie folgt. Wir entwickeln in (3,3) R nach Potenzen von (z —z,) : 


R= [R, + (2 — 2)? — 2R, (z — zz) cos 6,]/2 = 


sin? 6, 
2K, 


= 9 — (4 — 2) cos , + (2 — 2,)? +... (3,5) 


Nun nehmen wir an, da fiir uns nur die Werte |z — z,| < R, wesentlich 
sind ; ferner beriicksichtigen wir in der Zerlegung (3,5) nur die Glieder zweiter 
Ordnung und setzen den Nenner & in (3,3) gleich Ry. Setzen wir nun in (3,3) 


diese Werte fiir R ein und beriicksichtigen wir dabei, daB 6, die Bedingungen 
(3,1) erfillt und die Wellenlange A, = c/yn ist, so erhalten wir fur (3,3): 


Retin ore rad (ay My 
pe n2yR, i | sin Rue ( = - 


Vivo 


sin? 0, (2 — “| dz. (3,6) 


Die Phase der Wellen, die aus den z, naheliegenden Punkten in A eintreffen, 
ist somit vom Quadrat des Abstandes |z — z,| abhingig. Wird dieser Ab- 
stand so vergroBert, daB (z — z,)* sin? > A R, ist, so oszilliert das Sinusglied 
unter dem Integralzeichen (3,6) rasch und darum liefert der Bereich fiir die z, 
11* 
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die diese Ungleichung erfillen, keinen merklichen Beitrag zum Wert des 5 


Integrals (3,6). Sei R, so groB, daB fir |z —z,| Werte mdglich sind, die > 


Ry > (2— 2)? sin? 0, > A Ro. (3,7) \) 


erfiillen. In diesem Falle ist der von uns in (3,6) benutzte Niherungswert fir ; 
R auch fiir den ganzen Bereich der z-Werte um den Punkt C, richtig, die ; 


einen wesentlichen Beitrag zu J/, liefern, d. h. JJ; stimmt in diesem Bereich | 


mit JJ; iiberein. Ist die Bahn des Teilchens hinreichend lang und wird die » 
Integration von — oo bis + oo ausgefiihrt, so erhalt man aus (3,6)?) 


e =— I ; Za =) Bf 
==> — 2 i —_— — ——_]} — — }. 3,8) | 
Hf, 227yR, Vir Ro sin 0, Bere | rig ( v c 4 (3,8) 
Vergleicht man (3,8) mit (3,4), so folgt 
1 L, 
— V —_—— ;: => —, 9 
at sin 6,’ ? 4 (3,9) 


Aus (3,9) kann ohne weiteres entnommen werden, in welchem Grade die 
Wawilow-Tscherenkow-Strahlung gerichtet ist. 

Denn die Ausbreitungsrichtung der Wellen, die von den verschiedenen 
Abschnitten / in A eintreffen, bildet mit C,A (siehe Bild 1) einen Winkel, 


der nicht gréBer als 
= Isin 6, 1 yz ie 
sa TR ee as pe ah 
ist, d.h. die Strahlung ist streng gerichtet, wie dies auch zu erwarten war?). 
Diese Ausfihrungen gestatten auch eine sofortige Bestimmung der Phase 
der Schwingungen auf der Oberflache des Wellenkegels. So folgt fiir den 
Zeitpunkt ft), in welchem die Oberfliche des Wellenkegels durch den Punkt A 
geht, aus (3,8) wegen z,/v=t, und t)—t,=Ryn/c diePhase —z/4. Das gleiche 
trifft auch fiir jeden anderen Punkt des Wellenkegels AO B zu. Eine Ausnahme 
bildet der Bereich um die Spitze des Kegels, fiir den die Bedingung (3,7) 
nicht erfillt ist. Fehlt die Dispersion, so ist die Lage des Wellenkegels von der 
Frequenz unabhangig und somit die Phase in A fiir den Zeitpunkt ¢, fiir alle 
Frequenzen die gleiche. 
An einem realen Mittel trifft dieses fiir das Frequenzintervall ¥, — vy dann zu, 
wenn die Lichtdispersion so gering ist, daB auf der Strecke C,A= Ry 
1) Die Formel (3,8) stimmt mit der oben aus der Theorie des Wawilow-Tscherenkow- 
Effektes (18, 13) erhaltenen iiberein, wovon man sich leicht iuberzeugen kann, wenn 
man vom HertzschenVektor zum Vektorpotential A = I7,/c iibergeht. Bei der iblichen 
Untersuchung kann man die Phasenverschiebung um a/4 automatisch erhalten, indem 
man die Hankelfunktion, die das Feld um die z-Achse beschreibt, durch ihren asym- 
ptotischen Wert ersetzt. 
) Das Ergebnis, das in (3,9) enthalten ist, kann selbstverstandlich nicht als fir die 


Wawilow-Tscherenkow-Strahlung spezifisch betrachtet werden (siehe SchluB dieses 
Abschnittes). 
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zwischen den Wellen verschiedener Frequenz keine merkliche Phasendifferenz 
entsteht, d. h., wenn fiir Werte » des Intervalles », — v, 


n (v) Ry 
aa 


” tt te) <1 (3,11) 


gilt. Die Ungleichung (3,11) legt die Beschrinkung der GroBe der Dispersion 
fest, die wir fiir diese Untersuchung ben6étigen; wir wollen annehmen, daB 
diese erfiillt ist. Es ist klar, daB diese Forderung um so leichter zu erfiillen ist, 
je kleiner das Intervall 4 y = », —», und auch je kleiner Ry, ist, d.h. je 
naher der Punkt A an der Bahn des Teilchens liegt. 

Die Phasen der Schwingungen mit verschiedenen Frequenzen, die zum 
Zeitpunkt t, im Punkte A zusammenfallen, sind zu anderen Zeitpunkten 
unterschiedlich. So ist zu den Zeitpunkten t) + At die Phasendifferenz der 
Schwingungen mit der Frequenz », und y, gleich 27, wenn 


ist. Setzt man in dieser Gleichung Av = », — 1, so erhalt man 


i. 
At = AG (3,13) 


Somit ist der Phasenunterschied nach der Zeit At derart, daB die Wellen der 
einen Halfte des Frequenzintervalls », — y, sich in der entgegengesetzten 
Phase zu den Wellen der zweiten Halfte befinden. Wenn dabei die Wellen- 
amplituden schwach von der Frequenz (im Intervall zwischen », und YQ) 
abhiingen, so sinkt die Lichtintensitét im Punkte A im Zeitabschnitt At 
vom Maximum bis zum Wert Null ab. Der Wert At aus (3,13) bestimmt somit 
die Halbwertsbreite der Dauer des Lichtsignals. Der Wert At, der die Glei- 
chung (3,4) erfiillt, ist bekanntlich die maximal mdégliche Dauer eines Licht- 
signals, das das Frequenzintervall », —», enthalt. Betrage At ~ 10-™ sec, 
was fiir den Frequenzbereich des sichtbaren Lichtes zutrifft (A ~ 5.10-° cm). 
Man erhalt dann A» = 10!2sec-1 und, da Av = c//? AA, AA ~ 10A. Eine kiirzere 
Dauer als 10-12 sec ist nur dann méglich, wenn aus dem kontinuierlichen 
Spektrum ein schmaler Spektralbereich abgesondert wird oder wenn das 
Spektrum der Strahlung schmale Streifen besitzt?). 

Wie bekannt ist, besitzt die Wawilow-Tscherenkow-Strahlung ein konti- 
nuierliches Spektrum, wobei sich die Intensitiét dieses Spektrums in einem Fre- 
quenzintervall Ay, das verglichen mit y klein ist, wenig 4ndert (bein = konst. 
ist die Intensitét theoretisch der GréBe y» proportional). Somit kann in 
unserem Falle (Medium ohne Dispersion) eine dauernde Komponente der 
Wawilow-Strahlung nicht entstehen, wenn diese nicht monochromatisiert 
wird oder wenn ihr Spektrum keine schmalen Streifen besitzt. Sollte jedoch 
bei der Wawilow-Tscherenkow-Strahlung eine Lumineszenzerscheinung 


1) Oben wurde angenommen, daB sich die Wellenamplituden im Intervall Ay nur wenig 
andern. Im Falle, eines Linienspektrums wird A» offensichtlich durch die Halbwerts- 
breite der Linie bestimmt. 
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(At > 10- sec) eine wesentliche Rolle spielen, so wiirde dies bedeuten, dai 
im Emissionsspektrum Spektrallinien der Breite 4A<0,1 A (bei 2~ 
~ 5.10-5em) vorhanden waren. Daraus folgt, daB der Wawilow-Tscherenkow- 
Effekt nur dann eine Lumineszenzerscheinung sein kénnte, wenn diese 
ein schmales Linienspektrum besitzen wiirde. In einem dichten Mittel, in 
dem der Wawilow-Tscherenkow-Effekt gewohnlich beobachtet wird, ist eine 
solche Lumineszenz kaum méglich?). 

Daraus folgt jedoch nicht, daB das Vorhandensein des Wawilow-Tscherenkow- 
Effektes in irgendeinem MafBe die Moglichkeit einer Lumineszenz ausschlieBt. 
Denn es ist wahrscheinlich, da die Lumineszenz nicht nur in lumines- 
zierenden Stoffen auftritt, sondern in geringerem Mafe auch in Stoffen, deren 
Emission unter der Einwirkung rascher Teilchen heute allein dem Wawilow- 
Tscherenkow-Effekt zugeschrieben wird. Dies bedeutet nur, da8 diese 
Lumineszenz keine fiir den Wawilow-Tscherenkow-Effekt charakteristische 
gerichtet Strahlung erzeugen kann. 

Das Lumineszenzspektrum ist in dichten Stoffen bekanntlich entweder 
kontinuierlich oder besteht aus verhaltnismaBig breiten Streifen, deren Breite 
bedeutend gréBer als die Dimpfungsbreite ist. Die tatsichliche Breite ergibt 
sich aus den verschiedenen Einwirkungen auf das strahlende System, durch 
die sich die Frequenz des ausgestrahlten Lichtes oder wenigstens die Phase 
des emittierten Lichtes wahrend des Abklingens der Schwingungen mehrfach 
andert. Darum wird das Licht von solchen Emissionsquellen nur in einem 
Zeitabschnitt interferieren konnen, der nicht durch die Abklingdauer, sondern 
durch die mittlere Zeit bis zum Auftreten der Stdérung bestimmt ist, d. h. die 
Dauer der gerichteten Emission, die dabei entstehen kann, wird faktisch 
durch die Breite des Emissionsspektrums bestimmt und geniigt somit der 
Beziehung (3,4). 

Die Situation andert sich nicht, wenn man annimmt, daB das kontinuierliche 
Lumineszenzspektrum tatsachlich aus dicht nebeneinanderliegenden schma- 
len Linien besteht, von denen jede einzelne langsam abklingt (natiirlich nur 
dann, wenn die Anfangsphasen der Schwingungen gleich und durch den 
Wert der Anregung bestimmt sind). In diesem Fall ergibt die gemeinsame 
Wirkung dieser Emissionsquellen im ersten Moment nach der Anregung ein 
Aufblitzen der gerichteten Emission, die erléscht, sobald fiir die verschiedenen 
Frequenzen eine bedeutende Phasendifferenz der Schwingungen vorhanden 
ist. Eine Ausstrahlung der Anregungsenergie erfolgt dabei praktisch solange 
nicht, wie die Koharenz der Schwingungen durch die StéBe nicht aufgehoben 
ist. Danach verschwindet aber die gerichtete Emission und die Lumineszenz 
erhalt ihre tiblichen Eigenschaften. Der in diesem Falle mégliche Ausfall 
der Strahlung im Zwischenstadium, die ,, Dunkelpause“, besitzt eine Ahnlich- 
keit mit der Emission zweier Dipole, die mit gleicher Frequenz schwingen 
und deren Abstand bedeutend kleiner ist als die Lange der Lichtwelle. 
Werden die Schwingungsphasen dieser Dipole um 2/2 gegeneinander ver- 


1) Fur Teilchen sehr hoher Energie ist der Wawilow-Tscherenkow-Effekt auch in ver- 
diinnten Gasen mdglich, in welchen selbstverstandlich schmale Emissionslinien vorhan- 
den sein kénnen. Jedoch ist in diesem Falle die Voraussetzung geringer Dispersion 
nicht erfiillt (iiber die damit verbundenen Besonderheiten siehe Abschnitte 4 und 5). 
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schoben, so kommt die Emission ginzlich zum Erléschen und ein Abklingen 
der Schwingungen ist nicht mehr vorhanden. 

Ebenso hat auch das Anfangsmoment der Emission eine Ahnlichkeit mit dem 
Modell zweier Dipole, doch miissen diese dann in Phase schwingen. Die 
Wellenamplituden addieren sich dann und die Dampfung der Schwingungen 
wichst. Auf die Eigenschaften der Emission und der Dampfung derartig 
naheliegender Oszillatoren hat seinerzeit MANDELSTAM mehrfach hin- 
gewiesen!). Ein nicht monochromatisches, lingeres Nachleuchten kann somit 
keine gerichtete Emission ergeben, darum behalt auch die Lumineszenz 
im Falle der Méglichkeit des Wawilow-Tscherenkow-Effektes ihre tiblichen 
Eigenschaften bei. Gewisse Besonderheiten kénnen nur fiir die Lumineszenz- 
intensitat auftreten, und zwar insofern die Lumineszenz im Augenblick der 
Anregung wie auch zu Beginn ihres Abklingens von dem Wawilow-Tsche- 
renkow-Effekt nicht unterschieden werden kann. 

Was den Wawilow-Tscherenkow-Effekt betrifft, so bestimmt, wie wir schon 
gesehen haben, die ihm eigene gerichtete Emission in Verbindung mit dem 
kontinuierlichen Charakter des Spektrums (d.h. dem Fehlen schmaler 
Linien auch auf dem kontinuierlichen Spektrum) die mit diesem Effekt 
verbundene kleine Abklingdauer. 

Wir bemerken, daB zum Beweis dieser Behauptung die aus der Theorie 
folgende Voraussetzung der Gleichheit der Anfangsphasen fiir Wellen ver- 
schiedener Frequenz benutzt wurde (siehe 3,2). Wirden wir nicht von der 
Theorie dieser Erscheinung ausgehen, so wirden wir die gerichtete Emission 
dann erhalten, wenn wir (3,2) durch 


Wr ~ sin |2ay (! —=) +6 0 (3,14) 


ersetzt, d. h. angenommen hatten, daB die Anfangsphase 6 (v) von vy abhangt. 
Es ist selbstverstandlich, daB (3,14) [bei Hinzufiigen von 6(v) unter dem 
sin-Zeichen] ebenfalls zur Gleichung (3,8) fiihrt, aus der man dann (3,9) und 
(3,10) erhalt. Was At betrifft, so wird diese GroBe in unserem Falle aus (3,13) 
bestimmt, wenn 6 (v) konstant ist oder sich linear andert: 6 (y) = a + By». 
Im letzten Falle erfolgt die Superposition der Wellen verschiedener Fre- 
quenzen und gleicher Phasen, wie man sich leicht iberzeugen kann, nicht im 
Zeitpunkt ty, sondern in Abhiangigkeit vom Vorzeichen von 6 zu einem friihe- 
ren oder spiteren Zeitpunkt t’ = t, —B/2z. Ein besonderer Fall kann nur dann 
eintreten, wenn sich die Phase 6 (v) im Intervall Ay stark andert. Im Grenz- 
fall, wenn 6 (vy) mehrfach und unregelmiaBig alle Werte von 0 bis 2x annimmt, 
ist das Ergebnis der Superposition von der Zeit iiberhaupt unabhangig’”). 


1) MANDELS74M, Vorlesungen. 

2) Es ist nicht schwer, ein Modell zu konstruieren, das diesem Grenzfall entspricht. 
Angenommen, ebene Wellen weiBen Lichtes pflanzen sich unter dem Winkel 6, zur 
z-Achse fort und dieses Licht falle auf eine undurchsichtige Blende mit unendlich 
schmalem Spalt, der in der z-Achse liegt. Diesen Spalt betrachten wir als Lichtquelle. 
Fiir die monochromatischen Lichtkomponenten kann die Gleichung (3,14) benutzt 
werden, wir erhalten eine Strahlung in Richtung 6,. Zugleich ist die Dauer des Licht- 
signals im Punkte A nicht begrenzt. Der Grund dafiir besteht in diesem Falle darin, daB 
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Ein solches Verhalten von 6 (v) wiirde bedeuten, da sich die Wechselwirkung |} 
zwischen der bewegten Ladung und einem der Atome oder Molekiile, die sich }j 
im Medium befinden, innerhalb eines schmalen Frequenzintervalls stark |} 
andert, was uns zu der Annahme fihrt, daB im Intervall Ay irgendwelche\t 
Frequenzen ausgeschieden werden. Dabei muf§ angenommen werden, daB | 
diese Eigenfrequenzen mit Anfangsphasen angeregt werden, die sich voni\ 
Linie zu Linie aindern, obgleich sie vom Moment der Anregung bestimmt | 
werden. Da das Emissionsspektrum kontinuierlich ist, wollen wir zu der}) 
oben untersuchten Annahme betreffs des ,,Linienstaketenzaunes‘: zuriick- || 
kehren, jedoch mit dem Unterschied, daB durch die Zersplitterung der i) 
Anfangsphasen der ,,Dunkelpause“ kein Aufblitzen im Anfangsmoment ') 
vorausgeht. Darum erfolgt bis zu dem Zeitpunkt, in dem die Koharenz i) 
nicht gestért wird, d.h. bis zum Ubergang zur iiblichen Lumineszenz, das ‘) 
Abklingen eines solchen Systems langsam und mit entsprechend geringerer 1) 
Intensitat. Der kiinstliche Charakter solcher Voraussetzungen steht auBer 1 
Zweifel und darum haben wir keinen Grund, an der Richtigkeit von (3,13) | 
zu zZweifeln, ganz besonders nicht fiir den Bereich eines Spektrums, in dem 1 
keine Anomalien im Verhalten des Brechungsindexes vorhanden sind. Wir 1) 
kommen also zu der Folgerung, daB die Wawilow-Tscherenkow-Strahlung : 
nicht nur die merkwiirdige Eigenschaft der Kohiarenz der von in verchie- - 
denen Punkten der Bahn des Teilchens emittierten Strahlung, sondern auch : 
eine Koharenz fiir Wellen verschiedener Frequenz besitzt. 

Wir haben in diesem Abschnitt die Dispersion nicht beriicksichtigt, die dazu 1 
fiihrt, daB sich bei der Ausbreitung der Wellen im Medium zwischen den | 
Wellen verschiedener Frequenz eine Phasendifferenz ergibt. Die Wirkung | 
der Dispersion, die stets in einem gewissen MaBe vorhanden ist, wollen wir | 
in den Abschnitten 4 und 5 untersuchen. 


4. Die Eigenschaften eines in sein Spektrum zerlegten Strahlenbiindels 


Im Falle eines realen Mediums mit Dispersion mu beriicksichtigt werden, 
daB die GroBe der Gruppengeschwindigkeit des Lichtes 


1b LG Sec (4,1) 


mit der Grofe der Phasengeschwindigkeit u (v) =c/n(v) nicht tibereinstimmt. 
Zugleich erfolgt die Fortpflanzung des Lichtimpulses nicht mit der Phasen- : 
geschwindigkeit, sondern mit der Gruppengeschwindigkeit. Daraus folgt 
jedoch nicht, da& man in den Betrachtungen im Abschnitt 3, wo der Winkel 
bestimmt wurde (Formel 3,1), einfach die Phasengeschwindigkeit durch die 
Gruppengeschwindigkeit ersetzen darf. In dieser Frage waren auch keine 


sich 6 (vy) mit » chaotisch andert. Somit sind die Wellen von den verschiedenen Punkten _ 
des Spaltes mit gleichem » zueinander koharent, eine Koharenz von Wellen mit ver- 
schiedenen » ist: jedoch nicht vorhanden. 


- durch w zu ersetzen ist. Eine genaue 
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Zweifel entstanden, wenn nicht SOMMERFELD in seinem Buch ,,Optik‘ (14) 
eine Bemerkung gemacht hatte. SOMMERFELD hebt hervor, daB dem Winkel 
6 in der Akustik der MAcuHsche Winkel bei Geschossen, die sich mit Uber- 
schallgeschwindigkeit bewegen, entspricht, und schreibt: ,,Die Geschwin- 
digkeit der Wellenfront, die von den 
zuriickgebliebenen Molekiilen ausgeht, 
ist nicht der Phasengeschwindigkeit wu, 
sondern der Gruppengeschwindigkeit 
w gleich. Darum ist der Macusche 
Winkel etwas kleiner als der aus Formel 
(47,8) folgende [d. h. sing = u(y)/v und 
u(v) = c/n(v)*)], da in der letzteren u 


Messung des Emissionswinkels der 
Tscherenkow-Wellen wirde zur Kla- 
rung dieser Frage beitragen.“‘ 

Diese AuSerung SOMMERLELDs veran- 
laBte unlangst amerikanische Physiker 
(15), sich mit dieser Frage zu befassen. Sie kamen zu dem Schlu8B,daB SOMMER- 
FELD sich geirrt hat. In Wirklichkeit ist die Behauptung von SOMMERFELD 
wahrscheinlich infolge einer falschen Auffassung entstanden, da sich SOMMER- 
FELD im Zusammenhang mit dem Wawilow-Tscherenkow-Effekt auf die 
Arbeit von TAMM beruft, in welcher unter anderem die Rolle der Gruppen- 
geschwindigkeit des Lichtes genau untersucht wird. 

Qualitativ kann diese Frage durch elementare Uberlegungen geklart werden. 
Wir wahlen aus dem Spektrum der Wawilow-Tscherenkow-Strahlung ein 
derartig schmales Intervall Ay aus, dafB fiir die Frequenzen dieses Intervalles 
die Phasengeschwindigkeit u(y) und die Gruppengeschwindigkeit w (v) 
hinsichtlich des Betrages konstant angenommen werden kénnen. Dann kann 
die Methode fiir die Bestimmung des Winkels 6, (Abschn. 3, Bild 1, Formel 
3,1), die fiir monochromatisches Licht gilt, auch auf diesen Fall angewandt 
werden. Da sich n(v) im Intervall Ay wenig andert, kann die durch (3.1) 
bestimmte GroBe 9, nur um einen kleinen Wert 49 Andern. Somit 
ist die Richtung der Wellenfortpflanzung im ganzen Frequenzintervall 
Ay bis auf einen kleinen Winkel 49 konstant und durch den Winkel 6, 
bestimmt. 

Bild 2 zeigt noch einmal den in Bild 1 dargestellten Wellenkegel AOB. 
Um den Ort des Lichtsignals zu bestimmen, das durch eine Wellengruppe 
mit Frequenzen zwischen »y — Av und y + Ay gebildet wird, tragen wir vom 
Punkte ©, in der Fortpflanzungsrichtung der Wellen die GréBe w (ty — ty) ab. 
Fiir die momentane Lage der Wellengruppe erhalten wir den Kegel HOD, 
der fiir w < c/n im Innern des Wellenkegels AO B liegt. 

Eine graphische Methode zur Bestimmung der Lage der Wellengruppe 
wurde in der Arbeit von TAMM (13) angewandt, wo sie zur Illustration der 
von TAMM erhaltenen Ergebnisse benutzt wurde. 


1) y = x/2, d.h. die Formel ist mit der Formel (3,1) identisch (siehe Bild 1). 
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Wenn auch der Gruppenkegel (bei w< uw) nach der SOMMERFELDschen - 
Auffassung mit der Achse einen spitzeren Winkel bildet als der Wellenkegel, } 
so kann man diesen Winkel dennoch, wie aus Bild 2 zu ersehen ist, in keinem 
Fall durch einfaches Ersetzen von u durch w in den Gleichungen (3,1) ) 
erhalten. Die Besonderheit dieses Gruppenkegels besteht darin, daB seine » 
Mantellinien nicht senkrecht zur Richtung der Phasengeschwindigkeit ; 
stehen. Wir kénnen uns leicht davon tiberzeugen, dai diese Besonderheit ; 
fiir den Wawilow-Tscherenkow-Effekt nicht spezifisch ist; sie trifft in allen | 
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Fallen zu, in denen die Richtung der Wellenfortpflanzung von ihrer Frequenz | 
abhingig ist, d.h. bei der Spektralzerlegung des Lichtes. Das einfachste 
Beispiel einer solchen Zerlegung in ein Spektrum ist ein paralleles weiBes 
Lichtbiindel, das an der Grenze zweier Medien eine Brechung erfahrt. 
Angenommen, es breiten sich in einem Mittel nur ebene Lichtwellen aus, 
wobei die Abhangigkeit der Richtung der Wellenfortpflanzung von der 
Frequenz so beschaffen ist, daB bei der Anderung der Frequenz um Ay die 
Anderung der Richtung der Lichtfortpflanzung 46 betrigt. Zur Verein- 
fachung unserer Ausfiihrungen wollen wir im weiteren nicht das ganze 
Spektrum, sondern nur zwei ebene Wellen mit den Frequenzen y und » = 
=v+ Ar betrachten. Bild 3 zeigt die Lage der Wellenberge- und taler (d.h. 
der Amplitudenmaxima beider Vorzeichen) fiir eine Welle von der Frequenz 
zum Zeitpunkt t = 0. Die ausgezogenen parallelen Linien stellen den Schnitt 
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von Ebenen, die jene Lage bestimmen, mit der Zeichenebene dar. Die Ab- 
stiinde zwischen diesen Parallelen betragen somit Ay/2. Die gestrichelten 
Geraden geben das gleiche fiir Wellen der Frequenz » = » + Ayr 
wieder. Diese gestrichelten Geraden bilden, in Ubereinstimmung mit der 
Richtung beider Wellen, mit den ausgezogenen Geraden einen kleinen 
Winkel A6. Die Schnittpunkte A_,, A_,, Ao, A,, (Bild 3) der ausgezogenen 
Geraden mit den gestrichelten bestimmen die Punkte, in welchen die Phasen 
der beiden Wellen entsprechend — 22, —z, 0, +2 usw. sind. Man kann 
sich leicht davon tiberzeugen, daB die Verbindungslinie a dieser Punkte 
der geometrische Ort aller Punkte ist, fiir welche die Phasen beider Wellen 
gleich sind. Somit bestimmt diese Gerade (im Raume eine Ebene) diejenigen 
Punkte, in denen sich die Amplituden beider Wellen addieren. Diese Ebene 
kann als Mitte der Gruppe aufgefaBt werden, die von den Wellen mit den 
Frequenzen v und » gebildet wird. 
Aus Bild 3 ist zu ersehen, daB diese Ebene gegen die Wellenflachen beider 
Wellen, die die Gruppe bilden, geneigt ist. Ebenso sind auch die Ebenen 
geneigt, die die Orte minimaler Intensitét bestimmen. Das Intensitats- 
minimum ist durch den geometrischen Ort der Punkte bestimmt, fiir welche 
sich die Phasen beider Wellen um z unterscheiden. Fir den in Bild 3 an- 
gegebenen Punkt A_,_, ist die Phase der Welle y gleich — 3z und » ist gleich 
— 4x, fiir den Punkt A_,-; sind die Phasen entsprechend — 42 und — 5a 
usw. Der geometrische Ort aller Punkte, die auf der Verbindungslinie } 
dieser Punkte liegen, ist durch die Phasendifferenz von einer halben Wellen- 
lange charakterisiert und bestimmt somit das Minimum der Gruppe. Ebenso 
kann eine Gerade c durch die Punkte A4,44, Ai4., symmetrisch zum Zentrum 
der Gruppe a gezogen werden. Der Bereich zwischen b und c bestimmt die 
geometrischen Abmessungen der Gruppe?). 
Wir wollen die Ausdehnung 2/ der Gruppe, d.h. die Entfernung zwischen 
b und c bestimmen, die in der Richtung der Strahlengeschwindigkeit (also 
zwischen A_,-, und A,,.g, Bild 3) abgetragen ist. ° 
Die Entfernung / kann aus der Bedingung ermittelt werden, daB sich die 
Anzahl der Halbwellen, die man auf dieser Strecke abtragen kann, fiir die 
Frequenzen v und » um 1 unterscheidet (In Bild 3 sind fiir die Frequenz 
v fiinf, fiir die Frequenz 7’ sechs Halbwellen abgetragen). Somit kann / aus 
2lcosAO 21 

he es k (4,2) 
bestimmt werden. Da sich cos 49 von 1 nur um eine GréBe zweiter Ordnung 
unterscheidet und 1 = c/yn(v) ist, erhalt man 

21 d 
= [y'n(r’) — vn (v)] = . Ay ie [ym (y)| == 1; 

1) Betrachtet man nur zwei Wellen, so wiederholen sich die Bereiche der Maxima und 
Minima auf beiden Seiten des zu betrachteten Bereiches periodisch. Im Falle eines 
kontinuierlichen Spektrums entspricht eine solche Breite der Wellengruppe dem Fre- 
quenzintervall zwischen y—Ay und »+4», d.h. der spektralen Halbwertsbreite Av. 
Die Geraden c und b begrenzen den Bereich, der das Hauptmaximum der Intensitat 
einschlieBt. 
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und daraus unter Beriicksichtigung von (4,1) 


w 

2= rie (4,3 
Ferner bestimmen wir noch die Gro&e des Winkels 7 zwischen den Ebene 
», ¢ oder a und den Wellenebenen. Wir legen durch A, cine Gerade AG 
senkrecht zur Wellenebene (Bild 3). Der Abstand des Piniktes Ay von dé 
nachsten ausgezogenen Geraden, d.h. A,B ist nach Definition aleich A,[24 
Die Lange des Abschnittes der Geraden BD = Al zwischen der anuegeZzoneery 
und gestrichelten Geraden (siehe Bild 3) ist if 


Ag Ay 
2 2 cos AO © 


Al = (4,4) 


Ferner ist aus Bild 3 zu ersehen, das die Entfernung zwischen = Punkterw 
Bund A., 


Al 
= ——_ 4 5¥f 
fee (4,5¥ 
ist und der Tangens des zu bestimmenden Winkels zwischen der Wellen~} 
ebene und der Gruppenebene 
A 
oe og (4,6 


ist. 

Setzt man nun in (4,6) die Werte fiir r aus (4.4) und (4,5) ein, ersetzt wegeny 
der Kleinheit von 46 die GréBen tg 46 und sin 46 durch 46 und nimmti 
man an, daB 4A = A, — 7, und A6/AA = dO/d2 ist, so erhalt man 


dé dé dy 


t = v = . 4,7 i. 

Se oe a (4,7) 

AuBerdem ist 

da ah } 
an = a n2 dy (vn) = ‘na (48)4 
Daraus folgt 
w dé 
tg y = 4,9) 

Se aa a (4,9) 


Somit ist tg y der GréBe der Gruppengeschwindigkeit w proportional und : 
ist von der Phasengeschwindigkeit. u unabhingig. Bei dieser Darstellung ; 
(Bild 3) wurden keine Voraussetzungen tiber die Eigenschaften des Mediums + 
gemacht, in dem sich das Licht fortpflanzt. Die einzige Bedingung, die benutzt ' { 
wurde, bestand darin, da die Richtung der Phasengeschw indigkeit von der! 
Frequenz abhangig ist. Dies zeigt uns auch die Formel (4,9). ‘Sett man in} 
dieser d0/dy = 0, so wird der Winkel 7 Null. 

In Bild 4 ist ein Teil des Bildes 3 dargestellt, und zwar fiir zwei Zeitpunkte, } 
die sich um 1 sec unterscheiden. Die Wellenebene m hat sich in diesem Zeit-_ 
abschnitt in Richtung der Strahlengeschwindigkeit um die Strecke A,)Z |! 
verschoben, die gleich « (v) =c/n(v) ist. Ahnlich ist auch die Wellenebene | 
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fiir die Frequenz »’ = » + Ar aus der Lage n in die Lage n’ tibergegangen. 
Dabei bildet ihre Bewegungsrichtung mit 4,£ den Winkel 40 und die GréBe 
der Verschiebung ist u (»’). 

Der Schnittpunkt A; der Wellenebenen 
m und n’ bestimmt die neue Lage der 
Zentrumsebene der Gruppe a’. Man kann 
sich leicht tiberzeugen, da sich fiir 
uw (v) = u(r’), dh. fiir ein Medium mit 
Dispersion, A, in der Richtung 4,A,’ 
bewegt, die mit der Richtung der Phasen- 
geschwindigkeit 4H einen Winkel 6, 
bildet. Wir bezeichnen nun die Ver- 
schiebungsgeschwindigkeit des Punktes 
Ay, die zahlenmaBig gleich der Lange 
der Strecke A, Aj ist, mit v. Aus Bild 4 
folgt, daB 6 und y mit der GréBe der 
Phasengeschwindigkeit durch die Re- 
lation 


Bild 4. 


C 
n(v)v 


cos 0. = (4,10) 


verkniipft sind. Mit Hilfe von Bild 4 sind diese GroBen leicht zu bestimmen. 
Folglich gilt: 


23 u(yvtAv) = du ae ao 2 Gi) 
ee ee ip as oda dna, 
; FE c dn(v) dy 
Aol tg40 ~~ n?(v) dy dé’ (ed) 
PEAR gs Ly SRO PN a) (4,12) 


n(v) dy 


Fiir die Bestimmung von DE wurde der Wert fiir tg y aus (4,7) und der Wert 
fiir die Gruppengeschwindigkeit w aus (4,1) genommen. AuBerdem soll Ay 
so gewahlt werden, daB An/Av und A6/Ayv durch die Ableitungen ersetzt 
werden konnen. Wir erhalten dann fir tg Oy 


dn (y) 
A\E 1 dy 
=a = = 4 
Yah HOOT se KH Nita baste 
dy 
und fir v 
dn\ 3 
; AB? Cc i Ly ay 4,14) 
v= V(A,E)* + (Az)? = —- ars, do (4, 
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Aus (4,12) folgt auBerdem, da die Bewegungsgeschwindigkeit der Eben 
des Gruppenmittelpunktes in der Ausbreitungsrichtung der Wellen tat- 
sichlich der Gruppengeschwindigkeit gleich ist. Diese Geschwindigkeit is 


AjD = AE — DE=w (4,15) 
(siehe 4,12). | 
Wir wollen nun die erhaltenen Resultate untersuchen und zunachst fest-t 
stellen, welchen Sinn die Geschwindigkeit v hat. Wir nehmen an, daf sich| 
das Spektrum der sich im Medium fortpflanzenden Wellen auf ein begrenztes) 
Frequenzintervall Ay erstreckt, fiir welches GréBe und Richtung von »{ 
vorgegeben ist. Die elektrischen und magnetischen Felder, die durch dieses— 
Wellen verursacht werden, sind in einem beliebigen Punkt A von der Ver-r} 
teilung der Amplituden und der Phasen der monochromatischen Wellen im) 
Frequenzbereich A vy abhingig und konnen beliebig sein. Aus der Bestimmung} 
der GroBe v folgt jedoch, daB das Feld in dem von A um vt, entfernten Punkte/ 
B die gleichen Werte durchliuft wie im Punkte A, jedoch um die Zeit t,/ 
spater. Die Lage der Punkte A, und Ay, ist tatsachlich so (siehe Bild 4), daB | 
jede der Wellen des Frequenzintervalls Jy im Punkte A, im Zeitpunkt ¢ 
die gleiche Phase wie im Punkte A, zum Zeitpunkt ¢ + 1 hat. 
Im betrachteten Fall der Superposition ebener Wellen folgt eindeutig, daB | 
das resultierende Feld in A, zu einem um ¢, = 1 versetzten Zeitpunkt mit‘ 
dem Feld in Aj identisch ist. Fiir ebene Wellen erhalten wir das gleiche 
Ergebnis im Sinne einer Identitat der Phasen zu entsprechenden Zeitpunkten 1 
und folglich auch fiir die resultierenden Amplituden, wenn wir fiir deni 
Anfangspunkt A, einen beliebigen anderen nehmen, d. h. fiir eine beliebige | 
Parallelverschiebung des Intervalls A, Ay. 
Die Geschwindigkeit v kann man also auch die Verschiebungsgeschwindigkeit i 
des Feldbildes nennen. 
Fehlt die Dispersion, d. h. ist (fiir das Frequenzenintervall 4 v) w = u, so ist! 
§ = 0 und v = u, was aus (4,14) und (4,15) folgt, d. h. v wird nach Richtung ; 
und GroBe mit der Phasengeschwindigkeit ttbereinstimmen. 
Bei der Bestimmung der Gréfe v wurde angenommen, da das Frequenz- | 
intervall 4y schmal ist, so dafB der diesem entsprechende Winkel 4@ klein: 
ist. Es kann jedoch vorkommen, daf die Schwingungsfrequenz und die Aus- 
breitungsrichtung so miteinander verkniipft sind, daB der Vektor v fiir jedes « 
Ay, das in einem beliebigen Abschnitt des Spektralintervalls », — v, liegt, die « 
gleiche Richtung hat. Diese Richtung wahlen wir als Bezugsrichtung fiir die « 
Abtragung des Winkels 6,, der die Richtung der Wellenausbreitung be- - 
stimmt. Dann ist die Gleichung (4,13) fiir jedes » erfillt, das im Intervall 
¥, — v, liegt. Wir schreiben diese Gleichung in der Form 


dé, 1 dn(v) 
tz 6, — = — : 
Bo dy n dy 


(4,16) | 


Nach Ausfiihrung der Integration erhalten wir unter Beriicksichtigung von) 
/ i 
(4,10) 


n (v) cos 0, = n (r) cos 0, = = (4,17) | 
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Hier ist 1 eine beliebige Frequenz aus dem Intervall ¥; — Vg. Die Gleichung 
(4,10) bestimmt also die Beziehung zwischen der Ausbreitungsrichtung der 
Wellen 6, und der Frequenz y bei vorgegebenem Vektor b. 

Wir betrachten ein Beispiel, das den Sinn der Gréfe » illustriert. Ein Biindel 
paralleler Lichtstrahlen soll aus dem Mittel 1 (Brechungsexponent n, = 
= konst.) unter dem Winkel p auf die Grenzfliche mit dem Mittel 2, das eine 
Dispersion besitzt, fallen. Das Feld im Punkte Cy, der auf dieser Grenzfliche 
liegt, ist zum Zeitpunkt ¢, gleich dem Feld im Punkte C, zum Zeitpunkt t,, 
in welchem die Wellenebene C,B diesen Punkt erreicht (siehe Bild 5). Daraus 


Bild 5. 


folgt, daB die Verschiebungsgeschwindigkeit des Feldes parallel der Grenz- 
flache gerichtet und gleich 
c 


v= (4,18) 
Ny COS DP 


ist. 
Die Wellen der Frequenz v im zweiten Mittel sind somit unter dem Winkel 6, 
gegen bv gerichtet, der (4,10) geniigt, d.h. 


c 


cos 6, = maggie 


Setzt man hier den Wert fir v aus (4,18) ein, so erhalt man das Brechungs- 


gesetz cos 6, ny 


cosA—— n(y)* 


Als zweites Beispiel betrachten wir die Wawilow-Tscherenkow-Strahlung. 
In diesem Fall ist das elektromagnetische Feld in dem vom Teilchen mit- 
bewegten Bezugssystem konstant, wenn sich das Teilchen stets gradlinig 
und gleichmaBig bewegt. Dann stimmt die Verschiebungsgeschwindigkeit 
des Feldbildes nach Richtung und GréBe mit der (qasahivindigkett des Teil- 
chens iiberein; denn (4,10) und die Bedingung (3,1) sind identisch, wenn wir 
unter v die Geschwindigkeit des Teilchens verstehen. 

Bevor wir aber zur Untersuchung des Wawilow-Tscherenkow-Effektes 
ubergehen, wollen wir noch auf die Frage zuriickkommen, unter welchem 
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Winkel die Gruppenebene zur Wellenebene geneigt ist [dieser Winkel erfullt 5 
die Gleichung (4,7)]. Diesem Ergebnis kommt eine einfache physikalische : 
Deutung zu. Um diese Frage zu lésen, nehmen wir an, da unser Licht- - 
biindel durch eine Blende mit einer Offnung vom Durchmesser d begrenzt » 
wird, die normal zur Einfallsebene gestellt ist (Bild 6). Wir bestimmen nun 
das Zeitintervall, in dem die Wellengruppe eines vorgegebenen Frequenz- - 
intervallesy + A» diese Offnung passiert. Das entsprechende Zeitintervall zer- - 
fallt in zwei Teile. Da die Gruppe eine endliche Ausdehnung 2/ besitzt, 


durchlauft diese jeden Punkt der Offnung in einem bestimmten Zeitintervall t,. | 
Ferner passiert die Wellengruppe die verschiedenen Punkte der Blende »| 


nicht gleichzeitig, da die Gruppenebene mit der Wellenebene den Winkel 7 
bildet. Diese Signalverlangerung bezeichnen wir mit t,. Das Zeitintervall tT, 
ist gleich der Lange des Abschnittes 2/ zwischen den Geraden ¢ und 6 dividiert 


durch die Gruppengeschwindigkeit w. Da laut (4,3) 2] = w/Ar ist, erhalten 1) 


wir ae 


To = = (4,19) )y 


Somit haben wir, wie zu erwarten war, wieder die allgemeine Bedingung 1) 


(3,13) erhalten, die die Impulsdauer mit dem Frequenzintervall in Beziehung 
setzt. 

Bei einem endlichen Blendendurchmesser d entsteht, wie bereits bemerkt 
wurde, eine zusitzliche Verlangerung des Signals um 7,. Aus Bild 6 entnehmen 
wir, daB 


tg y-d 
= HA (4,20) | 
: w 
ist. 
Setzt man hier den Wert fiir tg y aus (4,9) ein, so erhalt man 
d dé q 
ty — +e dy) (4,21) | 


Wir werden uns leicht davon tiberzeugen kénnen, da 7, aus (4,21) auch 
unmittelbar mit der allgemeinen Bedingung (3,13) verkniipft ist. Zu diesem 
Zweck benutzen wir die einfache Beziehung, die das Auflésungsvermégen 
eines Spektroskops bestimmt. Durchsetzt namlich ein Biindel paralleler 
Lichtstrahlen, das zwei benachbarte Spektrallinien mit den Wellenlangen 


- 


——— 


AZ, und A, enthalt, ein Prisma, wobei 40 der Winkel zwischen den Rich- - 


tungen der Strahlengeschwindigkeiten und d die Breite des Biindels ist, so 
werden diese Linien im Spektrum getrennt, wenn 


ist). d-AO=A (4,22) | 


1) Diese Beziehung erhalt man leicht wie folgt. Man betrachtet den Querschnitt des 


Lichtbiindels z. B. in der Ebene der Blende, durch die das Licht hindurchgeht. An- - 


genommen, das Licht mit der Wellenlange 7, trifft von allen Punkten der Blenden- - 
offnung in einen Punkt © mit gleicher Phase ein. Dann wird das Licht mit der Wellen- - 
lange A,’ einen Offnungsdurchmesser haben, der beiden FRESNELschen Zonen aquivalent 


2. 


ist {da fiir die Breite d und fiir den Winkel 4 6 die AuBenstrahlen nach (4,22) eine > 
Gangdifferenz gleich eine Wellenlinge haben]. Das Maximum der Intensitaét fiir 7, , 


wird also mit der Lage des ersten Minimums fiir J,” iibereinstimmen. was nach Ray- 
LEIGH ein Kriterium fiir die Trennung der Linien ist. 


es = ea ee wk SS . 
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Ist die Richtung der Lichtausbreitung eine Funktion der Frequenz, so ist 


do 
= 2° 
As a Ay. (4,23) 
Man erhalt dann aus (4,22) die Gleichung 


pe eee 4,24 

Aa hed ad Ged 
Hier ist 4» das kleinste Frequenzintervall, das aufgelést, d.h. vom Spektrum 
getrennt werden kann. Die Signaldauer, die diesem Ay entspricht, 


1 d dé ee 

Sagds Csde oe) 
stimmt genau mit (4,21) tiberein. 
Somit ist die Signalverlangerung, die durch die Neigung der Gruppenebene 
zur Wellenebene bedingt ist, dadurch bestimmt, daB bei d6/dy +0 die Wellen- 
gruppe ohne irgendwelche zusatzlichen Vorrichtungen in schmilere Spektral- 
gruppen zerfallt. Die Dauer, die mit jeder dieser Gruppen verbunden ist, 
ist t,, ihre im Ausgangssignal vorhandene Aufeinanderfolge hat die Dauer 
ia 1 to- 
Daraus folgt ferner, daB die Signalverlangerung auf'einem minimalen Wert 
reduziert wird, wenn ein derartiges divergierendes Strahlenbiindel ein opti- 
sches System durchlauft, das dieses Biindel achromatisiert. Denn wird ein 
divergierendes Strahlenbiindel in ein paralleles Strahlenbiindel verwandelt, 
so ist die Bedingung d6/dyv = 0 erfillt, und die Gruppenebene verlauft der 
Wellenebene parallel, d. h. t, = 0 (siehe Bild 6). 


5. Der Wawilow-Tscherenkow-Effekt im brechenden Mittel 


Im Abschnitt 4 wurde eine Reihe von Besonderheiten eines Strahlenbiindels 
behandelt, das spektral zerlegt wird. Wenn sich diese Betrachtungen 
auch nur auf ebene Wellen beschrinkten, so kann man sich jedoch leicht 
davon iiberzeugen, da die erhaltenen Ergebnisse ohne Einschrankung auch 
auf die des Wawilow-Tscherenkow-Effektes tibertragbar sind. Der Unter- 
schied besteht lediglich darin, daB wir an Stelle der ebenen Wellenflachen 
in diesem Falle konische haben. In jeder Ebene, die durch die Achse v der 
Bewegungsrichtung des Teilchens gelegt ist, bilden die Schnitte der Wellen- 
und Gruppenkegel Geraden, das Bild wird genau dem oben betrachteten 
gleichen (Bild 3 und 4). Man kann sich leicht davon ttberzeugen, dafs der 
Winkel y (Bild 2) zwischen dem Wellen- und Gruppenkegel auch fir den 
Fall der Wawilow-Tscherenkow-Strahlung der Gleichung (4,9) geniigt, d.h. 


Ww 
Phot splat (5,1) 
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Beim Wawilow-Tscherenkow-Effekt ist die Richtung der Phasengeschwindig- | 1 
keit durch die Gleichung (3,1) oder durch die Gleichung (4,10) gegeben, d. h. 


c 1 
a (C)) ! 
ghee OM aE (5,2) )) 
sin 0, = cae pin its 
tg 0, = V B2n? — 1. | 


In (5,1) kann man den Wert d0/dy in.expliziter Form schreiben, indem man | 

entweder von (4,14) Gebrauch macht oder (5,2) differenziert: 
it 

dé, ee 25 cos 0, dn a dn (5,3) ) 


dyn sin0, dy n Vp2n? —1 dv 


Ist A = c/yn und w = c/(n + » dn/dy), so erhalt man: 


d “d 
tg y= = (5,4) 


an. —————— a 
y rahe ree an 
nie") Vin 1 


Dem Bild 2 entnimmt man, da der Gruppenkegel im Wellenkegel liegt, | 
wenn dn/dvy>0 ist, d.h. wenn w <u ist, und daB der Gruppenkegel auBerhalb | 
des Wellenkegels liegt, wenn dn/dy < 0 ist. Im ersten Fall ist tg y positiv, im | 
zweiten negativ. 

Es fallt nicht schwer den Winkel zwischen den Mantellinien des Gruppen- 
kegels und seiner Achse zu bestimmen (d.h. den Winkel einer Richtung, — 
die der Richtung der Geschwindigkeit v entgegengesetzt ist). Aus Bild 2 
ist zu ersehen, da dieser Winkel 


a= 0,7 (5,5) 
ist, d. h. 
tg 0, + tg x t 
tga = tg (0, + 7) = — BD 
ctg a = tg (0, + x) te Oates (5,6) | 
Aus (5,2 und 5,4) erhalt man 
1 dn 
Seles Spf op eae ee 5 
ctg a Bat i [ n 1 + B?ny 7 = 7 (r). (5,7) 


Durch einfache Umformungen laBt sich die Gré&e ctg a = g (v) durch die 
GroBen der Phasen- und Gruppengeschwindigkeit des Lichtes und die 
Teilchengeschwindigkeit wie folgt ausdriicken 
v? — uw | 
g (v) = ctg a = a nG 5,8 | 
w Vo? — uv? Oy 
[Formel (5,7) in der Arbeit von TAMM (13).] Die Formel (5,8) kann man auch 
unmittelbar mit Hilfe trigonometrischer Beziehungen aus Bild 2 erhalten. 
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Man erhilt also fiir jede Frequenz », fiir die v > wu ist, d.h. fiir die der Wawi- 
low-Tscherenkow-Effekt vorhanden ist, einen bestimmten Wert fiir g (vy). 
Trennt man von dem Emissionsspektrum ein derart schmales Frequenz- 
intervall Ay ab, daB der Winkel a in diesem Intervall als konstant betrachtet 
werden kann, so bestimmt der Kegel mit dem Winkel a, dessen Spitze mit 
der Lage des Teilchens iibereinstimmt, die momentane Lage der Mitte der 
Wellengruppe, die dem Spektralintervall Ay entspricht. Die Wellengruppe 
liegt in diesem Falle zwischen zwei Kegeln, der Zwischenraum zwischen 
diesen ist in der Richtung von 0, gleich wt) = w/Av. Fir ein breites Frequenz- 
intervall kann der Wert fiir @ nicht konstant angenommen werden. Be- 
trachtet man eine Emission mit einem breitem Frequenzspektrum (zwischen 
y, und »,), so folgt, daB die Ausstrahlungsenergie zu jedem Zeitpunkt zwi- 
schen den Manteln der Kegel konzentriert ist, die mit der Achse die Winkel a, 
und a, bilden, wobei 


Boe eeu ectg ae eae (5,9) 


ist; die GroéBen gmin und gmax Sind der kleinste und der gréBte Wert, den die 
durch (5,7) oder (5,8) bestimmte Gréfe g (vy) annimmt, wenn sich die Fre- 
quenz von ?, bis v, andert. 

Angenommen, der Empfanger der Emission besitze kleine geometrische 
Abmessungen und befinde sich im Abstand g von der Bahn des Teilchens. 
Da sich die gemeinsame Spitze der Kegel mit der Geschwindigkeit v bewegt, 
wird der Empfanger die Emission im Laufe des Zeitabschnittes 


Jmax — Sein 0 : (5,10) 


i 


registrieren (da Ay groB ist, kann t, vernachlassigt werden). 

Wir wollen uns etwas ausfiihrlicher mit dem méglichen Wert fiir t, befassen. 
Wird das Intervally, —v, auf den ganzen Frequenzbereich ausgedehnt, in 
welchem ein Wawilow-Tscherenkow-Effekt méglich ist, so kann man einige 
Folgerungen iiber die Grenzen, innerhalb derer sich g(v) andern kann, 
ziehen. Offensichtlich hat die Wawilow-Tscherenkow-Strahlung bei einer 
Frequenz, fiir die n (v) so weit abnimmt, daB 


c 
Uu (V5) == n (¥») = v 
ist, im Bereiche der anomalen Dispersion von der Seite hoher Frequenzen 
eine Grenze. 
Da fir dn/dvy <0w < u ist, ist in der Formel (5,8) fiir » = y, der Nenner 
Null, der Zihler jedoch wird nicht Null und negativ. Somit ist 


g (V2) = etg a, = — OO. 


Das bedeutet da®B sich der Gruppenkegel in Richtung der Geschwindigkeit 
a — 2 zusammendriickt. Bei dieser Grenzfrequenz ist tatsachlich 6, = 0, 
d. h. die Strahlgeschwindigkeit ist lings der Achse gerichtet, und da 
w > u—v ist, iberholt die emittierte Strahlung das Teilchen, wenn sie 
sich in der gleichen Richtung fortpflanzt, in der sich das Teilchen bewegt. 


12* 
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Entfernt sich » von der Grenzfrequenz nach kleineren Frequenzen hin, so 
nimmt g (v) rasch zu. Bei uw = v ist a = 7/2. Fir alle Frequenzen, die im 
Bereiche der’ normalen Dispersion liegen, ist a kleiner als 7/2, da w <u 
und somit v? > uw ist (siehe 5,8). 

Besitzt der Wawilow-Tscherenkow-Effekt auch von kleinen Frequenzen her, 
d.h. im Bereiche normaler Dispersion (v = u (v), dn/dvy < 0) eine Grenz- 
frequenz, so erhalt man auf ahnliche Weise aus der Formel (5,8) g(v) = ctg ae 
= + oo. Bei dieser Grenzfrequenz ist 6=0 und w<v, d.h. die emit- 
tierte Strahlung bleibt hinter dem Teilchen zuriick. Ist also der Wawilow- 
Tscherenkow-Effekt in dem Frequenzbereich zwischen », und y, méglich 
und bewegt sich das strahlende Teilchen unendlich lange, so erfullt die 
emittierte Strahlung den ganzen Raum. Ist aber die Wawilow-Tscherenkow- 
Strahlung von seiten kleiner Frequenzen her nicht begrenzt, d. h. ist », = 0, 
so andert sich der Wert fiir g von —oo bis zu einem endlichen positiven 
Wert [die Form der Funktion g (v) ist vom Verlauf des Brechungsexpo- 
nenten abhangig und muB nicht unbedingt monoton von der Frequenz ab- 
hangen]. Aus dem Gesagten folgt: wenn man das Intervall », — », nicht 
begrenzt, so wird in der Formel (5,10) wenigstens ein Grenzwert fiir A (v) 
unendlich groB und somit t, = co. Dabei ist die ausgestrahlte Frequenz in 
den verschiedenen Punkten des Raumes eine Funktion des Winkels des 
Rotationskegels, dessen Achse mit der Bahn des Teilchens und dessen Spitze 
mit der momentanen Lage des Teilchens zusammenfiallt. 

Somit ist das Spektrum in dem Punkte, in dem die emittierte Strahlung 
registriert wird, eine Funktion der Zeit. Trennt man mit Hilfe eines Ver- 
schlusses von dem Zeitintervall t, einen Teil ab, so wird dadurch aus dem 
Emissionsspektrum ein bestimmtes Frequenzintervall herausgeschnitten. 
Wir haben friiher, bei der Betrachtung von 1, darauf hingewiesen, daB man 
fir t, + 0 mit Hilfe einer Blende ein Spektralintervall 4» = 1/1, abtrennen 
kann [siehe (4,25)]. In diesem Fall ist die Situation in vielen Beziehungen 
analog, jedoch kann die Verkleinerung des Spektralintervalles nicht durch 
eine raumliche, sondern durch zeitliche Begrenzung des Signals erfolgen. 
Diese Méglichkeit der Monochromatisierung der emittierten Strahlung er- 
scheint vom Standpunkt der Methoden der wiblichen optischen Spektro- 
skopie unerwartet. 

Bei den realen Versuchsbedingungen ist dieser Wert fiir t, nicht nur nicht un- 
endlich gro, sondern als recht klein zu betrachten (was auch beriicksichtigt 
werden wird, siehe Abschnitt 7). Das hangt damit zusammen, da8 immer 
Begrenzungen sowohl fiir das Frequenzintervall, das registriert wird, als 
auch fiir die Bahn, auf der die Emission erfolgt, vorhanden sind. 
Wesentlicher ist das Zeitintervall 1, (siehe Abschnitt 4). Dessen GréBe ist 
bedeutend in den praktisch wichtigen Fallen, in denen vom Empfanger die 
auf einer langeren Bahn des Teilchens emittierte Strahlung registriert wird. 
Angenommen, die Offnung der Blende A (Abb. 6) ist die Eingangsoffnung 
einer Linse, durch die die Wawilow-Tscherenkow-Strahlung im Brennpunkt 
gesammelt wird. Der Zeitabschnitt, den die Wellengruppe (die durch die 
Halbwertsbreite Ay des Spektrums gegeben ist) bis zum Erreichen der Ober- 
fliche der Linse bendtigt, also auch die Dauer des Impulses im Brennpunkt 
der Linse, ist gleich t) + 1,, wobei 1, durch (4,25) bestimmt wird. Setzt man 


° 
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in diese Relation den Wert d6/dv aus (5,3) ein, so erhalt man 
d dn d dn 


"1 dn Voit 1 ty Ay te dv abe 


Der Faktor von dn/d» ist somit die auf A,= nd bezogene Wegdifferenz zwischen 

den extrem liegenden Punkten der Teilchenbahn, von denen das Licht die 

Linse erreicht. 

Die Dauer des Signals realer Systeme, die fiir die Registrierung der Wawilow- 

ee OTe bestimmt sind, wird in den Abschnitten 6 und 7 be- 
andelt. 


6. Zahler fiir die Wawilow-Tscherenkow-Strahlung 


Wie schon im Abschnitt 1 angedeutet wurde, erhebt sich die Frage nach der 
Dauer des Signals, das durch die Wawilow-Tscherenkow-Strahlung erzeugt 
wird, wenn auf einen Empfanger Licht auftrifft, das lings einer langeren 
Wegstrecke emittiert wurde. 

Unter der Blitzdauer ist stets die Dauer eines Lichtsignals in einem be- 
stimmten Punkt zu verstehen. Spricht man von der Gesamtblitzdauer einer 
Lichtmenge, so mu8 angenommen werden, daB diese Dauer entweder fir 
den Punkt, in dem das Licht fokussiert wird, oder fiir den Punkt, von dem 
die Strahlung ausgeht, definiert ist. Im Falle des Wawilow-Tscherenkow- 
Effektes, bei dem die Emission von verschiedenen Punkten der Teilchenbahn 
erfolgt, hat die Frage der Blitzdauer fiir das gesamte ausgestrahlte Licht 
nur dann einen Sinn, wenn dieses im Brennpunkt gesammelt wird. 

Unter den realen Bedingungen wird diese Lichtfokussierung niemals ideal 
sein kénnen. In der Regel fallt das Licht auf eine Flache, die groB sein kann. 
Das an dieser Flache entstehende Signal (z. B. ein Elektronenstrom an der 
Kathodenoberflache) wird auf das registrierende Instrument tibertragen. 
Die Dauer des Signals ist in diesem Falle nicht nur durch die Dauer der Licht- 
impulse in verschiedenen Punkten der Oberflache und die Zeitabschnitte, 
in denen das Licht diese erreicht hat, bestimmt, sondern auch von der Zeit, 
die zur Weiterleitung des Signals von diesen Punkten aus erforderlich ist, 
abhaingig. Darum kann fiir kurzzeitige Blitze, wie sie z. B. beim Wawilow- 
Tscherenkow-Effekt entstehen, die so erhaltene Signaldauer nicht ohne 
weiteres mit der Dauer eines Lichtblitzes identifiziert werden. 

Die zum Sammeln des Lichtes erforderliche Zeit wird man um so kleiner 
annehmen und um so eher als die urspriingliche Dauer fiir die weitere 
Ausbreitung des Signals betrachten dirfen, je kleiner die linearen Ab- 
messungen der Flache sind, auf die das Licht fallt. Darum werden wir im 
weiteren nur solche Zihler betrachten, die Vorrichtungen fiir die Fokus- 
sierung des Lichtes besitzen. In den meisten Fallen werden nur noch solche 
Zahler angewandt, da sie das Licht ausnutzen, das langs einer langeren Weg- 
strecke ausgestrahlt wird und das ohne Fokussierung den Empfanger nicht 
erreichen wirde. 

Wir wollen uns mit zwei prinzipiellen Zahlersystemen fiir die Blitzregistrie- 
rung beim Wawilow-Tscherenkow-Effekt befassen, die erstmalig von GET- 
TING (10, 19) vorgeschlagen wurden. 
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Eines dieser Systeme stellt einen Radiator in Kegelform dar (Bild 7). Wir 
beschrianken uns auf die Betrachtung des Idealfalles, bei dem sich das Teil- 
chen genau in der Richtung der Radiatorachse bewegt und eine absolut kon- 
stante Geschwindigkeit besitzt. Wir nehmen zunachst an, das das Mittel 
im Frequenzenintervall Ay = 7, —% praktisch keine Dispersion besitzt. 
Bilden die Mantellinien des Radiators mit seiner Achse den Winkelg = 1 /2», 
so verlaufen alle Strahlen nach der Reflexion von seiner Oberflache der Achse 
parallel. Die Sammellinse an der Basis des Kegels sammelt in ihrem Brenn- 
punkt simtliche Strahlen, die auf irgendeinem Wegabschnitt des Teilchens 
im Radiator entstanden sind. 

Was die Blitzdauer betrifft, so ist diese, wenn das Mittel keine Dispersion 
besitzt, durch die Beziehung t, = 1/4y bestimmt. Die Dauer des Signals 
andert sich durch die Reflexion nicht, da durch diese nur die Richtung der 
Wellenausbreitung gedindert wird. Diese 
Dauer wird auch nicht bei der Samm- 
lung der Lichtstrahlen im Brennpunkt 
der Linse gedindert, da die Beziehungen 
zwischen den Wellenphasen in der Linsen- 
ebene und im Brennpunkt die gleichen 
bleiben (die Linse soll achromatisch sein)'). 
Ein langeres Nachleuchten, das im Radia- 
tor auftreten kann, erzeugt (siehe Ab- 
schnitt 3) keine gerichtete Emission und 
kann somit nicht fokussiert werden. 

In einem brechenden Medium ist der Winkel 6, von der Frequenz abhangig 
und wir erhalten daher eine geniigende Fokussierung des Bindels nur fir 
ein relativ schmales Spektralintervall. Ein derartiges Intervall Ay sei 
herausgesondert. Dann muB beriicksichtigt werden, da die Wellengruppe, 
die diesem Intervall entspricht, nicht gleichzeitig durch die Flache der Linse 
hindurchgeht. 

Um die GroéBenordnung von 7, zu bestimmen, setzen wir d in (5,11) dem 
Radius der Linse # gleich. Dann ist 


if R cos0, dn 
~ 4° sind, dy’ 


Bild 7. 


Ty 


(6,1) 


hier ist Ay = nd die Lichtwellenlinge im Vakuum. 
Wir wollen den Wert fir 7, fiir Flintglas abschitzen. Wir nehmen an, daB 
fiir A, = 5 - 10->cm n = 1,66 und dn/dy = 1,2 « 10-18 sec ist. Ist die Teilchen- 
geschwindigkeit der Lichtgeschwindigkeit annahernd gleich, d. h. ist 
B = v/c ~ 1, so ist cos 6=0,6 und sin 0 = 0,8. Setzt man diese Werte in 
(6,1) ein, so erhalt man 

bq tin LOT ey (6,2) 
1) Kine chromatische Aberration verursacht eine Verlingerung des Signals. Die Lage ces 
Brennpunktes ist in diesem Falle von der Frequenz abhangig, so daB die Méglichkeit 
besteht, aus dem fokussierten Biindel ein Frequenzenintervall dy’ herauszusondern. Dies 
kann dadurch erreicht werden, da in die Linsenachse eine Blende mit kleiner Offnung 
gesetzt wird. Ist Jy’ < dr, so wird die Verlangerung des Signals bemerkbar. 


' 
+ 


A ee 


ope ot 


com ee Se ae 
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Somit ist fiir R = 10cm 7, = 2-10-" sec. 

Dies bedeutet, daB das Vorhandensein einer Dispersion zu einer wesentlichen 
spektralen Zerlegung der Wawilow-Tscherenkow-Strahlung fiihrt, d. h., daB 
nur das Licht genau im Brennpunkt gesammelt wird, das einem schmalen 
Spektralintervall angehdért. 

Zugleich wird klar, da eine Kiirzung der Signaldauer und somit eine Ver- 
besserung der Qualitat der Fokussierung dann erzielt werden kann, wenn das 
System fiir die Wawilow-Tscherenkow- 
Strahlung achromatisiert ist (siehe 
Abschnitt 7). 

In den meisten Fallen unterscheidet 
sich die Einrichtung solcher ,,Zahler‘‘ 
von dem oben angegebenen System. 
Der Unterschied besteht darin, daB der 
das Licht reflektierende Kegel durch 
einen Zylinder erganzt wird (Bild 8). 


Bild 9. 


Das Licht des Teilchens, das sich in der Richtung der Zylinderachse bewegt, 
gelangt nach einigen Reflexionen durch die Zylinderwand in den Kegel. Da 
sich bei diesen Reflexionen die GréBe des Winkels zwischen der Ausbreitungs- 
richtung des Lichtes und der Zahlerachse nicht andert, bleiben die Bedin- 
gungen fiir die Fokussierung des im Kegel ankommenden Lichtes die gleichen, 
die dann vorliegen, wenn das Licht im Kegel selbst entsteht. Bewegt sich 
das Teilchen genau in der Richtung der Zihlerachse, so nimmt die Licht- 
menge, die von der Kegelbasis ausgeht, proportional der Linge des Zihlers 
zu. 

Der Radiator mége keine Lichtdispersion besitzen. Der Strahlengang bei der 
Reflexion an der Mantelflache des Zylinders ist Bild 9 zu entnehmen. Waren 
die Wande des Zylinders, die die Ausbreitung des Lichtes verhindern, nicht 
vorhanden, so wiirde sich das Licht in dem Zeitabschnitt, in dem das Teil- 
chen vom Punkt A, bis zum Punkt Ay gelangt, von A, bis C, ausgebreitet 
haben. Im gleichen Zeitabschnitt breitet sich das Licht von A, bis C, und 
von A, bis D, aus. Somit wiirde die momentane Lage der Wellenfront fir 
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das Licht, das auf der Strecke A, — A, ausgestrahlt wird, durch den Wellen- .| 
kegel bestimmt (der bei n = konstant mit dem Gruppenkegel zusammen- -|) 
fallt), dessen eine Mantellinie A,C, ist. Bei jeder Reflexion andert die Ge- .| 
schwindigkeitskomponente des Lichtes, die zur Achse des Zahlers senkrecht ; 

liegt, ihr Vorzeichen, die Longitudinalkomponente bleibt jedoch unver- || 
andert. Im Ergebnis gelangt das Licht, das langs der Strecke A, A, aus- . 
gestrahlt wird, nach zwei Reflexionen bis zur Flache D,; — D,. Ebenso er- . 
fahrt das Licht, das auf der Strecke von A, bis Ay ausgestrahlt wird, nur ° 
eine Reflexion und die momentane Lage der Wellenfront ist D, — D,. Das } 
lings der Strecke A, — A, ausgestrahlte Licht wird nicht reflektiert und | 
seine Wellenfront D, A, fallt mit dem Kegelmantel A, C, zusammen’). 


Je groéBer die Anzahl der Reflexionen ist, um so langer ist nattirlich der Teil | 
des Zylinders, in dem die Emission erfolgt. Das aus dem Zylinder aus- | 
tretende Licht wird dabei in eine Reihe aufeinanderfolgender Lichtimpulse : 
zerlegt, die ein Zeitintervall ausfiillen, das mit wachsender Lange des Zy- 
linders zunimmt. 


In dem betrachteten idealisierten Fall sind die reflektierten Wellen zuein- 
ander koharent. Betrachtet man die Ausbreitung einer monochromatischen 
Welle mit der Frequenz y, so erhalt man die Gesamtamplitude als Summe 
einer Folge reflektierter Wellen. Dabei werden die Wellen nur derjenigen 
Frequenzen verstarkt, fiir die die Gangdifferenz der aufeinanderfolgenden 
Reflexionen durch ganze Vielfache der Wellenlangen teilbar ist. Das Emis- 
sionsspektrum erhalt somit einen linienférmigen Charakter. Die resul- 
tierende Verlangerung des Signals hangt, wie auch zu erwarten war, mit der 
Monochromatisierung der emittierten Strahlung zusammen. 


Somit erfolgt in diesem Fall die Verlangerung der Signaldauer als Ergebnis 
eines Vorganges, dessen Wirkungsweise der eines Interferenzspektral- 
apparates ahnlich ist?). 

Wir wollen nun die Lange des Weges bestimmen, der vom Licht in einem 
aus Zylinder und Kegel bestehenden Zahler zuriickgelegt wird. Angenommen, 
das Licht wird von einem Punkt A, ausgestrahlt, der am Anfang des Zy- 
linders von der Lange L liegt (Bild 8), und von den Wanden des Zylinders 
k-mal reflektiert. Die k-te Reflexion soll die letzte sein, so daB das Licht nach 
dieser Reflexion die Achse des Zihlers in A, schneidet und dann auf den 
Mantel des Kegels trifft. Der weitere Weg des Lichtes vom Punkte A, ist 
der gleiche, wie wenn das Licht von diesem Punkt zu dem Zeitpunkt aus- 
gestrahlt worden wire, in dem das Teilchen diesen Punkt passierte. Der 


1) Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist in Bild 9 nur der Gang derjenigen Strahlen 
angegeben, die in einer Richtung in bezug auf die Bahn des Teilchens emittiert werden. 
Somit ist von zwei Mantellinien jedes Kegels in der Ebene des Bildes 9 nur eine vorhan- 
den (die zweite verliuft zu dieser im bezug auf die Zylinderachse symmetrisch). 

*) In der Arbeit (16) befindet sich die unrichtige Behauptung, daB ein Teilchen, das sich 
unendlich lange in der Achsenrichtung eines unendlich langen Zylinders bewegt und 
dessen Licht wegen der Totalreflexion nicht austreten kann, keine Energie durch die 


Emission verliert. Diese Frage ist eingehend in der Dissertation von BoLOTOWSKI 
behandelt worden. 
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Weg, den das Licht vom Punkte A, bis zum Punkt A, zuriicklegt, ist 


2kr 

ok Sin 0” (6,3) 

wo r der Halbmesser des Zylinders ist. Der Abstand dieser Punkte auf der 
Geraden, die das Teilchen durchlauft, ist 


cy="2kr ete 6,: (6,4) 


Das vom Punkt A, ausgestrahlte Licht erreicht den Punkt A, mit der Ver- 
spatung 
n 1 1. ie 

i? “Gis aa ches AEE ert ae ORs (6,5) 
In dieser Formel ist der Zusammenhang zwischen 6 und v beriicksichtigt 
worden [siehe (5,2) ]. 
Die Wellen, die nach k-Reflexionen in A, ankommen, k6nnen sich in der 
Phase von den Wellen, die von diesem Punkt ausgestrahlt werden, unter- 
scheiden. Mit Hilfe der Formel (6,5) kann die durch die Reflexionen ent- 
stehende Gangdifferenz bestimmt werden. Diese ist 


8 = 2wr — sin6, —y +m. (6,6) 


Das erste Glied dieser Forme! erhalt man aus (6,5), indem man ¢, fiir k = 1 
mit der Frequenz des Lichtes w = 2ay multipliziert; y ist die Phasenande- 
rung der Welle bei Totalreflexion. AuBerdem sind noch zwei Phasenver- 
schiebungen zu beriicksichtigen. Erstens wird bei der Reflexion die Aus- 
breitungsrichtung der Strahlen um eine Gerade gedreht, die senkrecht zur 
Einfallsebene steht; dabei wird auch die Richtung des elektrischen Vektors 
gedreht (EZ, geht in EZ, tiber, siehe Bild 9). Die Projektion des Vektors EH 
auf die Geschwindigkeitsrichtung andert ihr Vorzeichen, was bei einer Inter- 
ferenzenuntersuchung einer Phasenverschiebung um za 4Aquivalent ist. 
Zweitens unterscheidet sich, wie schon im Abschnitt 3 gezeigt wurde [siehe 
die Formeln (3,8) und (3,9)], die Phase, die man durch Superposition der 
Wellen des Bahnabschnittes erhalt, der den gegebenen Punkt (hier A,) 
umgibt, um 27/4 von der Phase der Welle aus diesem Punkt. Durch die zu- 
sitzliche Phasenverschiebung um 32/4 werden diese beiden Effekte in (6,6) 
beriicksichtigt. Liegt der elektrische Vektor in der Einfallsebene (was auch 
beim Wawilow-Tscherenkow-Effekt zutrifft), so gilt fiir y 


n Vn?cos9—1 


= % t 
? Mie sin 0 


(6,7) 
Die GroBe 2% kann mittels der Formel (5,2) auch wie folgt geschrieben 
werden: 

ts aay 

Ae ec ie y (6,8) 


= 2 arctg 
y pe n? ee 
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Ist 9 durch 22 teilbar, so bestimmt (6,6) die Eigenfrequenzen der Wawilow- 
Tscherenkow-Strahlung fiir ein Teilchen, das sich in Richtung der Zylinder- 
achse bewegt’). Die Gleichung (6,6) ist auch fiir Medien ohne Dispersion an- 
wendbar (n, sin 6 und y sind in diesem Fall Funktionen der Frequenz). 
Eine so genaue Ubereinstimmung der Teilchenbahn mit der Zylinderachse, 
daB die Lichtwellen nach einigen Reflexionen zueinander koharent bleiben, 
ist kaum méglich. Unter realen Bedingungen besteht das Signal des aus 
einem aus Zylinder und Kegel bestehenden Zahler aus einer Folge unab- 
hangiger Lichtimpulse. Ist & die maximale Anzahl der Reflexionen, so ver- 
spatet sich das letzte Signal gegeniiber dem ersten um die Zeit t, [siehe (6,5) ]. 
Die Lange des Zylinders betrage L = 20 em; da 


ez 2kr - ctg 6, (6,9) 
ist und wir wie bereits in einem oben betrachteten Falle annehmen, da 


n = 1,66 cos 6, = 0,6 und sin 4, = 0,8 
ist, erhalten wir 
At, ~ 1-10-* sec. 


Somit hat die Zunahme der Lichtmenge, die durch den Anschluf des Zy- 
linders an den Zahler erzielt wird, eine proportionale und recht merkliche 
Zunahme der Gesamtdauer des Signals zur Folge. 
Im Zusammenhang damit kann vermerkt werden, daB die Messung der Zeit 
t, méglicherweise fiir die Bestimmung der Teilchengeschwindigkeit aus- 
genutzt werden kann. Nehmen wir an, da® sich die Teilchengeschwindigkeit 
in geringen Grenzen so aindert, daB die Anzahl der Reflexionen k nicht ge- 
andert wird. Der Zeitabschnitt t, ist dann sin 0 proportional; das bedeutet, 
dafS§ eine Messung von ¢, der Bestimmung der GroBe 0 aquivalent ist. AuBer- 
dem ist bekannt, da8 man die Messung von @ fiir die Bestimmung der 
Teilchengeschwindigkeit verwenden kann. Es ist also klar, daf fiir das 
einzelne Teilchen die Bestimmung der Lange des Zeitintervalls bequemer als 
die des Winkels ist. 
Nimmt die Geschwindigkeit v ab, so auch sin 0, und ¢t,. Differenziert man f, 
nach v, so erhalt man: 

d 2kr L 

ae f= ae ctg 0, = aie (6,10) 


Die Ableitung von t, nach v ist demnach bis auf das Vorzeichen gleich der 
Zeit, in der das Teilchen die Wegstrecke LZ durchlauft, d.h. t, = L/v. In 
Wirklichkeit ist die Abhangigkeit der Zeit t, von der Geschwindigkeit be- 
deutend gréBer, da bei gréReren Anderungen von v nicht nur sin 6, sondern 
auch die Anzahl der Reflexionen & geiaindert wird: 


L 


oe 


kw~ 


') Dies ist jedoch ein Spezialfall einer allgemeineren Bedingung fiir die Eigenfrequenzen, 
die BOLOTOWSKI in seiner Dissertation behandelte. 
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Im Prinzip kann die Bestimmung der Anzahl der Lichtimpulse im Licht- 
signal als Methode zur Messung der Teilchengeschwindigkeit dienen. 
Fiir einen Zylinder mit kleinem Durchmesser, in dem die durch die einzelnen 
Reflexionen von den Winden bestimmten Impulse zusammenfallen, erhalt 
man fiir ¢, aus (6,5) und (6,11) den Wert 

n sin? 6, 


: aed ee | 12 
c cos 6, Ou} 


Fiir ein reales Mittel mit Dispersion miissen in den oben erhaltenen Formeln 
einige Korrekturen angebracht werden. Vor allem mu8_ beriicksichtigt 
werden, daB die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtimpulses der Gruppen- 
geschwindigkeit gleich ist. Man hat somit in der Formel (6,5) s, nicht durch 
u = c/n, sondern durch die Gruppengeschwindigkeit w zu dividieren. Weiter 
muB8 beriicksichtigt werden, daB der Phasensprung bei der Reflexion an 
der Zylinderwand von der Frequenz abhangig ist (da in diesem Falle 0, und 
n(v) Funktionen der Frequenz sind). 

Das fihrt dazu, daB der Gruppenkegel, obwohl dieser gespiegelt wird, bei 
der Berechnung der reflektierenden Flache beziiglich des geometrischen 
Zylinderrandes etwas verschoben angenommen werden muB. 

Die zusitzliche Zeit, die hierbei auf die Reflexion entfallt, ist gleich 


At=t-4 (6,13) 


wo y der Phasensprung bei der Reflexion ist). 
Man erhalt somit an Stelle von (6,5) 


1 ] 
ty = re S_ - Cy + kAt. (6,14) 


Die GréBe At erhalt man durch Differenzieren von (6,8); sie stimmt der 
GréBenordnung nach mit 1/27 (1 —f?) dn dy iiberein. Diese GréBe ist z. B. fir 
den von uns schon betrachteten Fall von Glas, in dem dn/dy = 1,2 - 10718 
ist, vernachlassigbar. Man erhalt somit aus (6,14) fiir (6,5) 
dn 
wari dy 1 


n 
ti. = 8, cy = 2kr — |sin 6, + 
C v c 


1 dn 
n sin es dy | 


Das Bild bleibt somit qualitativ erhalten, an der GréBe t muf jedoch eine 
Korrektur angebracht werden. 


7. Ahromatische Zahler 


Aus den vorherigen Abschnitten folgt, daB man den kirzesten Lichtimpuls 
mit Hilfe eines Radiators ohne Dispersion erhalt. in dem das Licht nicht in 
eine Reihe von Biindeln zerlegt wird. 


1) Bei dieser Gelegenheit méchten wir Ritow fir seine Erlauterungen beziiglich einer 
Reihe von Fragen, die mit der Reflexion von Gruppenwellen zusam menhangen, unseren 
Dank aussprechen. 
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Das kann man mit verschiedenen Methoden erzielen, so z. 15% mit Hilfe eines | 
Kegelradiators, falls dieser achromatisch ist, d. h. wenn es gelingt, fir das : 
aus dem Radiator austretende Biindel | 


dé 
dy i 
zu erhalten. 
Einige Schemen dieser Art sind in den Bildern 10a und 10b dargestellt. 
Das Teilchen bewege sich im Radiator A lings der Achse 00, dessen Material — 
normale Dispersion besitze. Das vom Teilchen unter dem Winkel 6, in der 
Richtung Ob ausgestrahlte 
Licht kann nicht durch 
Reflexion, sondern durch 
Brechung an der kegelfér- 
migen Grenzeder Mittel A und 
Bin ein Lichtbindel parallel 
dieser Richtung verwandelt 
werden (die Spitze des Kegels 
Jiegt in 6, seine. Mantellinie 
bildet mit der Achse den 
Winkel ¢ < 2/2, siehe Bild 
10a). Nach dem Brechungs-. 
gesetz erhalt man die Bedin- 


gung 


Nz __ cos (e — 4) ies 


Ra COS € 
= cos 0, + sin 0,tge, (7,1) 


wo nz und ny, die Brechungs- 
exponenten der Medien B 
und A sind. 

Da ¢ > 6, ist, muB die Un- 
gleichung 


np eel 
Ns cos 6, 
Bild 10. =Bn,, dh. ng>Bni (7,2) 


gelten, damit (7,1) erfiillt ist. (7,2) erhalt man aus (7,1), indem man tg e durch 
seinen kleinsten Wert ersetzt, der gleich tg 0, ist). Ist die Ungleichung (7,2) 
erfillt, so gibt es einen Winkel ¢ > 0 und kleiner als 7/2, fiir den die unter 
dem Winkel 0, erfolgende Emission nach der Brechung parallel zur Achse 
verlauft. 

Das gleiche Ergebnis kann man auch fiir einen Kegel mit stumpfem Winkel ¢ 
erhalten (siehe Bild 10b). Die Gleichung (7,1) gilt auch in diesem Falle, 
jedoch sind cos (e — 9) und cos ¢ negativ. Da tg ¢ in diesem Fall kleiner als — 
Null und sein maximaler Wert gleich Null ist, wird die Gleichung (7,1) fiir 


SS eS SS ne ee a a nr 
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einen stumpfen Winkel dann erfiillt, wenn 

1 - 1 
——-, n 
Bn4 j p 


gilt. Aus der Gleichung (7,1) folgt unter Beriicksichtigung von cos 6, = 1/Bn4 
die Gleichung 


n 
+ sesi808 0 = (%3) 
Ny 


png —1 ; 
10s. 


dabei muB fiir e < 2/2 die Ungleichung (7,2) und fiir e > 2/2 die Ungleichung 
(7,3) erfallt sein. Die Berechnung des Lichtes an einer Kegelfliche kann fiir 
die Umwandlung eines Strahlenbiindels, das unter dem Winkel 0 zur Achse 
verlauft, in ein parallel zur Achse verlaufendes benutzt werden. 

Der Unterschied zum Spiegel besteht jedoch darin, daB in diesem Falle nicht 
allein die Strahlen, die unter einem bestimmten Winkel 6, verlaufen, in ein 
paralleles Biindel verwandelt werden kénnen (d. h. bei gegebener Geschwin- 
digkeit v nur fiir eine Frequenz y). Fiir einen brechenden Kegel kann das 
auch fir das Winkelintervall A 6, das dem Frequenzintervall Ay entspricht, 
erzielt werden. Die notwendige Voraussetzung dafiir ist, daB sich die GréBe ¢ 
in (7,4) bei einer Anderung der Frequenz innerhalb des Intervalles dy = 
=v, — v, nicht andert. 

Differenziert man die rechte Seite von (7,4) nach der Frequenz und setzt 
man die Ableitung gleich Null, so erhaélt man folgende Achromatisierungs- 
bedingung: 


tg E= (7,4) 


dng Bng—1 dng — Bny4(Png—1) dng 
dn, “Pngsin? 0, dy ~ "f'n 1! dy 


(7,5) 


(beim Differenzieren ist die Relation (5,3), bei der dem Brechungsex ponent 
der Index A zuzufiigen ist, zu beriicksichtigen). 
Ist der Winkel ¢ spitz: ¢ < 2/2, so kénnen beide Medien normale Dispersion 
haben. Denn in diesem Falle ist wegen (7,2) ng > Bn\ und auBerdem gilt 
Bn,>1, daher ist |dnj/dyv| > |dn4/d y| und beide Ableitungen haben 
gleiche Vorzeichen. 
Ks ist grundsatzlich moglich, daB die Bedingung (7,5) in einem recht breiten 
Frequenzintervall zwischen y, und y, erfiillt ist, dann ist in diesem Inter- 
vall fiir die gebrochenen Strahlen 

dt’ 

dye o 
(0 ist die Ausbreitungsrichtung der gebrochenen Strahlen; 4’ = 0). Im Er- 
gebnis ist die Dauer 1 gleich Null, ferner ist ty = 1/», —7v, bei groBen 
Ay =», —v, klein. Man kann somit annehmen, daB im Brennpunkt der 
Linse, die das aus der Basis des Kegels heraustretende parallele Lichtbiindel 
sammelt, ein Blitz von sehr kurzer Dauer entsteht. Das trifft jedoch nur zu, 
solange Ay so klein bleibt, daB die Gruppengeschwindigkeiten fiir », und », 
als gleich angenommen werden konnen. Bei einer VergréBerung von Ay er- 
langt die mit t, verkniipfte Dauer wesentliche Bedeutung [Abschnitt 5. 
Forme! (5,10) ]. 
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Der Winkel a zwischen den Mantellinien des Kegels und der Zahlerachse } 
[Bild 2, Formel (5,7)] ist nimlich von der Frequenz abhangig und fir die4. 
Frequenzen », und , (a, und a, entsprechend) gleich. In Bild 10a ist die | 
Lage der Mantellinien dieser Kegel 1 und 2 fiir den Zeitpunkt angegeben, | | 
zu dem das emittierende Teilchen die Grenzflache beider Mittel im Punkte 6 
erreicht. Gelangt das Teilchen in den Punkt d, so nehmen die Mantellinien 
dieser Gruppenkegel im Mittel A die Lage 3 und 4 ein (da die Lichtausbrei- 
tung im Mittel A von der Anwesenheit des Mittels B unabhiangig ist). Im 
Mittel B breitet sich das Licht in Form eines parallelen Biindels ebener: 
Wellen in Richtung der Zahlerachse aus, wir erhalten an Stelle eines Gruppen- 7 
kegels die Ebenen a, und ag, die senkrecht zur Achse stehen und sich mit deni) 
Kegeln 3 und 4 auf der Grenzfliche schneiden. Bei der Lichtbrechung er- 
folgt keine Phasenanderung der Wellen, darum passiert die Wellengruppe 
stetig die Grenzfliche. Aus 10a ist ersichtlich, daB mit dem Eindringen des: 
Teilchens in das Mittel B die Ebenen a, und a, immer weiter voneinander: 
wegriicken. Ihre Verschiebungsgeschwindigkeit ist im Mittel offensichtlich 
gleich der Gruppengeschwindigkeit fiir die Frequenzen », und v2. Schneiden 
sich die Ebenen a, und a, mit den Gruppenkegeln auf der Grenzflache, so 
entnimmt man dem Bild 10a, daB-die Gruppengeschwindigkeit im Mittel BH 
die Beziehung 
1 1 (3 


WR v 


+1) (7.6))] 


erfiillen muB. Das Vorhandensein einer solchen Beziehung kann dadurch 
erklart werden, daB die Eigenschaften der Mittel A und B durch die Gleichung 
(7,5) verkniipft sind. Denn beachtet man die Bedingungen (5,7) und (7,4), die 
tg a und tg « bestimmen, so folgt aus (7,5) die Relation (7,6). | 
Bezeichnet man die Hohe des Kegels B mit Lg, so durchlaufen die Wellen- 4 
pakete mit den Frequenzen y, und y, eine Strecke, die gleich der Héhe des: 
Kegels ist, in verschiedenen Zeiten, deren Differenz gleich 


1 


w(¥) w (v4) 


T, = Lg 


3 ; 


dnp, 


2L 
”) dy s 


dnp 
(V7. ”) x Bg 


Mp (Yo) — p(y) + (¥2 


(7,7) 


Cc 


ist (es wird dabei vorausgesetzt, daB die Anderung von ng im Frequenz- 
intervall von y, bis y, als linear betrachtet werden kann, d.h. daB dn g/dy =: 
= konstant ist. Nimmt man z. B. an, daB das Mittel B aus schwerem Flintglas : 
besteht, so kann man fiir die GréBen der rechten Seite von (7,7) folgende> 
Werte nehmen: A, = 6563 A, ng = 1,715, Ap = 4861 A, n = 1,735,, 
dn/dy = 1,34 - 10-18 sec und vy — vg = 1,68 - 104 sec“. 
Setzt man diese in (7,7) ein, so erhalt man 


= 1,47.> 10>" Ly sec: 


Ist Lz = 10cm, so darf t, nicht vernachlassigt werden, wenn ein breites 
Spektralintervall der emittierten Strahlung benutzt werden soll. 
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Aus dem obigen folgt, da8 man mit einem achromatischen Zahler sicher dann 
einen Lichtblitz von sehr kurzer Dauer erhilt, wenn das Frequenzenintervall 
Ay entsprechend begrenzt wird. Dies fiihrt jedoch zu einer Verringerung 
der nutzbaren Lichtmenge. Es ist darum wichtig, eine V erkleinerung des 
Wertes fiir t, auf eine andere Art zu erméglichen. 

Zu diesem Zweck wird hinter den Kegel eine planparallele Platte C gesetzt, 
die im Unterschied zu A und B eine anomale Dispersion besitzt (Bild 10a). 
In einer solchen Platte ist w (,) > w (»,), somit wird die Wellengruppe mit 
der Frequenz », die Wellengruppe mit der Frequenz y, einholen. Man kann 
daher durch eine entsprechende Wahl der Dicke des Kompensators C’ eine 
Verkleinerung der Zeit t, auf den Wert Null erzielen Im Falle eines Zihlers 
mit einem stumpfen Winkel ¢ (Bild 10b) spielt das Mittel B selbst die Rolle 
eines solchen Kompensators. Wiederholt man die obigen Betrachtungen, so 
findet man, daB sich die Ebenen ay 
und a, mit der Bewegung des Teil- 
chens zur Spitze des Kegels — dem 
Punkt 6 (Bild 10b) — einander 
nahern. Beim Durchgang durch den 
Punkt } fallen diese Ebenen zusam- 
men, d.h. t, strebt gegen Null. 
Ein derartiges Zusammendriicken des 
Wellenpaketes wird dadurch erklart, 
da fir « > 2/2 das Medium B eine 
anomale Dispersion besitzen muB 
(wie oben schon erwa&hnt wurde), 
wenn die Dispersion. im Medium A Bild 11. 

normal ist. 

Im Gegensatz zu den iiblichen optischen Problemen wird in unserem Falle 
eine Achromatisierung des Systems nicht ausreichen. Um einen Lichtblitz 
von kurzer Dauer zu erhalten, ist es notwendig, da® die Ausbreitungsdauer 
der Wellengruppe innerhalb bestimmter Grenzen nicht von der Frequenz » 
abhangig ist!). 

Die inden Bildern 10a und 10b wiedergegebenen Schemen sind selbstverstind- 
lich nicht die einzig méglichen Typen achromatischer Zihler. Die Wawilow- 
Tscherenkow-Strahlung kann auch anders achromatisiert werden, z. B. mit 
Hilfe aufeinanderfolgender Reflexionen und Brechungen durch Kegel- 
flachen. Eines der méglichen Schemen ist in Bild 11 dargestellt. Die Teilchen- 
bahn a— soll hier mit der Achse der Kegel zusammenfallen, die Richtung 
dieser Bahn ist mit einem Pfeil angegeben. Das ausgestrahlte Licht breitet 
sich nach der Reflexion an der Kegelflache c—b—d in einer Richtung aus, 
die der Bahnrichtung entgegengesetzt ist und mit der Achse den Winkel a—b 
bildet. Durch eine entsprechende Wahl] des Winkels fiir den reflektierenden 
Kegel kann der Winkel 9, einen beliebigen Winkel 0 gleichgemacht werden. 
Der Winkel des brechenden Kegels ¢, fiir welchen der gebrochene Strahl 


1) Bei der genauen Berechnung der Dicke des Kompensators C' muB auch die Ausbreitung 
des Lichtes in der achromatischen Linse beriicksichtigt werden, die das aus dem Zahler 
hinaustretende Licht im Brennpunkt sammelt. 
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parallel der Achse verlauft, wird durch die Gleichung (7,1) bestimmt, wenn 
in dieser 6 durch 6, ersetzt wird. Dann ist 
Nz — Ny, COS 6, 

ea ST SB ee 7,8) | 
we n, sin 6, (7,8) 
Fir einen spitzen Winkel e erhalt man aus (7,1) und ¢ > 0 wiederum die 
Bedingung (7,2), also 

Np 1 

4 cos 0, 


* (7,9) 


Die Bedingung fiir die Unabhangigkeit der GroBe tg ¢ von der Frequenz er- 
halten wir, wenn wir die Ableitung der rechten Seite von (7,8) nach v gleich 
Null setzen, wobei d9,/dvy = d6/dy und somit gleich (5,3) sein muB: 


n 
d = Gn E d 
n n n n 
B pie ts 


dn, ns sin 0, Vp2n?4—1] dv 


(7,10) 


Die Bedingung (7,10) ist, insofern sie den Winkel 6, enthalt, dessen GroBe 
in gewissen Grenzen beliebig gewahlt werden kann, leichter zu erfiillen als 
(7,5). 

Ferner ist zu beriicksichtigen, da die Anwendung eines brechenden Kegels 
in Verbindung mit einer achromatischen Linse durchaus nicht notwendig 
ist. Die Achromatisierung einer Strahlung kann z. B. mit Hilfe einer Linse 
erreicht werden, die eine entsprechend angepaBte chromatische Abberation 
besitzt, so daB das aus dem Zahler austretende Licht in einem Punkte ge- 
sammelt wird. Die oben betrachteten Schemen entsprechen idealen Be- 
dingungen. In Wirklichkeit werden diese Bedingungen niemals genau er- 
fiillt. So kann z. B. die Bahn des Teilchens gegen die Achse des Zahlers ver- 
schoben und gegen diese geneigt sein. Eine mehrfache Streuung sowie die 
Verkleinerung der Geschwindigkeit als Folge der Ionisierungsverluste fiihren 
zu zusatzlichen Abweichungen der wirklichen Bahn von der idealen. Alle 
diese Griinde bedingen eine Zersplitterung der Bahn des Teilchens und in- 
folgedessen eine Zunahme des Weges, den das Licht durchlaufen muB, 
d.h. rufen eine Verlingerung der Signaldauer hervor. Die Zunahme der 
Signaldauer bedingt in diesen Fallen zugleich eine schlechtere Fokussierung 
der aus dem Zahler kommenden Strahlung. Die Verschiebung der Bahn um 
1 mm gegen die Achse ruft eine Verlangerung des Signals um 10~?? bis 10-7! see 
hervor. Somit ist die Abweichung von den idealen Versuchsbedingungen die 
wesentliche und wahrscheinlich auch prinzipielle Ursache fiir die Begrenzung 
der Méglichkeit einer Herabsetzung der Signaldauer. 


Die Ausfiihrungen in den vorigen Abschnitten dieses Artikels gestatten eine 
gewisse Bilanz zu ziehen. 

Schon in den ersten Arbeiten von WAWILOW und TSCHERENKOW wurde 
darauf hingewiesen, daB die von ihnen entdeckte Strahlung eine Abkling- | 
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dauer besitzt, die im Vergleich zu der, der Lumineszenz in jedem Fall gering 
ist. Die fiir den Wawilow-Tscherenkow-Effekt bezeichnende gerichtete 
Emission der Strahlung und der kontinuierliche Charakter ihres Spektrum 
ist mit dem Vorhandensein eines langen Nachleuchtens nicht zu verein- 
baren (Abschnitt 3). DaB die Emission der Strahlung gerichtet ist, ist 
wesentlich fiir die Méglichkeit ihrer Registrierung, da erst dadurch eine 
Fokussierung des Lichtes erfolgen kann, das vom Teilchen lings einer lan- 
geren Strecke, d.h. innerhalbeines relativ langen Zeitabschnittes, ausgestrahlt 
wird. Die Eigenschaften der emittierten Strahlung sind dabei derart, daf 
unter bestimmten Bedingungen die Blitzdauer im Brennpunkt der Linse 
doch recht gering bleiben kann. 

Bei der Untersuchung dieser Frage mu8 eine Reihe von Umstanden beriick- 
sichtigt werden. So erfolgt z. B. eine bedeutende Verlangerung der Signal- 
dauer in Zahlern, in denen verschiedene Strahlen eine verschiedene Anzahl 
von Reflexionen erfahren (zylindrischer Zahler). Diese Eigenschaft kann fiir 
die Messung der Teilchengeschwindigkeit ausgenutzt werden (Abschnitt 6), 
jedoch darf man solche Zahler nicht verwenden, wenn man sehr kurzzeitige 
Blitze erhalten will. Ferner ist zu beriicksichtigen, daB das Vorhandensein 
einer Dispersion des Lichtes im Radiatormedium eine Zerlegung der emit- 
tierten Strahlung in ein Spektrum verursacht und zu einer Verlangerung des 
Signals fiihrt (Abschnitt 5). Die Ursache der Verlingerung des Blitzes kann 
jedoch beseitigt werden, wenn man einen achromatischen Zahler wahlt 
(Abschnitt 7). AuBerdem wird die Blitzdauer durch das Auseinanderlaufen 
des Wellenpaketes beim Durchgang durch das dispergierende Mittel ver- 
groBert. Doch kann auch diese Ursache mit Hilfe eines Kompensators mit 
anomaler Dispersion beseitigt werden (Abschnitt 7). 

Die Wawilow-Tscherenkow-Strahlung kann somit als Emissionsquelle 
dienen, deren Dauer theoretisch minimal ist (t) = 1/47). Die tatsachliche 
Blitzdauer, die bei Versuchen beobachtet wurde, mu8 langer sein und wird 
durch praktische Ursachen bestimmt (Unvollkommenheit der Optik, Ab- 
weichung der Teilchenbahn von der idealen usw.) Trotzdem kann man bei 
der Registrierung von Teilchen grofer Energie, die im Radiator fast keine 
Geschwindigkeitsverluste erleiden und eine geringe Streuung zeigen, Blitze 
von sehr kurzer Dauer erhalten. 


Ubersetzt von E. GILpE 


Literatur 


(1) Wawitow, S.I1., Doklady Akad. Nauk SSSR, 2, 457 (1934). 

(2) TSCHERENKOW, P. A., Doklady Akad. Nauk SSSR, 2, 451, (1934). 

(3) Wawitow, S. I., Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. Fiz., 9, 277 (1945); Gesamt- 
ausgabe der Werke, Bd. II, 8. 185. 

(4) CurIE, Mari, Radioaktivitat, Gostechizdat, 1947. 

(5) Cur1E, M., Pierre Curie, 1924. 

(6) CuRIE, Eva, Das Leben Maria Curies, 1944. 

(7) Mactet, M. L., C. R. 188, 274 (1926); 187, 222 (1928); 188, 445 (1929). 


13 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 


158 I. M. FRANK 


(8) KaLMANN, H. and Furst, M., Phys. Rev. 79, 857 (1950); Belcher, E. H., Nature 
167, 314 (1951). 
(9) BELCHER, E. H., Proc. Roy. Soc. 216, 90 (1953). 
(10) Sammelband, Probleme der modernen Physik: ,,Tscherenkow-Effekt und Polari- | 
sationsverluste‘‘, Nr. 7 (1953). i 
(11) SaworskyJ, E. K., SMock1n, G. E., Pracnow, A. G., BuTSLow, M. M., Doklady | 
Akad. Nauk SSSR 100, 241 (1955). lf 
(12) Garantn, M. D., Die Verweilzeit der Molekiile in angeregten Zustanden und die | 
Fluoreszenzeigenschaften von Lésungen (Dissertation), Bd. V, 1940. 
(13) Tamm, I. D., Journ. of Physics, 1, 439 (1939). 
(14) SomMERFELD, A., Optik, Wiesbaden 1949, S. 341. 
(15) Motz, H. and Scuirr, L. I., Phys. Rev. 92, 540 (1953). Amer. Journ. of Phys. 21, 
258 (1953). 
(16) Ginspurc, W. L. und Frank, I. M., Doklady Akad. Nauk SSSR 56, 669 (1947). 
(17) Frank, I. M., Uspechi Fiz. Nauk 80, Nr. 3—4, 149 (1946). 
(18) Frank, I. M. und Tamm, I. E., Doklady Akad. Nauk SSSR 14, 109 (1937). 
(19) Gettin, I. A., Phys. Rev. 71, 123 (1947). 


,,Fortschritte der Physik‘ Bd. 5, S. 159—174, 1957 


Einige neuere Ergebnisse des statistischhen Atomkernmodells 
Von P. GomBAs 


1. Einleitung 


Wahrend die statistische Theorie der Atomhiille schon eine Abgeschlossenheit 
aufweist, ist dies bei der statistischen Behandlungsweise des Atomkerns noch 
bei weitem nicht der Fall. Die Ursache dessen ist, daB in der Atomhiille die 
zwischen den Elektronen sowie die zwischen den Elektronen und dem Kern 
wirkenden Coulombschen Krafte bekannt sind, wahrend dies bei den zwischen 
den Nukleonen wirkenden Kraften nicht der Fall ist. Dies bringt es mit sich, 
da8 man fiir die Kernkréfte immer nur Ansatze heranziehen kann, die nur 
einen herausgegriffenen Problemkreis zu erkliren imstande sind und man 
noch weit davon entfernt ist, von einer Einheitlichkeit oder Abgeschlossen- 
heit der statistischen Theorie der Kerne sprechen zu kénnen. Die statistische 
Behandlungsweise der Atomkerne fihrte jedoch immerhin schon zu Teil- 
resultaten, von denen wir im folgenden tiber einige — bei denen unserer An- 
sicht nach die Grundgedanken der statistischen Behandlungsweise sehr klar 
hervortreten — zusammenfassend berichten wollen. 


2. Die Grundlagen der statistischen Behandlungsweise des Atomkerns 


In statistischen Modell des Atomkerns werden sowohl die Neutronen als auch 
die Protonen je als ein Gas am absoluten Nullpunkt der Temperatur be- 
trachtet, von denen jedes fiir sich der Fermi-Diracschen Statistik Folge leistet. 
Die statistische Behandlungsweise der Nukleonen erfolgt auf weitgehend ana- 
logen Grundlagen wie die, auf denen die statistische Behandlung des Elek- 
tronengases der Elektronenhiille des Atoms aufgebaut ist (J, 2). 

Die Fermische kinetische Energiedichte eines freien Neutronengases Up und 


eines freien Protonengases U‘ lautet folgendermafen: 


Ub =xx on, Ub=xx 0," (1) 
mit 
3 ./3\ls h2 
Le a eae 2 
*K () M’ es 


wo 0, die Neutronen-, 9, die Protonendichte, h die Plancksche Konstante und 
M die Nukleonenmasse (d. h. den algebraischen Mittelwert der Neutronen- 
und Protonenmasse) bezeichnet. 
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Das wesentliche Problem bildet auch hier wie in der Kerntheorie itberhaupt 
die gegenseitige Wechselwirkung der Nukleonen. Ohne auf dieses im Vorder- 
grund des Interesses stehende und bei weitem noch nicht geléste Problem 
hier tiefer eingehen zu kénnen, sei hier nur kurz erwihnt, daB man vier Typen 
von Kernkraften und zwar die Wignerschen, Majoranaschen, Heisenberg- 
schen und Bartlettschen Kraftetypen zu unterscheiden pflegt. Man nimmt 
heute meistens an, daf die tatsichlichen Kernkrafte aus einer Linear- 
kombination dieser vier Kraftetypen zusammengesetzt sind. Solch eine 
Linearkombination der erwahnten vier Krifte wurde in der statistischen 
Theorie der Kerne von INTHOFF (3) zugrunde gelegt. Die Linearkombination 
der vier Krafte filhrt zu sehr ausgedehnten Rechnungen, deshalb wollen wir 
hier einen einfacheren Weg einschlagen und fir die Nukleonenwechselwirkung 
statt der erwahnten Linearkombination einfache Majoranasche Krafte heran- 
ziehen, fiir welche die wesentlichen Grundziige der statistischen Theorie der 
Kerne sehr klar hervortreten (4, 5, 6, 7, Say). 
Die Majoranasche Krafte sind Austauschkrafte, was sich in der statistischen 
Theorie der Kerne als wesentlich erweist, da diese Krafte einen Absattigungs- 
charakter besitzen und man demzufolge mit diesen Kraften zu einer mit der 
Erfahrung ibereinstimmenden Abhangigkeit der Kernenergie von der 
Massenzahl gelangt. Falls man nur gewohnliche Krafte — das sind die Kern- 
krafte vom Wignerschen Typ — heranziehen wirde, so wurde man zu einem 
_ ginzlich fehlgehenden Gang der Kernenergien mit der Massenzahl gelangen. 
Bei den im folgenden zugrunde gelegten Majoranaschen Kraften bleibt bei 
einem Platzwechsel eines Neutrons und Protons der Spin an der Ladung 
haften. Die Wechselwirkungsenergie des i-ten Neutrons mit dem k-ten 
Proton kann man fir den Majoranaschen Kraftetyp durch folgenden Opera- 
tor darstellen 


Kyu =I ap (np) IT (tq, Tp), (3) 


wo IT (tq, tp) den Permutationsoperator bezeichnet, der nur die Ortskoor- 
dinaten des Neutrons und Protons — die wir mit ft, bzw. tp bezeichnen — 
vertauscht, die Spinkoordinaten aber unverandert laiBt. Jnp(np) ist eine nur 
von der gegenseitigen Entfernung 1%» = |t, — tp| des Neutrons und Protons 
abhangige gewéhnliche Funktion. In der Wechselwirkungsenergie zwischen 
dem i-ten und k-ten Neutron N;, und dem i-ten und k-ten Proton P,, (in der 
die elektrostatische Coulombsche Wechselwirkung der Protonen nicht in- 
begriffen ist) mu8 man zur Ausschaltung der gewohnlichen Wechsel- 
wirkungsenergie eine Spinabhangigkeit voraussetzen (10, 4). Ein zweck- 
maBiger Ansatz ist 


1 

Fan (raw) (SS), Par=— 3 Io0 (rr) (88), 
WO Tan’ Und Tpp die gegenseitige Entfernung der beiden Neutronen bzw. 
Protonen bezeichnen und S bzw. S’ die Paulischen Spinoperatoren, bezogen 
auf die beiden Teilchen, bedeuten. J,,, und Jp, sind nur von fp» bzw. Tpp’ 
abhangige gewohnliche Funktionen. Der Faktor — Y¥; wurde aus formalen 
Griinden eingefiihrt, und zwar um zu erreichen, daf die Wechselwirkungs- 
energie zwischen zwei Neutronen mit entgegengesetzter Spinrichtung sowie 


Nu = - 
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zwischen zwei Protonen mit entgegengesetzter Spinrichtung gleich J, bzw. 
J pp wird. 

Man kann annehmen, da8 der nur von der gegenseitigen Entfernung der 
Nukleonen abhingige Anteil der Wechselwirkung zwischen Neutronen- 
Protonen, Neutronen-Neutronen und Protonen-Protonen gleich ist, d. h. daB 
Inp =Inn=Ipp =I ist. GemaB dem experimentellen Befund, daf die 
Kernkrafte eine sehr kurze Reichweite von der GréBenordnung 10-%cm 
besitzen, setzt man fiir J eine mit wachsender gegenseitiger Entfernung der 
Nukleonen sehr rasch abklingende Funktion an. Ausfiihrliche Berechnungen 
wurden mit den folgenden Ansitzen durchgefihrt: 


1. Skalare, zentrale Yukawa-Wechselwirkung 


To 


—|r—r’'|/r, 5 
[r—r'| ° ? (5) 


J=-—y 


wo |t—t'| die gegenseitige Entfernung der betreffenden beiden N ukleonen und 
y eine Konstante von der Dimension einer Energie bezeichnet; r, ist ebenfalls 
eine Konstante, die nach der Yukawaschen Theorie mit der durch 272 divi- 
dierten Compton-Wellenlange der z -Mesonen gleich ist. Wenn wir fiir die 
Masse der z-Mesonen, M,, den Wert von 285 Elektronenmassen setzen, so ist 


h 
22 Mc 


wo c die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. 


= = 1,355 - 10-13 cm, (6) 


2. Skalare, zentrale Wechselwirkung von der Form 

J = —y es lt" lire, (7) 
3. Skalare, zentrale Wechselwirkung von der Form 

J a ye Ne Hit”, (8) 


In den Ausdriicken (7) und (8) ist y wieder eine Konstante von der Dimension 
einer Energie und r, eine Konstante von der Dimension einer Linge und der 
GroBenordnung 10-¥cm. 

Der Ausdruck der Wechselwirkungsenergie zwischen den Nukleonen, die im 
Fall Majoranascher Kriafte eine reine Austauschenergie ist, nimmt nun eine 
ahnliche Gestalt an wie die Austauschenergie fiir den Fall einer Coulomb- 
schen Wechselwirkung mit dem Unterschied, da man in den entsprechenden 
Integralen die Coulombsche Wechselwirkungsenergie e?/ |r—r'| durch die 
Wechselwirkungsenergie J zu ersetzen hat (e bezeichnet die positive 
Elementarladung). Die Berechnung der Austauschenergie ftihrt in diesen 
Fallen allerdings zu bedeutend weitliufigeren Rechnungen als im Fall einer 
Coulombschen Wechselwirkung. 

Wenn wir fiir den Fall eines freien Nukleonengases die Dichte der aus der 
Wechselwirkung zwischen Neutronen-Protonen, Neutronen-Neutronen und 


Protonen-Protonen resultierenden Austauschenergie bzw. mit Aj’, Ay” und 
A? bezeichnen, so ergibt sich (11, 12, 13, 10, 4): 


Ay = —4f(@n, Wp); Aj" = — f(@p, @n), ADs Ss f(@p; Wp) (9) 
14* 
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wo die Funktionen w, und w, folgendermafen definiert sind 
Cn = (3202) 15 on", Wy = (322) 15 @p" (10) 


und die Funktion f fiir die weiter oben angegebenen drei Ausdriicke fiir J die 
folgende Bedeutung hat: 


1. Fir die Yukawasche Wechselwirkung (5) 

f(@n; Wp) = Tee | 3(o8 Wp + Wn Wp) — Wy Wp + 

+ £ [1 + 6(o% + 03) — 3% — o9f)4] {INL + + 09)*] — 

— In{1l + (@_ — @p)?|} —4(@n + wp) arctg(@n + wp) + 

+ 4(wi, — wp) arctg(@,_ — Wp) \ (11) 


2. Fiir die Wechselwirkung (7) 


f(@n; Wp) = Sit {4@n Og ke 3(@n + Wp) | (In [1 + (@, + Wp) *] — 
— In[1l + (@p — @p)?]) + 4(@2 + wp) arctg (Ww, + wp) — 
— 4(w; — wp) arctg(@, — @,)}. (12) 


3. Fir die Wechselwirkung (8) 


‘ts 8 Dn + w 
f(a; Wp) — ure E (w; + Wp) o (Fe) = 
= (“eee mls W»_ — Oo; 
+ (oi + @) — Wy Wy — 2) € so 5 (eat — ap) @ (25 8) — 
bi Fiyinsee Tepito : ). (13) 


wo @(x) die GauBsche Transzendente 


x 


2 2 
@ (2) aGe fe "du (14) 
0 

bezeichnet. 
AuBer der eben besprochenen Wechselwirkung zwischen den Nukleonen, be- 
steht zwischen den Protonen zufolge ihrer positiven elektrischen Ladung noch 
eine elektrostatische Coulombsche Wechselwirkung, aus der die gewéhnliche 
elektrostatische Coulombsche Wechselwirkungsenergie und auBer dieser 
noch eine Austauschenergie resultiert, die fiir freie Protonen auf genau die- 
selbe Weise berechnet werden kann wie fiir freie Elektronen. 
All dies gilt fiir ein freies Nukleonengas. Fiir den Fall, da&B die Nukleonen 
nicht ginzlich frei sind, hat man an der kinetischen Energie noch die Weiz- 


ws ae S eas 


= 


Sl med 5 ae Oe 
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sickersche Inhomogenititskorrektion anzubringen. Diese auBert sich in einer 


_ gusiitzlichen Energie, die man pro Volumeneinheit durch den Ausdruck 


a 2 2 
Ui siege Bel ty SEES Gol (15) 
On Op ’ 
mit 
h? | 
“= 33M ue 


darstellen kann (/, 2). 


3. Absattigungscharakter der Austauschkriafte 


Aus dem empirischen Befund ergibt sich bekanntlich, daB die Energie der 
Kerne angenahert zur Nukleonenzahl proportional ist. Dies weist darauf hin, 
daB die zwischen den Nukleonen wirkenden Anziehungskrafte, gerade so wie 
die chemischen Valenzkrafte, eine Absittigung zeigen miissen, d.h. dab 
durch diese Krafte von einem Nukleon nur eine beschrankte Anzahl von Nu- 
kleonen gebunden werden kann. Wir wollen nun hier zeigen, daB die im voran- 
gehenden beschriebenen Austauschkrafte im Gegensatz zu den gewohnlichen 
Kraften diesen Absittigungscharakter voll oder zum Teil besitzen, und zwar 
wollen wir dies auf einem indirekten Weg tun, indem wir untersuchen, wie die 
Austauschenergie von der Teilchenzahl abhangt (4). 

Wir zichen hierzu den Fall in Betracht, bei dem sich Q/2 Neutronen und Q/2 
Protonen mit konstanter Dichteverteilung in dem als kraftefrei voraus- 
gesetzten Volumen 2 befinden. Es wird dann 

1 Ys 

On = Op = 5 @ a und @, = @®,=0 = (32?) To ($5) ? (17) 
wo o die gesamte Nukleonendichte bezeichnet. 
Mit Riicksicht hierauf ergibt sich fiir die Austauschenergie nach (9) 


W,=ApQ+ Ap" Q+ AD’ Q= — Bf(w, w)Q = 
1 
== | 977? HQ allo, @). (18) 


Hieraus lat sich W, fiir die Wechselwirkungen (5), (7) und (8) berechnen, in- 
dem man fir f bzw. die Funktionen (11), (12) und (13) fir den Fall a, = w» 
= o einsetzt. 


Das Verhalten von W, fiir groBe w 1aBt sich unmittelbar feststellen, es ergibt 
sich fiir die Yukawa-Wechselwirkung (5) 

W,2-—yQw0, wD>1 (19) 
und fiir die Wechselwirkungen (7) und (8) 


W,2->7@ o>. (20) 
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-3 
Bild 1. Die auf ein Teilchen entfallende Austauschenergie 
Wa/Q eines Nukleonengases mit konstanter Dichte als 
Funktion von o. 

Kurve 1: Wa/Q mit der Wechselwirkung (5) berechnet, 

Kurve 2: Wa/Q mit der Wechselwirkung (7) berechnet, 

Kurve 3: Wa/Q mit der Wechselwirkung (8) berechnet. 
Wa/Q in Einheiten der GréBe y. 


Der Verlauf von W,/Q als 
Funktion von « ist fiir die drei _ 
Wechselwirkungen in Bildi | 
dargestellt. 

Wiahrend sich die gewohnliche 
Wechselwirkungsenergie der 
Nukleonen zu 9?, d.h. zu Q? als 
proportional ergibt, ist Wy fiir 
groBe m im Fall der Yukawa- 
Wechselwirkung nach (19) zu 
Qw ~ Q's und fiir die anderen 
beiden Wechselwirkungen nach 
(20) zu Q proportional. Hierin 
kommt der Absattigungscha- 
rakter der Austauschkrafte zum 
Ausdruck. Allerdings besteht 
eine vollkommene Absattigung 
nur fiir die Wechselwirkungen 
(7) und (8), im Fall der Yukawa- 


schen Wechselwirkung (5) ist 
die Absattigung nur eine teilweise. Besonders anschaulich kommt dies in 
Bild 1 zum Ausdruck. 
Der groBe Unterschied zwischen der Yukawaschen Wechselwirkung (5) einer- 
seits und den Wechselwirkungen (7) und (8) andererseits ist darauf zuriick- 
zufiihren, daB die Yukawasche Wechselwirkung im Gegensatz zu den anderen 
beiden Wechselwirkungen fiir verschwindende Entfernung der Nukleonen 
singular wird. 


4. Das statistische Modell des Atomkerns 


Auf den im Paragraph 1 behandelten in erster Linie von HEISENBERG, MA- 
JORANA und WEIZSACKER ausgearbeiteten Grundlagen (11, 14, 15, 16) kann 
man nach GoMBAS (4, 5, 6, 7, 8, 9) ganz ahnlich wie im Falle des Atoms das 
statistische Modell des Atomkerns entwickeln. Das Grundproblem besteht in 
der Bestimmung der Energie des Kerns und der Dichteverteilung der Nu- 
kleonen im Kern. Zur Lésung dieses Problems ziehen wir einen schweren Kern 
mit N Neutronen und Z Protonen, also von der Massenzahl 4 = N + Z, in 
Betracht und unterteilen das Kernvolumen in Volumenelemente dv, in denen 
ein praktisch konstantes Potential herrscht und in denen sich noch viele Nu- 
kleonen befinden, die man als ein freies Nukleonengas am absoluten Nullpunkt 
der Temperatur betrachten kann. Von der Schwierigkeit, daB diese Be- 
dingung am Rand des Kerns wegen der geringen Nukleonenzahl nicht erfiill- 
bar ist, koénnen wir absehen, da diese Gebiete fiir die in erster Linie 
interessierende Energieberechnung von relativ geringer Wichtigkeit sind. 

Die Anteile, aus denen sich die Energie des Kerns zusammensetzt, sind die 
folgenden: die Fermische kinetische Energie der Nukleonen Ex, die Weiz- 
sickersche Inhomogenititskorrektion der kinetischen Energie H,, die aus der 


Neutron-Proton Wechselwirkung resultierende Austauschenergie E’,’, die aus 
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der Neutron-Neutron Wechselwirkung resultierende Austauschenergie ees 
die aus der Proton-Proton Wechselwirkung resultierende Austauschenergie 
E*?, die gewodhnliche elektrostatische Coulombsche Wechselwirkung der 
Protonen E, und schlieBlich die aus derselben Wechselwirkung der Protonen 
resultierende Austauschenergie Ez. Diese Energieanteile haben im einzelnen 
folgende Gestalt: 


Japs 5/5 5 Pa kxx 5 5 ‘ 
By =kex | (c4! + opis) do = at | (wh + a9) do, (21) 
1 fee)" 1 /do,\? 3x, dO,\" dw,\* 
E = Se —- act => —— z P 
ran {LAG +etae)ile ri lea + 05(77) [ae 
(22) 
EY? = — 4] f(a, wp) dv, (23) 
EB’ = — 8] fom, on) dv, (24) 
BY? = — 8{ f(mp, %p) dv, (25) 
1 Op(t) p(t’) } e? * 3, (t) wp (t’) F 
oe Pp p — Pp P 
i go) [ee dv dv isa a Se dv dv’, 
(26) 
ce ee ene ee 
eee 2 a ee eee 4 9 
En ; (=) e I oi: do es 2 ws dv. (27) 


4 n 
Die Korrektionsfaktoren k = 1 ay Ross Ex unds=1 — vi in B';”", sowie BY” 


sind so festgesetzt, daB Hy fir A=4(N =2, Z = 2) und E’.”", sowie EY,” fiir 
A =2(N =1,Z=1) verschwindet, wie dies auch sein soll!). Fir A <4 
ist k = 0 zu setzen. Durch diese Korrektionsfaktoren sollte in ganz grober 
Weise einerseits die ,,kinetische Selbstenergie‘*) der freien Nukleonen, die 
auch in HE, enthalten ist, und die aus dem Selbstaustausch resultierende 
Energie, welch letzteren keinerlei physikalische Realitit zukommt, in Abzug 
gebracht werden, was wegen der Grobheit der Korrektion allerdings nur 
einigermaBen zutrifft. Durch diese grobe Korrektion, die nur fir kleine 
A-Werte von Bedeutung ist, wird aber immerhin erreicht, da8 fiir den fiir 
eine statistische Behandlungsweise sehr extremen Fall A =4 die kinetische 
Energie in den exakten wellenmechanischen Ausdruck und die Austausch- 
energie fiir A = 2 in den richtigen statischen Ausdruck tibergeht. 


1) Genaugenommen hatte man fir die Neutronen- und Protonenanteile separate 
Korrektionsfaktoren einzufiihren, was jedoch iiberfliissig ist, da die Korrektionen nur fiir 
die leichten Kerne wichtig sind und fiir die stabilen leichten Kerne N=Z = A/2 ist. 
2) Beziiglich der Definition der ,,kinetischen Selbstenergie“ vgl. man z. B. (17) oder (2). 
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Die Gesamtenergie des Kerns. # ergibt sich als Summe der Energieanteile (21) 
bis (27). Man hat also ) 


E=B,y4+Hy+ Eo? 4 B14 Bee + Bot Ep. (28) 


E ist eine Funktion der Dichtefunktionen og, und g,, die man aus der Mini- 
mumsforderung von # mit den Nebenbedingungen 


a 


1 1 
[eaav= sag [olden und [erde = sre [obde =z (29) 
0 ; 


zu bestimmen hat. Das Problem ]aBt sich also in der Form eines Variations- 
prinzips folgendermaBen formulieren 


6(E +b,N + 0,Z) =0, (30) 


wo 6, und 6, Lagrangesche Multiplikatoren bezeichnen und die Variation 
entweder hinsichtlich 9, und g,, oder hinsichtlich w, und Wy, zu erfolgen hat. 
Mankénnte nun ganz ahnlich wie im Falle der Atomhiille aus diesem Variations- 
prinzip das mit diesem aquivalente Differentialgleichungssystem — das hier 
der erweiterten Thomas-Fermischen Gleichung entsprechen wiirde — her- 
leiten. In Anbetracht des fiir die Kernkrafte zugrunde gelegten groben An- 
satzes kann man sich jedoch hier statt der Liésung dieses Differential- 
gleichungssystems mit einer naherungsweisen direkten Losung des Varia- 
tionsproblems mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens begniigen. 

Bei der Lésung des Problems ist zu beachten, daB @, und g, auBer den Be- 
dingungen (29) den folgenden Grenzbedingungen zu geniigen haben. Erstens 
miissen 0, und 9, in groBer Entfernung vom Kern rasch auf Null abfallen und 
zweitens mu der Anstieg der Anfangstangente der Dichtefunktionen im 
Kernmittelpunkt aus Symmetriegriinden gleich Null sein. 


5. Beredhinung der Kernenergie und der Nukleonenverteilung 
mit dem Ritzschen Verfahren 
Zur Losung des Variationsproblems mit dem Ritzschen Verfahren ist es 


zweckmaBig fiir 0, und o, den folgenden allgemeinen Ansatz zu machen 
(4, 5, 6, 7, 8, 9): 


J k 3 F k 3 
On = On, AL aa | Oy 5S Ge, Jail +» cps 8*) sa 
‘= i=1 


wo statt der Entfernung vom Kernmittelpunkt r die dimensionslose Variable 
§ =r/ry eingefiihrt wurde; a,, Gp, sowie die Koeffizienten c,; und Cpi Sind 
Variationsparameter, die aus der Minimumsforderung der Energie bestimmt 
werden. @,, und gp, haben die Bedeutung von Normierungskonstanten. die 
durch die Nebenbedingungen (29) festgelegt sind. Wie zu sehen ist, geniigen 
die Ansitze (31) auch den beiden am Ende des vorangehenden Paragraphen 
erwihnten Grenzbedingungen. Die zweite Grenzbedingung, wonach der An- 
stieg der Anfangstangente von g, und 9, Null zu sein hat, wird dadurch er- 
fiillt, da in 0, und g, nur gerade Potenzen von é zugelassen werden. Daf 
im Ausdruck von g, und g, die Polynome in der dritten Potenz angesetzt 
wurden, ist zur méglichst einfachen Auswertung der Integrale in (21) und (27) 


notwendig. bei denen im Integranden oe - 0, bzw. BE steht. 
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n der ersten Niherung wurden alle c,; und cp; gleich Null und a, = ay = a 
setzt, was bedeutet, da8 wir die Neutronen- und die Protonenverteilung 
ueinander als proportional ansetzen und nur insofern als verschieden be- 
achten, als die Neutronen- und Protonenzahl verschieden ist. Man hat also 
in erster Naherung 


On =0n,e-"", Op = Op, e7 7 (32) 
mit 
Na® Za? 
On, = Rhys” Op, em (33) 


Nach Einsetzen dieser Ausdriicke in die Energieformeln (21) bis (27) laBt sich 
die Kernenergie H als Funktion des Variationsparameters a berechnen und 
man hat dann denjenigen Wert von a zu bestimmen, fiir den H(a) ein Mini- 
mum aufweist. Dieser a-Wert entspricht dem stabilen Gleichgewichts- 


-zustand und das mit diesem a berechnete Minimum von £, das wir mit Ey 
bezeichnen, ist die Energie des Kerns im Gleichgewichtszustand. Zur Durch- 


fiihrung der Berechnungen hat man noch den frei verfiigbaren Parameter y 


festzulegen. Dieser wird so gewahlt, daB die berechneten Energien der stabil- 


sten Isobare von den ganz leichten Kernen bis zu den schwersten die mdéglichst 


+kleinste Abweichung von den empirischen Werten zeigen. Man kénnte auch 


noch — insbesondere in den Ansatzen (7) und (8) — tiber die Konstante ry 


-verfiigen; hiervon wurde jedoch bei den weiter unten durchgefihrten Be- 


rechnungen zunidchst abgesehen und es wurde vorerst durchweg mit dem 


_ro-Wert (6) gerechnet; auf eine Variation von 7) kommen wir am Ende dieses 
'Paragraphen zu sprechen. 


Das Energieminimum &, ist noch eine Funktion von A und Z. Die fiir einen 
vorgegebenen Wert von 4 = N + Z berechnete Energie # ist also noch eine 
Funktion von Z. Durch die Berechnung dieser Funktion gelangt man zu den 
Energien der Isobare. Die Energie einer Isobarenreihe weist bei einem be- 


| stimmten Z-Wert ein Minimum auf, dem das stabilste Isobar der Reihe ent- 


spricht. Die stabilsten Isobare fiir die verschiedenen Massenzahlen A kann 


AEy\ 
(53),= 8) 


bestimmen, wo der Index A neben der Klammer andeuten soll, daB bei der 


_ man also aus der Gleichung 


| Differentiation A konstant zu halten ist. Hieraus ergibt sich ein Zusammen- 


hang zwischen A und Z, woraus man fiir jeden Wert von A die dem stabilsten 
Isobar entsprechende Ordnungszahl berechnen kann. Die auf diese Weise 
berechneten Ordnungszahlen, die wir mit Zee bezeichnen, sind naturgemaB 
keine ganzen Zahlen. Die Energie der stabilsten Isobare, fiir die wir die Be- 


' zeichnung £,, einfiihren, wird in der Weise berechnet, da man bei einem 
 vorgegebenen Wert von A die Energie H,(A, Z) jeweils fiir denjenigen ganz- 
_ zahligen Wert von Z bestimmt, der Zer¢ am nachsten steht. 


Durch diese Abrundung der aus (34) berechneten Zert-Werte machen sich im Energie- 
verlauf bei den ganz leichten Kernen — wo die Energiedifferenz zwischen den einzelnen 
Gliedern einer Isobarenreihe relativ groB ist — Schwankungen bemerkbar, und zwar 
liegen die auf ein Teilchen entfallenden, d. h. die mittleren Energien E/A der stabilsten 
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Isobare mit nacheinander folgenden A-Werten auf keiner glatten Kurve, sondern s: Hi 
liegen — im Falle einer Yukawaschen Wechselwirkung, fir die ausfithrliche Berech.( 
nungen durchgefihrt wurden — fiir gerade Massenzahlen etwas tiefer und fiir ungerad)s) 
Massenzahlen etwas hoher als es dem glatten Verlauf entsprechen wiirde. 


sprechenden stabilsten Isobare auch die empirischen Werte (18) fiir Z una 


A nr 
0 50 100 150 200 250 


a REP ERERREESEPEeE SS 
| [Sree t oe loeg wor oT T | | | | TTT 
PP CEE SEE ae ee ee 


Bild 2. Die auf ein Teilchen entfallende Kernenergie E,,/A (in MeV-Hinheiten) in erster und zweiter Naherunw 

als Funktion von A fiir die Kerne, die fiir ein vorgegebenes A die tiefste Energie besitzen. 

O mit der Wechselwirkung (5) berechnet, 

O mit der Wechselwirkung (7) berechnet, 

Vv mit der Wechselwirkung (8) berechnet, 

@® empirische Werte. 
Die mit der Wechselwirkung (8) berechneten Energien fiir 4 = 80 und 200 fallen praktisch mit ders) 
Stellen O zusammen und wurden der besseren Ubersicht halber nicht eingezeichnet. 


und experimentell bestimmten mittleren Bindungsenergien fiir die stabilsten 
Isobare als Funktion von A auch graphisch dargestellt. Wie zu sehen ist,; 
erweist sich die Ubereinstimmung der theoretischen und empirischen Re-: 
sultate sowohl fiir die Bindungsenergien als fiir die Ordnungszahlen als sehr’ 
befriedigend. 

Durch Einsetzen der in der Tabelle 2 angegebenen a-Werte in die Ausdriicke« 
(32) fiir 0, und 0, erhalt man die Dichteverteilung der Neutronen und Pro-. 
tonen und als Summe dieser die Verteilung der gesamten Nukleonendichte: 


Aa 
Tt a 
WO Q die gesamte Nukleonendichte im Kernmittelpunkt bezeichnet. Aus den! 
in der Tabelle 2 fiir verschiedene A zusammengestellten Werten fiir Qo ist zu 
sehen, daB sich 9) von A & 60 bis zu den schwersten Kernen nur wenig andert. — 
Als Funktion von é oder r = 7) € zeigt o den Verlauf einer Glockenkurve; man } 
vergleiche hierzu Bild 3, wo der Verlauf von o fiir die Kerne A — 16,Z = 8; 


C=On + Op=—Qoe ** mit 9 —On, +07, = 
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Tabelle 1 


Vergleich der mit der Yukawaschen Wechselwirkung (5) berechneten Kernladungs- 
ahlen und mittleren Kernenergien mit den empirischen Werten. Sofern das stabilste 
sobar, d.h. das Isobar mit tiefster Energie, auf empirischem Wege mangels experi- 
menteller Daten nicht festzustellen ist, sind die Kernladungszahlen aller stabilen Isobare 
ngefiihrt; die Kernladungszahlen der instabilen Kerne sind eingeklammert. Die 
Energien sind in MeV-Einheiten angegeben. 


Empirisch 


Theoretisch 
Left 


os ee ne 


0,4959, 
0,4723, 
0,4501 
0,4323 
0,4150 
0,3995 


69,52 8,209 64; 66 8,202 
77,19 7,907 12; 74 = 
84,63 7,610 80 io 
91,83 7,308 (86) 7,669 
98,78 7,014 (96) 7,496 


1 
| A = 80, Z = 37 und A = 200, Z = 85, fiir die die theoretisch bestimmten 
Kernenergien der Isobare Minima aufweisen, graphisch dargestellt ist. 


4 3 a: 7 0 1 2 3 4 


Bild 3. Verlauf der Nukleonendichte @ = en + Op in zweiter Na&herung fiir die Isobare tiefster Energie mit 
j der Massenzahl 4 = 16, 80 und 200 im Falle der Wechselwirkung (5); 7 in 7,-Einheiten. 


~ Bei einem Dichteverlauf wie diesem, bei dem die Dichte mit wachsender Ent- 
_ fernung vom Kern stetig auf Null abfallt, ist eine anschauliche Definition eines 
| Kernradius immer mit einer gewissen Willkir verbunden. Von den mehreren 
| méglichen Definitionen wahlten wir hier die folgende: der Kernradius R sei 
| der Radius derjenigen Kugel, auBerhalb der sich eine fiir alle Kerne konstante 
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Nukleonenmenge » von der GréBenordnung 1 befindet (4, 5, 6, 7). Wir setzen 
also 00 
fo4urdr=n (36; 

R 


und wihlen fiir x den Wert 14. Wegen des steilen Abfalls von 9 bei groBeren 
r-Werten ist R gegeniiber einer Anderung von n sehr wenig empfindlich. 


R = 1,42 A’ 10-em = 1,05 A‘sr, (37) 


dargestellt werden kénnen (18) und fiir mehrere Kerne in der fiinften Spalte 
der Tabelle 2 angefiihrt sind. 


Tabelle 2 


Kernradien und Nukleonendichten im Kernmittelpunkt. Die in der zweiten, dritten und 
vierten Spalte angegebenen theoretischen Daten wurden fiir den Fall der Yukawa-- 
schen Wechselwirkung (5) berechnet. Die theoretischen Z-Werte sind die zu Zett am 1 
nichsten stehenden ganzen Zahlen. gy in 1/r’- und R in ro-Einheiten. 


Theoretisch Empirisch 


Da die empirischen Kernradien aus Streuversuchen mit a-Teilchen, Protonen | 
und Neutronen, sowie aus dem a-Zerfall bestimmt wurden und die weiter oben 
gegebene theoretische Definition des Kernradius aus diesen Bestimmungs- | 
methoden keineswegs zwangsliiufig folgt, mu8 man bei einem Vergleich der 
berechneten und empirischen Kernradien mit Vorsicht vorgehen. Die gute 
numerische Ubereinstimmung der berechneten Werte mit den empirischen 
ist natiirlich Zufall und der Wahl n — 1/) zuzuschreiben; wesentlich ist jedoch, 
dafs die berechneten Werte praktisch denselben Gang mit A zeigen wie die 
empirischen, was keinesfalls auf Zufall beruht. Um zu theoretischen Kern- 
radien zu gelangen, die mit den empirischen unmittelbar vergleichbar sind, 
mlBte man die theoretischen Kernradien im Anschlu8 an die experimentellen 
Bestimmungsmethoden, z. B. durch das Streuvermégen des statistischen 
Kernmodells gegentiber a-Teilchen, Protonen oder Neutronen, definieren. 
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In der nachsten, d. h. zweiten Naherung wird man von den allgemeinen An- 
sitzen (31) ausgehend, die Ausdriicke fiir 9, und 0, folgendermafen cr- 
weitern (6, 7): 


Be = Dest il fe"), Oy — Og 67 ral e*)*; (38) 


wo c neben a einen weiteren Variationsparameter bezeichnet. Diese Ansatze 
ergeben sich aus (31), wenn man in diesen alle Koeffizienten c,; und c,; fir 
i > 2 gleich Null und c,, = cy; = c setzt. Wie aus (38) zu sehen ist, wird auch 
in der zweiten Naherung noch angenommen, da8 die Neutronen- und Pro- 
tonenverteilung abgesehen von den im allgemeinen verschiedenen Nor- 
mierungskonstanten 0, und gp, identisch ist. Diese zweite Naherung fiihrt bei 
Zugrundelegung der Yukawaschen Wechselwirkung sowohl in der Energie als 
auch in der Dichteverteilung der Nukleonen zu einer mit wachsender Massen- 
zahl wachsenden, jedoch auch noch fiir die schwersten Kerne unbedeutenden 
Anderung gegeniiber der ersten; so ist z. B. die relative Vertiefung der Ener- 
gie fiir die schwersten Kerne von der GréBenordnung 0,5°%. Die Dichte- 
verteilung der Nukleonen andert sich im Fall der Yukawaschen Wechsel- 
wirkung in zweiter Naherung im Verh4ltnis zur ersten auch fiir die schwersten 
Kerne nur ganz unbedeutend, sie bleibt also auch in der zweiten Naherung 
und zwar auch fir die schwersten Kerne praktisch eine GauBsche Verteilung. 
In dritter Naherung wurde die Neutronen- und Protonendichte voneinander 
unabhangig variiert und der Unterschied zwischen den beiden Verteilungen 
festgestellt (6, 7). Bei Zugrundelegung der Yukawaschen Wechselwirkung (5) 
ergibt sich erwartungsgemaB ein mit wachsender Massenzahl wachsender 
Unterschied zwischen der Neutronen- und Protonenverteilung, der jedoch 
auch noch fir die schwersten Kerne sehr klein ist; beide Verteilungen bleiben 
auch weiterhin praktisch GauBsche Verteilungen. Die aus der voneinander 
unabhangigen Variation der beiden Dichteverteilungen resultierende relative 
Energieverminderung der Kerne, die, wie zu erwarten ist, ebenfalls mit 
wachsender Massenzahl wachst. ist sehr klein; fiir die schwersten Kerne ist sie 
von der GréBenordnung 0,8%. 

Die Berechnungen wurden in erster und zweiter Naherung mit den Ansitzen 
(32) und (38) auch fiir die Wechselwirkungen (7) und (8) fiir drei Kerne durch- 
gefiihrt, wobei sich fiir die Kernenergien fiir beide Wechselwirkungen sowohl 
in erster wie in zweiter Naherung Resultate ergeben, die mit den empirischen 
noch besser iibereinstimmen als die weiter oben mit der Yukawaschen 
Wechselwirkung (5) erhaltenen. Die zweite Naherung fiihrt im Verhaltnis 
zur ersten in beiden Fallen zu einer bedeutend gréBeren Energieverminderung 
als im Falle der Yukawaschen Wechselwirkung. Die Resultate der zweiten 
Naherung sind in Bild 2 dargestellt und zwar im Falle der Wechselwirkung (7) 
fir die Kerne A = 16, Z = 8; A = 80, Z = 36; A = 200, Z = 82 und im 
Falle der Wechselwirkung (8) fiir die Kerne A = 16, Z = 8; A = 80,Z = 36; 
A = 200, Z = 83. Dies sind in beiden Fallen die Kerne, fiir die E bei Kon- 
stanthaltung von A ein Minimum aufweist. 

Fiir den in erster Naherung als GauBsche Verteilung angesetzten Dichte- 
verlauf der Nukleonen ergibt sich im Falle der Wechselwirkungen (7) 
und (8), aber besonders im Falle der Wechselwirkung (7) ein bedeutend 
flacherer Verlauf als im Falle der Yukawaschen Wechselwirkung (5). In 
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zweiter Niherung bleibt die Nukleonenverteilung fiir die leichten Kerne auch — t 
weiterhin eine GauBsche Verteilung. Mit wachsender Massenzahl wird jedoch 


das Maximum der Dichteverteilung im Kernmittelpunkt abgeflacht und von | 


groBeren Massenzahlen an (A & 80) weist der Dichteverlauf im Kernmittel- | 
punkt sogar ein flaches Minimum auf; es entsteht also fir diese Kerne im | 


Kernmittelpunkt in der Nukleonenverteilung eine Einbuchtung. Man ver- | 


gleiche hierzu Bild 4, wo fiir den Fall der Wechselwirkung (7) fir die Kerne 
A=16, Z=8; A—80, Z=36 und A = 200, Z = 82, fir die E bei 
Konstanthaltung von A ein Minimum aufweist, der Dichteverlauf der Nu- 
kleonen graphisch dargestellt ist. Diese Aushohlung der schweren Kerne ent- 
steht zufolge der mit zunehmender Massenzahl rapid anwachsenden Coulomb- 
schen AbstoBungsenergie der Protonen, durch die die Protonen gegen die 
Randgebiete des Kerns gedrangt werden und — als Folge der starken An- 
ziehungskrafte zwischen den Protonen und Neutronen — auch einen Teil der 
Neutronen mit sich ziehen. 


Bild 4. Verjauf der Nukleonendichte @ = on + op in zweiter Naherung fiir die Isobare tiefster Energie mit 
der Massenzahl A = 16, 80 und 200 im Falle der Wechselwirkung (7); 7 in 7,-Einheiten. 


DaB zwischen dem Dichteverlauf der Nukleonen, den man mit der Yukawa- 
schen Wechselwirkung (5) einerseits und mit den Wechselwirkungen (7) und 
(8) andererseits in zweiter Naherung erhalt, ein so wesentlicher Unterschied 
besteht, ist dem im Paragraph 3 ausfiihrlich diskutierten Umstand zu- 
zuschreiben, da die Yukawasche Wechselwirkung im Gegensatz zu den 
beiden anderen fiir verschwindende gegenseitige Entfernung der Nukleonen 
eine Singularitét aufweist, derzufolge die mit der Yukawaschen Wechsel- 
wirkung berechnete Austauschenergie der Nukleonen bei weitem keinen so 
ausgeprigten Absittigungscharakter aufweist wie die mit den beiden 
anderen Wechselwirkungen berechneten Austauschenergien. 

AbschlieBend sei noch erwihnt, daB fiir den Fall der Yukawaschen Wechsel- 
wirkung (5) Untersuchungen durchgefiihrt wurden (23), inwiefern die Resultate 
fiir die Kernenergien und Kernradien von der in die Wechselwirkungen (5), 
(7) und (8) eingehenden Reichweite ry der Kernkrafte abhangen. Es zeigt 
sich, daf im Falle der Yukawaschen Wechselwirkung diese ‘Resultate durch 
eine Variation von rp nur wenig verbessert werden kénnen, und zwar ergibt 
sich eine Verbesserung fiir Reichweiten, die zwischen 1,6-10-!%em und 
2,0-10-"8 cm liegen, also um cca. 25 bis 50% gréBer sind als die in den voran- 
gehenden Berechnungen benutzte Reichweite (6). 


6. Wechselwirkung eines Nukleons mit einem schweren Kern 
Fir die Wechselwirkung eines Nukleons mit einem Kern mit , abgeschlos- 
senen“ Schalen liBt sich auf Grund des statistischen Kernmodells ein Po- 
tential herleiten (19). Dieses Potential enthalt einen aus der Majoranaschen 
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Wechselwirkung resultierenden Austausch-Anteil und einen aus der Fer- 
mischen kinetischen Energie resultierenden Anteil, der dem in (17) disku- 
tierten und aus dem Pauli-Prinzip resultierenden — dort mit F’; bezeichneten 
— Zusatzpotential fiir Elektronen entspricht; im Falle eines Protons ent- 
halt dieses Potential auch noch einen elektrostatischen Coulombschen Anteil. 
Die Wechselwirkungsenergien, die aus diesen Wechselwirkungspotentialen 
resultieren, haben die folgende Gestalt (19): 


im Falle eines Neutrons 


pata GP OS. oe ell age Oh fad 


ww; Oo, 00, 3 (322) nr 


und im Falle eines Protons 


_ a1 Of (@q, Mp) , Of (Wp; Op) 5x, 
ar o; E dW, + 00» | Z 3(3 22) 75 Cree 
2 3 r 
eer Oe @p (t) ade (40) 


Bt gg fh ew | 
In diesen beiden Formeln resultiert auf der rechten Seite das erste Glied (mit 
dem Ausdruck in der eckigen Klammer) aus dem Austauschpotential, das 
zweite zu w, bzw. w, 
proportionale Glied 
aus dem weiter oben 
erwahnten Zusatzpo- 
tential und das dritte 
Glied in (40) aus dem 
Coulombschen Poten- 
tial der Protonen. Den 
Verlauf der poten- 
tiellen Energien als 
Funktion von der Ent- 
fernung vom Kern- 
mittelpunkt r fiir den 
Kern A=118 (VN=68, 
Z=—50) zeigt Bild 5. 
Fiir die in w, und wy, 


Bild 5. en und ep sowie die Nukleonendichte 9 = ey + 2p als Funktion 


eingehende Dichtever- von r/r, fir den Kern A = 118 (N = 68, Z = 50) im Falle der 
teilung der Nukleonen Wechselwirkung (7). en und ep in MeV- und g@ in 1/r)-Einheiten; 
wurde hierbei die mit r, nach (6). 


der Wechselwirkung 
(7) erhaltene zweite Naherung zugrunde gelegt, die im oberen Teil der Ab- 


bildung dargestellt ist. 


7. Anwendungen des statistischen Kernmodells 
Das im Vorangehenden entwickelte statistische Kernmodell hat verschiedene 
Anwendungen gefunden. So wurde z. B. mit den im Paragraph 5 bestimmten 
Dichteverteilungen der Nukleonen die Drehimpulsverteilung der Nukleonen 
berechnet und festgestellt, bei welcher Neutronen- bzw. Protonenzah] der 
Einbau der s-, p-, d-,... Neutronen bzw. Protonen im Kern beginnt (20). 
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Hierbei ergab sich eine befriedigende Ubereinstimmung mit den Resultaten 
des Schalenmodells der Kerne. | 
Weiterhin wurde das statistische Kernmodell zur Untersuchung der spon- | 
tanen Kernspaltung von KisD1 (21) herangezogen. Bei Zugrundelegung der | 
Yukawaschen Wechselwirkung (5) zwischen den Nukleonen ergibt sich fiir die _ 
Ordnungszahl und die Massenzahl des stabilsten schwersten Kerns Z = 107 | 
bzw. A = 266. 

Die im Paragraph 6 besprochene Wechselwirkungsenergien zwischen einem 
schweren Kern und einem Nukleon wurden ebenfalls von KIsDI (22) zur Be- 
stimmung einiger Konstanten der Kerne *{3 Pb und 733 Bi angewendet. So 
wurden die Bindungsenergie des letzten Neutrons, die Halbwertszeit des f- 
Zerfalls, sowie der Wirkungsquerschnitt im Falle von Streuung thermischer 
Neutronen fiir den Kern 7°? Pb und schlieBlich die Bindungsenergie des 
letzten Protons im Kern 2% Bi in befriedigender Ubereinstimmung mit der 
Erfahrung bestimmt. 

SchlieBlich sei erwihnt, daB mit der im Paragraph 5 bestimmten Protonen- 
verteilung von KiIspI (24) auch Anregungsenergien von Mesonatomen in 
befriedigender Ubereinstimmung mit den empirischen Werten bestimmt 
wurden. 


Budapest 112 (Ungarn), Physikalisches Institut der Universitat fiir Tech- 
nische Wissenschaften, Budafoki ut 8. 
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i Uber die Theorie der Linienbreite von Atomen’) 
Von I. I. SOBELMAN 


Einleitung 


Der nachstehende Bericht handelt von der Theorie der Verbreiterung der 
: Spektrallinien, die durch Wechselwirkung des ausstrahlenden Atoms mit den 
Nachbarteilchen — den anderen Atomen und Molekilen, den Ionen und 
Elektronen — entsteht. Besondere Beriicksichtigung erfahren die neuen Re- 
sultate und Erfolge, die in der Theorie dieser Erscheinung nach der Verdffent- 
lichung der bekannten Arbeiten von WEISSKOPF (/) (1933) und MARGENAU 
und WarTSON (4) (1936) erzielt wurden. In der Darstellung gehen wir vor, wie 
: dies in der etwas spater veréffentlichten zusammenfassenden Arbeit von 
UNSOLD (1943) geschieht, besonders in dem Teil, in dem das Experiment zur 
Stiitzung der Theorie herangezogen wird. Die Besprechung der experimen- 
tellen Arbeiten erfolgt nur im AnschluB an die Theorie und erhebt keinen 
Anspruch auf Vollstandigkeit. 
Die Theorie stiitzt sich zunachst auf die Analogie zwischen einem Atom und 
einem klassischen Oszillator. Die Intensitatsverteilung in der Emissionslinie 
| des Oszillators, dessen Schwingungsform im allgemeinen Fall in der Form 


f(t) = A(t) exp ‘ / Wp war] (1) 


dargestellt werden kann, erhalt man bekanntlich dadurch, daB man f(é) als 
Fourier-Integral schreibt; man erhalt: 


j T/2 
’ 1 -iowt G 
| fo = lim awe, | Meter (2 
—T/2 
I(w) dw ~ fof% do. (3) 


Ersetzt man das Atom durch den aquivalenten atomaren Oszillator mit der 
Amplitude A (¢) und der momentanen Frequenz w,(t), die gleich der durch h 
dividierten Energiedifferenz des Anfangs- und End-Terms ist, so kann man 


1) Diese Arbeit ist im wesentlichen eine Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 54, 551 
(1954). Der Autor hat freundlicherweise fiir die ,.Fortschritte der Physik‘ eine Uber- 
arbeitung und Erweiterung vorgenommen, in der auch die inzwischen erschienene 
Literatur beriicksichtigt wird (abgeschlossen am 16. 11. 1956). 
15 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ : 
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I(w) dw mit den Beziehungen (2) und (3) berechnen. Zur Bestimmung von 
A(t) und @,(t) sind einige Voraussetzungen hinsichtlich des Charakters der 
Wechselwirkung notwendig. Bei der Lésung dieses Problems haben sich 
grundsitzlich verschiedene Betrachtungsweisén entwickelt : die StoBtheorie 
[LORENTZ, LENZ und WEIsSKOPF (J, 2)] und die statistische Theorie [HOLTS- 
MARK, KUHN und MARGENAU (J, 2, 4)]. n 
In der ersten Theorie wird angenommen, da die Anderung der Phase des 
Oszillators im Moment des StoBes die entscheidende Rolle spielt. Zwischen 
zwei StoéBen, die als momentan betrachtet werden, kann man die Stérung 
vernachlissigen und annehmen, daB A = const und wp = @p ist, wobei wo 
der Wert der stérungsfreien Oszillatorfrequenz ist. Infolge des StoBes wird 
die Schwingung des Oszillators in eine Reihe nicht interferierender (inko- 
harenter) Ziige zerlegt, was eben die Verbreiterung der Linie hervorruft. 
Der zweiten Theorie liegt die Vorstellung zugrunde, da das Atom un- 
unterbrochen einer auBeren Einwirkung ausgesetzt ist, wodurch sich wy, 
dauernd mit der Zeit andert. Setzt man voraus, daB die Veradnderung lang- 
sam erfolgt, so kann man annehmen, da J(w) dw der Wahrscheinlichkeit 
W (w) dw, daB w, Werte innerhalb des Intervalls <@, w + dw> annimmt, 
proportional ist. 
Wie zu erwarten ist, fiihren beide Theorien zu sehr unterschiedlichen Formeln 
fir Form und Breite der Linien. 
Eine Analyse der experimentellen Untersuchungen ergab, da sowohl die 
StoB- als auch die statistische Theorie geeignet sind, verschiedene experi- 
mentelle Ergebnisse zufriedenstellend zu erkliren. [Siehe hierzu (7) und (4).] 
Gleichzeitig ergaben sich Fragen, die eine weitere Prazisierung erforderten. 
So entsteht durch das Vorhandensein von zwei diametral entgegengesetzten 
Theorien die Frage, wo die Grenzen ihrer Anwendbarkeit liegen und wie sie 
sich zueinander und zu den allgemeinen Beziehungen (2) und (3) verhalten. 
Lange Zeit gelang es nicht, die experimentell beobachtete Linienverschiebung 
bei kleinen Drucken, die der Dichte der st6renden Teilchen N proportional 
ist, zu erklaren. 
In der Zeit, die seit der Verdffentlichung der zusammenfassenden Berichte (/) 
und (4) verflossen ist, sind die Arbeiten von LINDHOLM (13), FOLEY (30) 
und ANDERSON (12) erschienen, die Licht in das Problem der Linienver- 
schiebung brachten. Ebenso gelang es, die Frage nach der Beziehung von 
StoBtheorie zur statistischen Theorie zu kliren (2, 39). 
Eine besondere Stellung nimmt die Aufgabe ein, eine konsequente quanten- 
mechanische Theorie aufzubauen. Den ersten Schritt in dieser Richtung tat 
WEISSKOPF (3). Er zeigte, daB eine St6rung der Monochromasie mit dem 
bergang der Anregungsenergie auf auBere Freiheitsgrade verbunden ist, 
wobei die Resultate der quantenmechanischen Betrachtung dieses Effekts 
in dem Falle, in dem die relative Bewegung der stoBenden Teilchen quasi- 
klassisch ist, den Beziehungen (2) und (3) fiir den klassischen Oszillator véllig 
aquivalent sind. Spater wurde dieses Problem noch wiederholt unter ver- 
schiedenen Gesichtspunkten betrachtet (12, 30, 37, 48). 
Allen diesen Arbeiten gemeinsam ist die Voraussetzung des quasiklassischen 
Charakters der relativen Bewegung des Atoms und des Storteilchens. In 
jedem Fall gestattet diese Voraussetzung, die Berechnung von J(w) dw auf 


en di P<eiiin. ail de® 6 tre 
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die Fourier-Analyse einer Schwingung des aiquivalenten Oszillators zuriick- 
zufihren. 

Wesentliche Schwierigkeiten entstehen, wenn die quasiklassische Naiherung 
nicht durchfiihrbar ist. Dies ist bei Wechselwirkung mit leichten Teilchen, 
besonders mit Elektronen der Fall. Bisher hat man fiir dieses Problem noch 
keine befriedigende Lésung gefunden, obgleich es gelungen ist, ein Schema 
dafiir anzugeben, das auf Erfolg hoffen laBt. 

Ebenso ungelést sind noch eine Reihe von Problemen, die sich auf das Ver- 
halten des Atoms im inhomogenen, zeitlich verdnderlichen Feld beziehen. 
Jedoch wurde auch hier in letzter Zeit ein gewisser Fortschritt erzielt (32 bis 
34, 26, 46, 20). i 


I. Die StoBtheorie 


Der StoBtheorie in der Form, wie sie zuerst von LORENTZ und darauf von 
LENZ und WEIsSSKoPF (1) formuliert wurde, liegt die Annahme zugrunde, 
daB fiir die Verbreiterung der Linie beim Sto8 eine Storung in der Kohirenz 
der Schwingungen des atomaren Oszillators von ausschlaggebender Be- 
deutung ist. 

LORENTZ erlauterte den Mechanismus des Stof8es nicht im einzelnen. Er 
setzte nur voraus, da8 die Schwingung des Oszillators e'™' infolge des StoBes 
in eine Reihe unabhangiger Ziige mit der durchschnittlichen Dauer t zerlegt 
wird. Stellt man diese Gesamtheit von Ziigen durch ein Fourierintegral dar, 
so ergibt sich eine Verteilung der Intensitat in der Linie, die zu w,) symmetrisch 
ist : 

dw 

Tt {(@ — Wo)? + (1/r)*} 


I(w) do = (4) 


mit der Halbwertsbreite y = 2/1. 1/7 ist die Zahl der StoBe pro Sekunde, 
die gleich Nvo ist, wo v die Relativgeschwindigkeit der stoBenden Teilchen 
und o der wirksame Sto8querschnitt ist. Fiir o gibt die Theorie von LORENTZ 
keine Erklirung. Natiirlich erhebt sich die Frage: Wie erhalt man den Wert 
von a? 

Offensichtlich liegt kein Grund vor, o dem gaskinetischen StoB8querschnitt 
gleichzusetzen, da nach der Voraussetzung der StoBtheorie das wesentliche 
beim StoB ist, daB bei der Begegnung die Koharenz der Schwingungen des 
atomaren Oszillators unterbrochen wird. Ebensowenig darf man o dem 
Wirkungsquerschnitt fiir die Loschung der Resonanz-Fluoreszenz gleich- 
setzen, da das Experiment ergibt, da dieser ProzeB dem der Linienver- 
breiterung nicht parallel geht. Fiigt man z. B. He bzw. N, zu Na hinzu, so 
verbreitert sich die Linie gleichermafen, wahrend sich die Wirkungsquer- 
schnitte fiir die Léschung der Resonanz-Fluoreszenz wesentlich unterscheiden. 
LENZ und WEISSKOPF lésen dieses Problem auf folgende Weise: Beim Vorbei- 
flug des Stérteilchens verindert sich die Frequenz des Atoms, wodurch die 
Phase des Oszillators vergroBert wird. Wenn diese zusitzliche Phasen- 
verschiebung 7 geniigend groB ist, d. h., wenn sie einen bestimmten Wert 7% 
tiberschreitet, wird die Koharenz der Schwingungen gestért. Als St6Be muB 
man also Vorbeifliige mit 7 = 7) bezeichnen. 

15* 
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Setzen wir die Frequenzverstimmung x = C,/R", so ergibt sich 7 fiir einen 
Vorbeiflug mit dem StoBparameter g aus 


- C,dt C. 
i=) ca panpe ee (5) 
ree 
i 2 
mit oy, = Vx T(nj2) (6) 


Nach WEISSKOPF darf man 7) = 1 annehmen und hat damit die Moglich- 
keit, den groBten Wert @ zu bestimmen, bei dem die Vorbeifliige noch wirk- 
sam sind. Man erhalt so den sogenannten WeiBkopf-Radius go: 


pal Bic 1/(n—1) 
m= (4). (7) 


v 


Setzen wir o = 73, so erhalten wir fiir die Breite der Linie die Formel: 
FC 2/(n—1) 
y =2nNov (==) (8) 


Fir die Werte n = 2, 3, 4, 5 und 6, die von Interesse sind, ist a, = 2, 2, ities 
4/3 und 32:/8?). 
Die eben erlauterte Theorie leidet an dem Mangel, da8 hier Vorbeifliige jen- 
seits von g, iberhaupt nicht beriicksichtigt werden. AuBerdem kann infolge 
der willkiirlichen Wahl des Wertes 7) (warum zum Beispiel 1 und nicht 2 
oder 2/2?) die Beziehungen (8) nicht mehr ergeben als die Gro8enordnung 
von y. 
Eine durchaus einfache und plausible Lésung des Problems der Intensitats- 
verteilung beim Sto8, die an diesen Mingeln nicht leidet, erhalt man mit 
Hilfe der Korrelationstheorie (30, 12). (Schon friiher wurde das Problem 
ahnlich betrachtet und zwar in (13).) 
Wir schreiben die Schwingung des Atoms in der Form 
f(t) — etme tin (9) 

wobei 7(t) die Summe der Phasenverschiebungen ist, die durch die Stérungen 
bis zum Zeitpunkt ¢ erfolgten. 
Benutzt man die bekannte Beziehung zwischen der spektralen Strahldichte 
eines Prozesses und seiner Korrelationsfunktion®), so erhalt man: 

I(w) = | exp {i(@) — @)s} p(s) ds, (10) 
1) Wir miissen betonen, daB die beschriebene Bestimmung von o nicht die einzig még- 
liche ist. Mit einer anderen Methode zur Lésung dieser Aufgabe werden wir uns weiter 
unten, § 4, Abschnitt IV, beschaftigen. 
2) Korrelationsfunktion eines Prozesses f(t) heiBt die Funktion 


[a2 


y(s) = | f(t) f* (t+s)at, 


—co 
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mit p(s) = | exp {ifn (t) — y(t + 8)]} dt. (11) 


= co 


Wir bezeichnen »(¢ + s) — (t), das heiBt die Summe der Phasenverschie- 
bungen im Zeitintervall <t,t + s>, mit y(t, s). Jetzt kann man den Aus- 
druck unter dem Integral (in 11) in der Form e~‘”‘*) schreiben. 

Wir bilden die Differenz 


e—intst+ds)  p—inits) — e—inits) {e~ in’ aby 


Hier bedeutet 7 die zusatzliche Phasenverschiebung in der Zeit ds. Mitteln 
wir diesen Ausdruck zeitlich, so erhalten wir entsprechend (11): 


p(s + ds) — 9(s) = de(s) = e—9 fe¥7" — I}. (12) 


Bei der Mittelung in (12) miissen wir die Voraussetzung der StoBtheorie be- 
nutzen. Wenn sich beim StoB die Phase sprunghaft andert, dann hangt 7/ 
nicht vom Wert der Phase im Moment t + s ab, und beide Faktoren kénnen 


einzeln gemittelt werden. Nach der Definition ist e~'7*) = y(s). Bei der 
Berechnung des zweiten Faktors ersetzen wir die Mittelung tiber die Zeit 
durch eine Mittelung iiber alle méglichen Vorbeifliige. Durch das Flachen- 
element 220 dog fliegen in der Zeit ds 2x9do-Nv-ds Teilchen. Daraus ergibt 
sich 


fe-in’ — 1} = Nuds ii {e-'7@ — 1} 270 do = — Nv ds {o, + 104} 
0 
mit 


6, = 2 | {1 — cos nj(0)} 0 do, (13) 
0 


o, = on i siny(0)-odo. (14) 
0 
Jetzt erhalt man leicht: 
y(s) = exp {— Nv(o; + 10;) 8}, (15) 


daraus folgt mit (10) unmittelbar 


Nvo,|x 


ry (w — w, — Nvo;,)? + (Nvo,)? ja (16) 


I(w) dw 


wobei die Fourier-Komponente von ¢(s) die spektrale Strahldichte des Prozesses -be- 
stimmt. 


fa [e-toey(s)ds = I(w). 


—-co 


Vergleiche z. B. (21). 
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Dieser Ausdruck entspricht (4), aber jetzt ist y = 2Nvo,, und das Maximum 1 
der Linie weicht von w, um den Betrag 4 = Nvg; ab. i) 
Wir bezeichnen den Anteil der fernen und nahen Voriiberginge mit o, und oj. . 
Bild 1 zeigt als. Beispiel eine Darstellung der Integranden von (13) und (14) ) 
fiir den Fall n = 4. | 

Fir 0 <0 <0, n(g) = 1 oszillieren cos 7(g) und sin 7(g) schnell, woraus 


— 


Qo ; 
[ {1 — cos y(0)} 22@- de ~ x5, (17)) 


9f1-20s/ Fol} 4 


@o 
| sin n(0)-2xodo ~ 0, 
0 


folgt; d.h.: in voller Ubereinstimmung | 
mit der Theorie von WEISSKOPF er- - 
geben die Voriibergange innerhalb @, , 
eine Verbreiterung der Linie ~ 2795 Nv ) 
und keine Verschiebung. Umgekehrt : 
sind Voriibergange auBerhalb . 


Qo (4 (e) <1) 


praktisch ohne Einflu8 auf die Ver- . 
breiterung, da 


Bild 1. pS Fs 
| {1 — cos 7(9)} 229 - do < 75 


Qo 


ist, aber sie ergeben den wesentlichen Beitrag fiir o,. Der physikalische Sinn | | 
der Linienverschiebung ist leicht zu erklaren. Nehmen wir an, da8 wir es mit ‘| 
Voriibergangen zu tun haben, bei denen 7) < 1 ist. In diesem Falle ergibt (14): : 


0, = 2x | n(9)-o de = 7, 
0 


wobei 7 die mittlere Phasenverschiebung ist, die durch die Stérung in der ° 
Zeiteinheit hervorgerufen wird. Verteilt sich 7 als zusatzlicher Phasen- - 
zuwachs gleichmaBig tiber das Zeitintervall, so bedeutet das, daB sich die : 
Kreisfrequenz des Oszillators um die GréBe 7 verindert. Dieses Resultat : 
kann man unmittelbar aus (9) erhalten, wenn man 7(¢) annahernd durch | 
7 -t ersetzt (entsprechend wurde die Berechnung von A in (11) durch- . 
gefiihrt). Aus (14) ersieht man, daB o; sein Vorzeichen mit dem von 7 andert. f 
Wenn StéBe verschiedener Typen, die von Phasenverschiebungen 7 > 0 und | 
"<0 begleitet sind, die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen, so ist die» 
Summe der Verschiebungen der Linie gleich Null. 
Wir miissen noch bemerken, daf o, bei groBen Werten von 7(g) infolge der ' 
starken Oszillation des Faktors {1 — cos 7(g)} kaum von einer Anderung | 
der Form der Funktion 7 (g) beeinfluBt wird. Mit anderen Worten: es ist in | 
diesem Bereich unwesentlich, die Abhingigkeit 1(0) genau zu kennen. | 


: 
} 
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Wir geben die Werte der Breite y und der Verschiebung des Maximums der 
Linie A fir eine Reihe konkreter Falle an!): 


m=2 2 = 22°N C30, 

n=3 ys = 22°05N, 

m=4 yp =11,4C0%N; A, = 9,8 Ofu'sN; y/A = 1,16, ne) 
N=6 Ye =8,16C UN; A, = 2,96 Cvs N; y/A = 2,8. 


Die erhaltenen Werte Ys, ¥4 und yg sind ein wenig gréfer als bei WEISSKOPF, 
und zwar sind sie um die Faktoren z/2, 1,35, und 1,2 gréBer. Um diese Werte 
mit der Formel von Weisskopf (8) in Ubereinstimmung zu bringen, muB man 
bei der Bestimmung von Qo No = 0,64 (fiir n = 3,4) und yy = 0,61 (fiir 
n = 6) statt 7 = 1 setzen. Die lineare Abhangigkeit von y und A von N sowie 
die Beziehung zwischen y und 4 stimmt gut mit den experimentellen Daten 
uberein (2, 4, 18— 20). 

Der fiir I(w) dw erhaltene Ausdruck (16) stimmt genau mit der Formel von 
LORENTZ (4) tiberein, wenn man in der letzteren o =o, + io, setzt. Der 
wirksame Sto8querschnitt ist also komplex (o, und o; sind natiirlich reell). 
Weiter unten in Abschnitt V werden wir eine Beziehung zwischen der klas- 
sischen Theorie, die in diesem Abschnitt entwickelt wurde, und der allge- 
meinen Sto8theorie ableiten. Besonders werden wir auf den Zusammenhang 
zwischen o, und o; und dem Wirkungsquerschnitt der Streuung eingehen. 


II. Die statistische Theorie 


Das Problem des Druckeinflusses kann man auch von einer anderen Seite 
betrachten. Das ausstrahlende Atom befindet sich im auBeren Feld. Der 
Charakter dieses Feldes hangt von dem Typus der Teilchen ab, die das Atom 
umgeben, von ihrer Dichte und ihren Bewegungsgeschwindigkeiten. Das 
Vorhandensein des Feldes fihrt zu einer Verschiebung der Terme und folglich 
zu einer Verstimmung der Frequenz @, des atomaren Oszillators. Wenn das 
auBere Feld quasistatisch ist, d.h. wenn es sich genugend langsam andert 
(die Zeit einer wesentlichen Anderung des Feldes oder mit anderen Worten 
der Anderung der Lage der Nachbar-Teilchen ist groB gegen 1/w,), so kann 


, man annehmen, das I(w) dw dem statistischen Gewicht der Konfiguration 


der Stérteilchen proportional ist, fiir die @, in das Intervall <w, w + dw> 
fallt. Wir betrachten zunadchst den Einflu8 des nachsten Teilchens (2). Die 
Wahrscheinlichkeit W(R)dR, das nichste Teilchen in der Entfernung 


_<f, R+dR> von dem Atom anzutreffen, ist gleich 4m” R2 NdR 


t 


i 
| 
iW 


i 


exp(— 47 R? N/3). 


i 1) Fiir n = 2 divergiert das Integral (13). Diese Divergenz hat keinen physikalischen 


Sinn, weil bei groBen Werten von p (von der GréBenordnung der mittleren Entfernung 
bis zum Storteilchen) die Sto8theorie nicht mehr anwendbar ist. Da durch Einfithrung 
einer endlichen Grenze der Kraftwirkung (Abschneideradius), mit der diese Divergenz 
beseitigt werden kénnte, ein neues Element der Willkiir hineingebracht wiirde, nehmen 


? wir in (18) den Wert von y, nach (8). Die Berechnung von A fiir n = 2 und 3 hat in der 
. Praxis kein Interesse. 
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= C,/R" und Aw = C,/R" ein, wobei | 


Fuhrt man die Bezeichnung @ — 
e Dichte ist, so erhalt | 


R =(3/42 N)'/ der Mittelwert von R fir eine gegeben 
man leicht ea 
o n 

anno” -(s—m 

yer 


wo — 


I(w) do = as do. (19) | 


Es liegt auf der Hand, daB das nachste Teilchen die groBten Verschiebungen 
verursacht, und folglich ist (19) richtig fiir die Linienfligel; dann ist R< RB 
und (w — @») > Aw und man kann fiir die Fligel der Linie auch folgenden 


Ausdruck benutzen: . 
4nNC;" ; 
I(w) do = alo — o)+t o. (20) | 
Die inneren Teile der Linie entstehen durch gemeinsame Einwirkung vieler : 
Teilchen. Bei der Berechnung von I (m) dw muB man sich vor allem dartiber 
klar werden, in welcher Weise die Uberlagerung der Storungen erfolgt. Der 
EinfluB der elektrischen Felder (linearer und quadratischer Stark-Effekt, 
n—2 und n= 4) wurde von HOLTSMARK untersucht (2). Spater loste 
MARGENAU (4) eine analoge Aufgabe fiir die van-der-Waalssche Wechsel- } 
wirkung n = 6 sowie fir die Fille n — 3 und x = 5. In den letzten beiden} 
Fallen nahm man an, da die Wechselwirkung additiv und die Wahrschein-} 
lichkeit fiir negative und positive Frequenzverstimmung des Oszillators died 
gleiche sei. Wir wollen auf diese Arbeiten nicht naher eingehen, weil alley 
diese Berechnungen fiir die Praxis ohne Interesse sind (mit Ausnahme des! 
Falles n = 2, der Linienverbreiterung von Wasserstoff durch Ionen). Wie wi 
im folgenden Abschnitt zeigen werden, bestimmt die statistische Theorie die 
Verteilung der Intensitiat im Fligel der Linie bei kleinen Drucken. wo der 
Fligel durch das nachste Teilchen verursacht wird, und es méglich ist, dic] 
einfache Formel (20) zu benutzen. Diese Vereinfachung gilt, falls N geniigenc4 
klein ist (NV < 1/93). Sobald N ~ 1/g{ ist und erst recht fiir N > 1/0} nimm 
die mittlere Entfernung zwischen den Teilchen einen Wert von der GroBen } 
ordnung der Atomdimensionen an. Unter diesen Bedingungen héren die den} 
Berechnungen zugrunde gelegten Annahmen auf, zulassig zu sein (das ein’ 
fache Wechselwirkungsgesetz 1/R”, die Homogenitat des auBeren Feldes usw 
Siehe Niheres im Abschnitt IV). 


; 
. 


IL. Das Verhiltnis der StoStheorie und der statistischen Theorie 
zueinander und die Grenzen ihrer Anwendbarkeit 


Die Rolle des Dopplereffekts bei der Linienverbretterung 


Die Frage, in welchen Grenzen die StoBtheorie und die statistische Theorr 
anwendbar sind, wurde wiederholt diskutiert. So wurden in den Arbeites 
(30, 40) Kriterien vorgeschlagen, die ausschlaggebend fiir den Ubergang vor 
der StoBdimpfung in die statistische Verbreiterung bei VergroBerung von .- 
sein sollen, wobei die Frage, ob diese oder jene Theorie anwendbar sei. a 


Uber die Theorie der Linienbreite von Atomen 183 


zeitig fiir die ganze Linie beantwortet wurde. Andererseits zeigte UNSOLD (2) 
auf Grund der Arbeiten (7, 31, 32, 33, 34, 11), daB die Intensititsverteilung 
im Linienfligel bei gentigender Entfernung von @, der statistischen Theorie 
entspricht, wobei die Grenze ihrer Giiltigkeit tiberhaupt nicht von N ab- 
hangt. Wir betonen, daB beide Effekte beobachtet wurden: sowohl der 
statistische Fliigel als auch die Zerst6rung der linearen Abhangigkeit der 
Breite und Verschiebung von N, die fiir die StoBtheorie bei Drucksteigerung 
| typisch ist (4, 30). 
| Die Uberlegung von UNSOLD haben qualitativen Charakter und beruhen auf 
einem sehr vereinfachenden Schema. So nimmt man an, daB die Verschiebung 
der Oszillatorfrequenz um das Intervall g/v (im Verlaufe des StoBes) gleich 
_ C,/9" und zwischen zwei StéBen gleich Null ist. Statt einer kontinuierlichen 
Frequenzmodulation x (t) = C,/{R(}" wird eine sprunghafte Anderung 
) betrachtet. Dieser Umstand fihrt dazu, daB die Uberlegungen von Un- 
| SOLD, wie schon in (27) bemerkt wurde, der Uberzeugungskraft entbehren 2), 
Im folgenden benutzen wir die spater verdffentlichten Arbeiten (28, 37, 39), 
die es gestatten, das Problem allgemeiner und exakter zu lésen. 
Wir kehren wieder zu dem Oszillator (9) zuriick. Im allgemeinsten Falle wird 
die Intensitatsverteilung in der Emissionslinie eines solchen Oszillators 
) I(@) dw entsprechend (2) und (3) durch die Fouriertransformierte bestimmt : 


T/2 


1 7 
fo ~ ceed exp {t[7(¢) — (w — @,)t]} dt. (21) 


—T/2 


Wir betrachten (21) einzeln fiir groBe und kleine Werte Aw = w — M- 
) Wenn Aw groB ist, oszilliert der Ausdruck unter dem Integral in (21) tiberall 
4 stark, auBer an den Punkten t,, wo 


: Ge) = #7 (t.) = A@ 
: dt te 

‘ ist. Wir erinnern uns, daB x(t) die Frequenzverstimmung des Oszillators ist, 
? die durch die St6rung hervorgerufen wurde. (21) wird also hauptsachlich 
( durch die kleinen Gebiete At, um diese Punkte herum bestimmt. Statt (21) 
' kann man schreiben: 


1 ; 
ho ~ Qnty Pe Te at. (22) 


At 


| Entwickeln wir 7 (t) in der Nahe von t, in eine Reihe, so erhalten wir 


: 0 1 (ad 
n(t) = (te) + (2). ¢-h) +> (a2), (¢— 4) +- 


| 


{) 
fi 
/ 
|? Diese Bemerkung bezieht sich auch auf (43). 
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Glieder ~(¢ — t,) weg, und die ¢) 
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danach fallen im Exponenten von (22) die 
Reihe beginnt mit dem Glied 


1 (dn as 
5 (Fa), ¢- 8 


| 
Bei der Integration ist das Gebiet At, wesentlich, in dem dieses Glied < 1 ist. i 
AuBerhalb beginnen starke Oszillationen. Daraus ergeben sich leicht die\ ; 


AusmaBe dieses Gebiets: | 
d?y\~"!2 dx\—"!s | 

FS —, = — i 23)8 | 

sme BB - G. om 

Wenn im Bereiche dieses Gebiets das folgende Glied der Entwicklung f 


1 /d 7 - 
ce (3), (¢ —t)?&<1 


ist, d. h. die Beziehung 
By\ (dy\—" (Px dx\—*!s al 
——} |. = |—~}-|=; 1 24 
a eae a ap < ] | 
erfillt ist, so kann man die Reihe bei dem (t — ¢,)? proportionalen Glied abt: 
brechen und in jedem Gliede der Summe (22) die Integrationsbereiche von 
—oo bis + co ausdehnen (auBerhalb von At, ergibt die Integration wegen den: 
Oszillation Null). 
In diesem Falle erhalt man leicht (39): 
wd 1 buyer? 
* do=— ea 
fofa dw 7 > (zi), dw. 25 
Da > (dxz/dt)-1 dw die Zeit darstellt, in der wy + x (t)=@pim Intervall <@, a+ 
k 


4 dw> verweilt, ergibt (25) die statistische Verteilung. Wir betrachten nuit 
(24) bei kleinen Werten von vif 


x(t) C, wo man nur den KinfluB deb 
Aah ——tx Xt a nichsten Teilchens zu beriich: 
Or , sichtigen braucht. In diesem Fall: 
ist: | 

Bild 2. C 


x() = ——__—"— aa 

(+ FG — 
Sieht man bei dieser Uberlegung von der nachsten Umgebung um den Punk! 
ty ab, so erhaélt man 


dx Cav . ad? x Os : 
dt gt? dat ~ on)? (2 


und die Beziehung (24) nimmt die Form 


C 
an. Nach Bild 2, auf dem die Funktion x(t) graphisch dargestellt ist, tretd 
die Punkte ¢, nur bei den Voriibergingen auf, fiir die C,/o" > Aw ist, od 
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it anderen Worten: uns interessieren die St6Be mit @ < 04, = (C,/Aw)1/. 
‘Beriicksichtigt man dies, so kann man (27) in einer anderen Form 


schreiben 
und erhalt 
pn/(n—1) ‘ 
n 


gleiche Resultat kann man auch auf einem etwas anderen Wege er- 
alten (28). Behalt man bei der Entwicklung von 7%(t) noch das Glied 
it — t,)® bei, so erhalt man fiir J (w) dw den folgenden Ausdruck: 


T(@) do = 
| 4nN 0," {1 n — ) E = ) v 


BR .n(w —o,)'t+3"|> 36 2n (Gy Sera ey 


ler fir Aw > Q in die statistische Intensitatsverteilung der Linie (20) tiber- 
seht. Die Beziehung (28) besagt, daB der Bereich fiir die Anwendbarkeit der 
tatistischen Theorie der Linienfligel ist. 

Jmgekehrt ist im Zentrum der Linie (Aw < 2) die Naherung nach der StoB- 
sheorie berechtigt. Tatsachlich kann man in (21) die Anderung der Phase 


' (é) beim StoB als momentan betrachten, wenn 1/4 wesentlich langer als die 
Dauer des StoBes ist: 


1/Aw Solr. 


Mach der StoBtheorie spielen bei der Verbreiterung der Linie StéBe mit 
Sa ~ (C,/v)/-D die Hauptrolle. Setzen wir Qo ein, so erhalten wir Aw 
— prin) in sdk eine Beziehung, die eine Umkehrung von (28) darstellt, 
Vie Beziehungen (27) und (28) erhalten einen einfachen physikalischen Sinn, 
yenn man sie unter dem Gesichtspunkt der allgemeinen GesetzmaBigkeiten 
snes Spektrums bei Frequenzmodulation betrachtet. Wir lassen zwei Bei- 
iele folgen: ; 
> *=4 C08 wt, 4 (t) = (a/u) sin wt. Der Charakter des Oszillatorspektrums f (¢) 
} ef[%'+ 200] hangt im wesentlichen von der GréBe des Modulationsgrades 
44 ab. Im allgemeinen Fall enthalt das Spektrum eine ganze Reihe von 
/omponenten mit Frequenzen, die Vielfache von / darstellen. Nur im Grenz- 
la/u > 1 fallt I(w) dw mit der statistischen Verteilung zusammen, und die 
sreite des Spektrums deckt sich mit der Schwankungsbreite 2a (29). 
_ * — a, wahrend des Intervalls t, << t < tnt1; Gq und Ty =ty,, —t, sind 
‘fallige unabhingige Veranderliche. Fiir den Zug n ist I,,(w) dw eine Bande 
‘it der Breite 2/r,, die symmetrisch hinsichtlich Mo + a, ist. Leicht erkennt 
an, daB dieser Zug, wie es die statistische Theorie fordert, nur zur Inten- 
‘at in dem kleinen Frequenz-Intervall um Mo + a, beitragt, wenn 1/1, < 
a, ist. Hier spielt a, -t, die Rolle des Modulationsgrades. 
atscheidend ist also nicht die ,,Modulationsgeschwindigkeit“ selbst (im 
sten Fall u, im zweiten 1 /t,), sondern das Verhaltnis eines Parameters, der 
» Modulationstiefe angibt, zu dieser Geschwindigkeit. 
| unserer Aufgabe wahlt man als Parameter natiirlich die maximale Ver- 
‘derung der Frequenz C/o” beim StoB, und als Modulationsgeschwindigkeit 
», die GroBe, die der Dauer des StoBes umgekehrt proportional ist. 
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Hierbei ist (27) durchaus analog den Beziehungen al > 1 und ayTr >1, die | 
die Grenze der Anwendbarkeit der statistischen Theorie bestimmen; diese }) 
uch friiher schon erwahnt (44). Tatsachlich liegt diese Ana- + 


logie implizit den Uberlegungen von UNsOLD (2) zugrunde. 


verschiebung 
des statistischen Fliigels die Ausstrahlung wihrend starker StoBe, d. h. bei)! 


Voriibergangen innerhalb des Weisskopf-Radius Qo. Dies gestattet die Be-- 
hauptung, da8 die unter der Voraussetzung erzielten Resultate, nur der! 
EinfiuB des nachsten Teilchens sei wesentlich, richtig sind, solange der mitt-\ | 


lere Abstand bis zum Stérteilchen R = (3/42) viel groBer als gg ist, d. h.i 
eoN< 1. (30))| 
Wir miissen uns jetzt dariiber klar werden, unter welchen Bedingungen ein 
groBer Teil des Intensitats-Integrals der Linie im StoBbereich liegt. Die! 
Beziehung (28) erlaubt eine Antwort auf diese Frage. Man erkennt leicht,{) 
daB hierfir Q die Breite y bei Stof wesentlich iibersteigen muB: 
, yrl(n—l) 
yr 220, Nvu< Q = Quen" 


Da 05 © (C,/v)/@~) ist, ist die letztere Beziehung aquivalent (30). 
Bei kleinen Drucken, solange (30) erfiillt ist, spielt die Verbreiterung durck 
StoB die entscheidende Rolle — auf den statistischen Fligel entfallt ent: 
sprechend ein verschwindend geringer Teil der gesamten Intensitat. 
Die Beziehung (30) fallt bis auf unwesentliche Zahlenfaktoren mit den Kri: 
terien fiir die Anwendbarkeit der StoBtheorie von MANDELSTAM une 
SoBoLew (40) und FoLEy (30) zusammen. Der integrale Charakter diese# 
Kriterien ist offenbar. In der Tat bedeutet (30) nichts anderes als die Mog; 
lichkeit, die Intensitat, die im statistischen Fligel enthalten ist, verglichet 
mit der summarischen Intensitét der Linie zu vernachlassigen. Bei spek 
traler Behandlung, d. h., wenn man den EinfluB des StoBmechanismus und 
des statistischen Mechanismus auf die Verbreiterung fiir jedes Frequena; 
Intervall einzeln betrachten will, mu8 man die allgemeinere Beziehung (28) 
benutzen?). 
Bei den Drucken ab N ~ 1/0} gilt die Ungleichung (30) nicht mehr. Da 
bedeutet, daS die StoBdauer Q,/v gréBer wird als die freie Flugdaue 
1/702Nv. Die Hypothesen, die der StoBtheorie zugrunde liegen, verliere 
offensichtlich an Uberzeugungskraft. Ob hierfir die statistische Theor: 
anwendbar ist, bleibt unklar. Die Antwort auf diese Frage kénnte die B 
dingung (24) geben, aber jetzt darf man die Abschiitzungen (26) nicht meh 
benutzen, und die Berechnung von dx/dt und d?x/dt ist im allgemeinen Fa 
einer gleichzeitigen Kinwirkung mehrerer Teilchen gewiB nicht ohne Schwier}; 
keiten. Wir werden auf dieses Problem nicht niher eingehen, weil bei : 


1) Ks kann sich herausstellen, daB der Bereich dw < 2 véllig durch die Doppld 
Verbreiterung ausgefiillt ist. Obgleich in diesem Falle die Beziehung (30) zutrifft, ist n’ 
der statistische Fliigel der Beobachtung zuganglich. 
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groBen Dichten die Wechselwirkung der Teilchen auf kurze Entfernung 
(Rk ne Qo) die Hauptrolle spielt, wovon wir nur ganz allgemeine Vorstellungen 
haben. 

Wir gehen jetzt zur Doppler-Verbreiterung tiber. Gewoéhnlich wird dieser 
Effekt rein statistisch behandelt (1). Die Frequenz des Oszillators, dessen 
Geschwindigkeitskomponente in Beobachtungsrichtung gleich v ist, ist 
entsprechend dem Dopplerprinzip um die GréBe @ v/c verschoben. Gehen wir 


von der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung 


W (v) dv etre s e—lojnyt 22 (31) 
MA U% 
aus und nehmen wir an 


I(@) da = W(v) dv; dw = w — Oy = vie und dw = (a/c) dv, 


so erhalten wir 


“et Gy - (= *)! d @ 
I(@) dw = —_¢ es eee: 32 
Va A Op’ ( ) 
wow ¥ 2 v?/3 und Awp = wy w/c die Doppler-Linienbreite ist. 


Bei der Ableitung von (32) war vorausgesetzt, daB im Spektrum des Oszil- 
lators, der sich mit der Geschwindigkeit v bewegt, nur die eine Frequenz 
@ (1 + v/c) enthalten ist. Dies ist auch wirklich der Fall, wenn sich v im Laufe 
| der Zeit nicht andert. Wenn jedoch v = v(t) ist, dann kann sich J (w) dw sehr 
von (32) unterscheiden. Bei unserem Problem haben wir eine unstetige 
Frequenzmodulation vor uns (die Geschwindigkeit des Atoms ist konstant 
zwischen den St68en und andert sich sprunghaft im Augenblick des StoBes),. 
Ein ahnliches Beispiel haben wir bereits oben betrachtet. Dort erklarten wir die 
Bedingungen fiir die Anwendbarkeit der statistischen Theorie, die im ge- 
gebenen Fall die Form 9 Un T, /C>1 annimmt. Setzen wir fiir UV, und T, 
die Durchschnittswerte > und T) (die freie Flugdauer) ein, so erhalten wir 


Mo 


€ 


v>1/t oder LSA, (33) 


wo L =rt, die freie Weglange, 1 = 2 2¢/w, die Wellenlinge des Lichtes ist. 
Entsprechend (33) muB man besonders groBe Abweichungen von (32) fiir 

L >A erwarten. Aber in diesem Fall ist 1 /T > Awy, und die Hauptrolle bei 
. der Lineinverbreiterung spielen die St6Be. Wir miissen bemerken, daB iiber- 
»haupt keine Veranlassung vorliegt, die Wechselwirkungseffekte und den 
¢ Dopplereffekt prinzipiell zu unterscheiden. In der Tat: eine Koharenz- 
| stérung beim StoB kann sowohl durch eine Phasenverschiebung als auch durch 
yeine Veranderung der Geschwindigkeit des Atoms hervorgerufen sein. Wir 
| werden darum beide Effekte gleichzeitig beriicksichtigen und setzen des- 
»halb 
I 


f(t) = exp fa 44 “2 f v(t) dt +4 [ x(t) ar}. (34) 
‘Das Spektrum des Oszillators (34) erhalt man leicht in der Naherung der 
| StoBtheorie. Der StoB wird von einer Geschwindigkeitsinderung des Atoms 
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und einer Phasenverschiebung begleitet. Zwischen zwei Stossen ist v = const 
und [ x(t) dt = const. Man kann zeigen, da8 in diesem Falle J (w) dw mit 
Hilfe des folgenden Ausdrucks bestimmt werden kann: 


ae ae meron 
He)de = ghee | Gamera ol ORR 
Kine eingehende Analyse von Verteilungen dieses Typs findet man in (53, 54). 
Wenn die StoBbreite y < Awpist, 80 ist im Zentrum der Linie (w — » — A) 
<A op und (35) fallt mit (32) zusammen. In den Fligeln der Linie (@ —wy—A) 
S> Aw» wird die Dopplerverteilung durch den Dispersionsfligel y |21(@—@o)? 
ersetzt. Ist umgekehrt y > Ap, 80 geht (35) in die StoBverteilung der 
Intensitat (16) tiber. In der Regel ist der optische Wirkungsquerschnitt 0% 
groBer als der aus der kinetischen Gastheorie errechnete, darum ist y= 2/T 
und die Beziehung Aap >/Y ist gleichbedeutend mit (33). 

Fir L< A wird die Beziehung (32) nicht anwendbar, aber in diesem Falle 
ist Awp<y, und die Doppler- Verbreiterung hort auf, iberhaupt eine nennens- 
werte Roile zu spielen’). ) 
Eg sind jedoch Falle denkbar, wo die Doppler-Verbreiterung auch fir L<A | 
nicht durch Wechselwirkungseffekte verdeckt wird, und die Abgrenzung 1 
des Dopplereffekts durchaus gerechtfertigt ist). 
Darum ist es neben den oben dargelegten allgemeinen Uberlegungen inter- - 
essant, die Abhaingigkeit der Doppler-Verbreiterung vem Druck getrennt [ 
von den Effekten der Wechselwirkung zu betrachten. 
Wir betrachten noch einmal den Oszillator (34), wobei wir im Exponenten © 
das letzte Glied fortlassen, das sich auf die Wechselwirkung bezieht. 

Fir L >A hat der zusitzliche Phasenzuwachs zwischen zwei StéBen, der: 
durch den Dopplereffekt bedingt ist, die GréSenordnung Wy VTo/¢ > 1. | 
Gegebenenfalls fiihrt die Dopplersche Frequenzverstimmung Zur Storung j 
der Kohiirenz ahnlich wie die Phasenverschiebung infolge der Wechsel- | 
wirkung. Darum kann man auch die Berechnung von I(w) dw leicht in ahn-t 
licher Weise durchfiihren, wie es bei der StoBtheorie geschah (1): 


Tr 2 ; 
I(w)do ~ > it exp f [ios —w)+ 2 | ; dt\ dw. (36% 
iy 


Mitteln wir in (36), in dem wir die Integration nach allen méglichen Werter 
von T, und v, ausfiihren, so erhalten wir fir I(w)d q leicht einen Ausdruck } 


1) Wir miissen betonen, daB wir (35) in der Naherung der StoBtheorie erhalten haben 
Wenn dwp ~ 2 oder sogar noch groBer als Q ist, so schlieBt sich an den Dopplerschex 
Kern der Linie unmittelbar der statistische Fliigel an. | 
2) Es gibt verschiedene Anzeichen dafir, da8 fir vollsymmetrische Schwingungen vor 
dipollosen Molekiilen (z. B. CyH,) der Wirkungsquerschnitt der Verbreiterung durch: 
StoB wesentlich kleiner als der aus der kinetischen Gastheorie errechnete ist (45, 56) 
AuBerdem iibt die Wechselwirkung keinen EinfluB auf die Linienform der Rayleigh 
Streuung im Gase aus, da die letztere durch erzwungene und nicht durch freie Schwir) 
gungen des Oszillators bestimmt wird (42, 54). | 
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ee vollig analog ist, nur mit dem Unterschied, daB A = 0 und y = 2/t, 
ist). 

Dieses Resultat zeigt, daB die wahre Intensitaétsverteilung sich von (32) 
durch das Vorhandensein des Dispersionsfliigels 1/at)(w — wp)? unter- 
scheidet, wobei auf diesen Fliigel nur ein kleiner Teil der gesamten Intensitat 
entfallt. Bei VergréBerung des Druckes wiichst das relative Gewicht des 
Dispersionsfliigels, da 1/t, ~ N, aber nur solange LZ noch groBer als 4 ist. 
Im anderen Grenzfalle L < 1 ist wyv t/c< 1. Die positiven und negativen 
Werte von v besitzen die gleiche Wahrscheinlichkeit, darum bleibt die zu- 
sitzliche Dopplersche Phasenverschiebung, die in der GroéSenordnung etwa 
gleich w,v T,/c ist, stets eine kleine GréBe, viel kleiner als 1. Es liegt auf der 
Hand, da8 diese kleine zusiatzliche Phasenverschiebung nicht zur Storung 
der Koharenz fiithren kann. 


Wegen der Kleinheit der Phase (w/c) ij v(t)dt = B(t) ist die Frage nach der 
Form von I(@)dw sehr leicht zu beantworten. Wenn f(t) < | ist, gilt 

f(t) = sin {aot + B(t)} © sin wot + B(t) cos wol, (37) 
und I(w)dw zerfallt in zwei Teile: in ein Gebiet, in dem die Intensitats- 


 verteilung durch die Form f(t) bestimmt wird, und in die nicht verbreiterte 
_ Linie (selbstverstandlich bei Fehlen der Doppler-Verbreiterung). Die Inten- 


sitaitsverhaltnisse, die in beiden Teilen auftreten, verhalten sich wie B?: 1 = 
= (@ 0 T,/c)? = (22 L/A)?. Fir L< A wirkt sich der Dopplereffekt also nur 
auf den wenig intensiven Fligel aus und zwar mit einer Intensitét ~ 1/N*?). 
Bei groBen Drucken, wenn die StoBdauer von der GréBenordnung 7, ist, mu 
» man die Ausstrahlung wahrend des StoBes beriicksichtigen. In diesem Falle 
. verteilt sich der Impuls bei Abgabe des Photons auf die beiden sich wechsel- 
+ seitig beeinflussenden Teilchen, wodurch sich die Aufgabe ein wenig ver- 
_ andert. (Hinsichtlich der Rayleigh-Streuung wurde das Problem in (42) be- 
handelt). 


IV. Analyse der Gesetze der Wechselwirkung 


1. Die Abhingigkeit der Stérung von der Zeit 


Oben war vorausgesetzt, daB sich die Stérung adiabatisch andert, d. h. so 
langsam, daB der StoB keine Ubergiinge zwischen den verschiedenen sta- 
tionaren Zustinden des Atoms induziert. Diese Voraussetzung ist in zwei- 


1) Die t-Verteilung lautet (1/1)) e~(/™). Bei der Mitteilung iiber + benutzen wir 
W (v) dv aus (31). 

2) Analoge Resultate erhielt DickE (41), der dieses Problem auf Grund des folgenden 
Modells betrachtete: das System des Oszillators fiihrt eine riickwarts schreitende Be- 
wegung in einem eindimensionalen Kasten von der Lange L mit Geschwindigkeiten aus, 
die gemaB (31) verteilt sind. Fir einen Oszillator, dessen Bewegung durch die Diffusions- 
gleichung beschrieben wird, erhielt DicKE fiir [(w)dw die Dispersionsverteilung mit der 
Breite 4 D/22, wobei D der Selbstdiffusionskoeffizient ist. Da dieses Resultat ohne Ab- 
leitung angefiihrt wird, ist die Ursache fiir die Abweichung nicht klar. Wir wollen nur 
bemerken, daB das Vorhandensein einer nicht verbreiterten Kuppe nicht von der kon- 
kreten Form von £(t) abhangt und offensichtlich nur durch die Tatsache zu erklaren 


ist, daB die Phase (wo/e) { v(t) dt fir L < / klein ist. 
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facher Hinsicht wichtig. Erstens gestattet sie die Annahme, dab die Stérung a 
nur in einer Phasenanderung des Oszillators in Erscheinung tritt, ohne seine |) 
Amplitude zu beeinflussen. Zweitens gestattet das Fehlen von Ubergingen 1 
zwischen verschiedenen M,-Zustanden, eines Niveaus die Verbreiterung der *) 
einzelnen 2- und o-Komponenten der Linie unabhangig voneinander zu 


betrachten. 


Die Bedingung fiir den adiabatischen Ablauf kann man leicht folgender- | 
mafen formulieren: Die Dauer des StoBes o/v soll geniigend groB sein, und | 
zwar so groB, daB & v/g wesentlich kleiner als die Energiedifferenz AE zweier ° 
stationdrer Zustande ist. Da die Frequenzen des Atomspektrums die GroBen- | 


ordnung von 101° sec? besitzen, wird diese Bedingung in der Regel erfillt?). 


Dies wird besonders dadurch bestatigt, daB der Wirkungsquerschnitt fir die » 
Auslischung der Resonanzfluoreszenz viel kleiner als 79% ist. Die Ubergiinge 
im Bereich eines Niveaus miissen gesondert beriicksichtigt werden. Wir © 
wollen uns zunachst erinnern, welche Aufgabe wir uns gestellt haben. Bei der » 


Berechnung der Energiewerte fiir die Aufspaltung eines Terms benutzt man 
gewohnlich ein Koordinatensystem, dessen z-Achse durch das Storteilchen 


geht. In diesem Falle hangt wegen der Axialsymmetrie der Storung (man | 


nimmt eine Wechselwirkung mit einem kugelsymmetrischen Teiichen 


an — dem Elektron oder dem Atom im 14)-Zustand) die Energie der — 


Wechselwirkung nicht von den Koordinaten x und y des Atom-Elektrons ab. 
In der Matrix der Z-Koordinate sind nur die Elemente ungleich Null, bei 
denen sich M, nicht andert, und darum zeigen Zustaénde mit verschiedenen 
M; bei Anwendung der Stérungstheorie keine Abhangigkeit voneinander. 


Aber dieses Koordinatensystem bleibt im Raum nicht fest. Wahrend des | 
StoBes dreht sich die Achse OZ, die dem Stérteilchen folgt, um einen Winkel © 
von der GroBenordnung 2. Wenn Ubergiinge zwischen verschiedenen M,- | 


Zustinden fehlen, so folgt der Vektor des Gesamtdrehimpulses J adiabatisch 


der z-Achse, und das Atom orientiert sich neu im Raume. Wenn dagegen solche » 


Ubergange méglich sind, so bleibt die Orientierung des Vektors J im Raume 
erhalten. 


Wiahrend des StoBes hat die Aufspaltung des Niveaus durch M, die GroBen- 


ordnung ’C,,/0", und die Bedingung des adiabatischen Ablaufs des Prozesses t 


fordert, daB die Beziehung C,,/o” > v/o oder 


Cn 
) 


0< (Sy xe (38) 


erfillt ist?). 


Die St6Be mit kleinem Stofparameter (die Voriiberginge innerhalb des | 


Weisskopf- Radius) verlaufen also adiabatisch. Darum kann man den stati- 
stischen Fligel der Linie, der durch die Ausstrahlung wihrend der StéBe mit 


1) Eine quantitative Betrachtung dieser Frage enthalt (30). 
*) Zu diesem Resultat kann man auch auf einem etwas anderen Wege gelangen. Die 


Drchung des Koordinaten-Systems mit der Winkelgeschwindigkeit ¢ ist bekanntlich | 


(siehe 57) der Uberlagerung eines auBeren Magnetfeldes H = 2mce/e, das im ge- 


gebenen Fall verinderlich ist, iquivalent, weil « von der Zeit abhaingt. Dieses Feld | 


enthalt Frequenzen von der GréSenordnung v/g. Offensichtlich sind Uberginge miglich, 
wenn v/o = C/o” ist, und unméglich fir v/e < C,/0", was durchaus (38) entspricht. 


a NR 


——_ 
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© <Q entsteht, durch Uberlagerung der einzelnen Komponenten unter 
Beriicksichtigung ihrer relativen Intensitiaten erhalten. Man sieht leicht ein, 
da8 die resultierende Intensititsverteilung in diesem Fligel durch Formel (20) 
beschrieben wird, wenn die Beziehung 
OW ee SOY [Xt (39) 
k k ; 
angewandt wird, wo J,, die relativen Intensitaéten der Komponenten sind. 
Im Gebiet der StoBverbreiterung hat eine Absonderung einzelner Kom- 
ponenten wegen der Stérung der Adiabasie schon keinen Sinn mehr. In der 


ersten Naherung kann man den fiir die ganze Linie giiltigen Mittelwert C, be- 
nutzen [dies wird beispielsweise in (2) vorgeschlagen]. Hier ergeben sich jedoch 
verschiedene Schwierigkeiten. Wenn alle Mj-Komponenten nach einer Seite 
verschoben werden, so kann man OC, aus der mittleren Verschiebung be- 
stimmen oder einfach setzen: 


C. aa 2) One lor |X lox. 


Wenn jedoch die Termaufspaltung symmetrisch erfolgt, wie z. B. beim 
linearen Stark-Effekt, so ist die durchschnittliche Verschiebung gleich Null. 
Bedeutet das, daB die Verbreiterung durch StoB tiberhaupt nicht vorhanden 
ist? Offensichtlich nicht. 

Beim ,,adiabatischen StoB“ orientiert sich das Atom im Raum neu. 

Die mit dieser Drehung — um einen Winkel 22 — verbundene Phasen- 
verschiebung fiihrt unabhangig von der Phasenverschiebung 7 (0), die durch 
Veranderung der Frequenz hervorgerufen wird, zu einer Stoérung der Ko- 
harenz (2). Le 

Unter Beriicksichtigung von (38) kann man fir O,, den Mittelwert der Ab- 
solutbetrage von C, verwenden. Hierbei missen wir bedenken, daB diese 
Schatzung nicht mehr als die GréBenordnung ergeben kann. Es wire rich- 
tiger, die ganze Rechnung in einem raumfesten Koordinatensystem durch- 
zufiihren. In diesem Fall wird die Energie der Wechselwirkung von allen drei 
Koordinaten des Atom-Elektrons x, y und z abhangen, was eine Beriick- 
sichtigung der Entartung hinsichtlich M; und die Loésung einer Sakular- 
gleichung notwendig macht. 

Auf Grund verschiedener Resultate die in (34) und (26)1) und in dem Bericht 
(2) enthalten sind, wird dort in voller Ubereinstimmung mit dem oben 
Gesagten bestitigt, da& die Unterschiede zwischen den genauen Berech- 
nungen und der elementaren Betrachtung (der Einfihrung des Durchschnitts- 
wertes C,,) im Falle der Wechselwirkung ~ R~4 und R-® nicht groB sind und 
ihren groBten Wert fiir Stérfelder ~R* und RK erreichen. 
Beriicksichtigt man z. B. die Ubergiinge zwischen verschiedenen M,-Zustan- 
den im Falle der Eigendruck-Verbreiterung (~ R-*), so verkleinert sich 
die StoBbreite y etwa um die Halfte. 


1) Diese offenbar sehr inhaltsreiche Arbeit [wenn man nach den zahlreichen Hinweisen 
in (2) urteilt] wurde leider nicht in der uns zuganglichen Zeitschriftenliteratur veroffent- 
licht. 

16 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 


192 J. I. SoBELMAN 


2. Wechselwirkung mit geladenen Teilchen 


Die Ladung Q, die sich in einer Entfernung R vom Atomzentrum befindet, 
ruft im Zentrum des Atoms ein elektrisches Feld mit der Feldstaérke H = Q/R? 
hervor. Gewéhnlich nimmt man an (J, 2), daB sich das Feld im Innern des 
Atoms nicht wesentlich andert und den 7 

gleichen Wert wie in seinem Zentrum unt 
beibehalt. 

Das Verhalten des Atoms im homo- 
genen elektrischen Feld ist gut er- 
forscht — das Feld fihrt zu einer Auf- 
spaltung oder zu einer Verschiebung 
der Linie, die fiir Wasserstoff propor- 
tional EH (linearer Stark-Effekt) und im 


allgemeinen Fall ~ #? (quadratischer CP ANE dy 2 4% 66A/bA, 
Stark-Effekt)?) ist. a 
Im ersten Fall ist die Frequenzver- A 5153,4A 


schiebung x ~ R-4 im zweiten ~ R-*. 
Die Beziehung (28) des vorigen Ab- 
schnittes gestattet eine Deutung des 
Charakters der Verbreiterung, der 
durch Ionen und Elektronen geschaffen 
wird. Diese Frage wurde eingehend 
in (2) betrachtet, und zwar speziell fiir 
die Bedingungen, wie sie in den Stern- 
atmosphiaren herrschen. 

Beim linearen Stark-Effekt rufen bei 
einer Temperatur voneinigen 1000Grad 
(wenn die Konzentrationen der ge- 
ladenen Teilchen genitigend groB sind) 
die Elektronen auBerhalb der Doppler- 
Breite eine StoBverbreiterung und die 
Ionen oft eine statistische Verbreite- 
rung hervor, wobei Schitzungen er- @ © * 2 9 2 4 6 66a/A, 
geben, daB unter diesen Bedingungen Bild 3. Vergleich der theoretischen und experimen- 
y< A Wp ist und daB man darum den ee parece der ,,scharfen‘ Serie 
Einflu8 der Elektronen tiberhaupt ver- ea en 

nachlassigen kann”). 

Beim quadratischen Stark-Effekt spielt umgekehrt die durch die Elektronen 
verursachte StoBverbreiterung die Hauptrolle. Die Wechselwirkung mit den 
Ionen vergréBert die durch StoB entstandene Breite ein wenig, — etwa um 
30%, weil nach (18) y, ~ v's ist. Fir Linien mit groBen Werten der Wechsel- 
wirkungskonstanten C, (in der Regel hat fiir Metallinien O, die GréBen- 
ordnung 10-?° — 10-* cm‘/sec) ist es méglich, daB ein statistischer Fliigel, der 


1) Wie Wasserstoff verhalten sich in geniigend starken Feldern auch andere Atome, die 
sich in Wasserstoff-ahnlichen (in der Regel stark angeregten) Zustanden befinden. 

*) Analoge Resultate erhielt Sp1tzER (32, 33, 34), der sich speziell mit der Ver- 
breitung von Wasserstofflinien befaft. 


| 
} 


\ 
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durch die Ionen geschaffen wird, erscheint. Fiir die Verbreiterung der Linie 
Mg 5528 A (31P,—4'D,) durch H+-Ionen ist Cy =5-10-!% cm/sec, fiir 
T = 5000°K und v = 108 em/sec und Q = v'/s/C'/s ~ 10! sec-!. Die Doppler- 
breite dieser Linie ist bei dieser Temperatur A wp ~ 2 - 10° sec-1. Die Ver- 
breiterung einer Reihe von Natrium- 
VI, linien mit quadratischem Stark- 

Max : . 
Effekt in der Bogenentladung in 


; A8194,8A Luft von Atmospharendruck wurde 
kirzlich in (77) untersucht. 
a6 Fiir einige dieser Linien war das 
Qs Auftreten eines statistischen Fligels 
zu erwarten, der durch Ionenerzeugt 
= wird, da die Bedingung 9,N' << 1 
fiir sie nicht zutrifft. Der Faktor 
Aa titont, LImen hat Sale 0, N's fiir die untersuchten Linien 
ey) betragtnach A bschatzungenaus (71) 
: im Fall einer Verbreiterung durch 
Tonen: 
A 5890;  6160,7; 5153,4; 


oN" 0,185; 0,35; 0,65: 


4751,8; 8194,8; 5688,2; 4982.8 A 
8 6 4 2 80 2 4 6 86A/HA, 0,97; 0,47; 1,24; ye 


A 4962,8A Die Verbreiterung durch VAN DER 
WAALS-Wechselwirkung hat, wie in 
(71) gezeigt wird, fiir 
alle diese Linien StoB- 
ic charakter. Wie aus 
a den nebenstehenden 
Kurven hervorgeht, 
0 8 6 + 202 & 6 8 W 2 % WMI haben die Dbeobach- 
Bild 4. Vergleich der theoretischen und experimentellen Linienkonturen der teten Konturen aller 
,diffusen“ Serie des Natriums. Linien, mit Ausnahme 
von A= 6160,7 und 
8194,8 A einen statistischen Fliigel, der um so intensiver ist, je groBer 
0) N*!s ist. 
Die Kontur der Linie 2 = 5890 spricht ebenfalls fiir einen reinen StoB- 
charakter. Dazu ist zu sagen, daB die gewonnenen Ergebnisse mit der Theorie 
sehr gut tibereinstimmen. 
Da die Energie bei der Termaufspaltung fiir den quadratischen Stark-Effekt 
nicht vom Vorzeichen von My, abhaingt, werden alle Terme sowohl mit 
positivem als auch mit negativem M; nach einer Seite verschoben. 
Infolgedessen lagert sich der statistische Fliigel an eine Seite des Kerns der 
Linie an, und zwar an die kurzwellige Seite (wenn C, >0) und an die lang- 
welligen Seite (wenn C, < 0). 
Wir werden auf die Betrachtung der verschiedenen konkreten Fille der Ver- 
breiterung nicht naher eingehen [siehe hieriiber (2)], sondern zu dem wesent- 
16* 


194 I. I, SoBELMAN 


lich interessanteren Problem ibergehen, in welchem Grade die Annahme eines 
homogenen Feldes der Wirklichkeit entspricht. 

Die Wechselwirkungsenergie eines Atoms mit einer punktformigen Ladung Q, 
die sich in der Entfernung R vom Atomzentrum in der Richtung OZ be- 
findet, kann man in eine Potenzreihe nach r (der Koordinate des Atom- 
Elektrons) entwickeln: 


Mee iakh. Lee eQe| Ree 322)/2R?+...}. (40) 


Hier ist das erste Glied die Dipol-Wechselwirkung, das zweite die Quadru- 
pol-Wechselwirkung usw. Wenn wir annehmen, da8 das Feld homogen ist, 
brauchen wir nur das erste Glied dieser Entwicklung zu beriicksichtigen, 
das besonders wichtig bei groBen Werten von R ist. Wir wollen untersuchen, 
was sich bei einer Beriicksichtigung der folgenden Glieder beim Wasserstoff- 
atom ergibt. Das Wasserstoffatom im Zustand der Hauptquantenzahl n hat 
eine Liniendimension ~4a)n, wobei 4) = h?/me* dic atomare Langeneinheit 
ist. Folglich besitzt das erste Glied im Ausdruck (40) die GroéBenordnung 
eQ a, n2/R? und das zweite Glied ¢ Q a? n4/R3. Alle Glieder in (40), die sich auf 
eine Inhomogenitat des Feldes beziehen, verschwinden bei VergroBerung von 
R schneller als 1/R?, darum wirkt sich die Inhomogenitat des Feldes nur bei 
starker Anniherung der Teilchen aus, das heiBt in den Fligeln der Linie. Der 
Einflu8 zusitzlicher Glieder macht sich erst geltend, wenn das zweite Glied 
der GréBenordnung nach dem ersten gleich wird, das heiBt fiir R<a, n* oder 
WD — Wy =e Qiayh un? = 4,1 . 10": Tin*. 

Diese Abschatzung zeigt, daB die Vernachlassigung einer Inhomogenitat 
des Feldes bei den ersten Gliedern der Reihe (kleine ) nicht zu groBen Fehlern 
fahrt und darum durchaus zulissig ist. [Diese Frage wird genauer in (34) 
erortert. ] 

Fiir nichtwasserstoffahnliche Terme ist die Sachlage wesentlich kompli- 
zierter. In diesem Fall ist die Korrektur erster Ordnung zur Energie des 
Niveaus w’ an ~ 1/R? gleich Null. Die Korrektur zweiter Ordnung von u’, die 
dem quadratischen Stark-Effekt im homogenen Feld entspricht (4 #’), ist 
proportional e2@?/R4, wahrend die Quadrupol-Aufspaltung des Niveaus [das 
zweite Glied in (40)] AZ’ ~ eQ/R? ist. Daher kann die Quadrupol-Wechsel- 
wirkung bei der Verbreiterung der Linie wesentliche Bedeutung haben. 
Nach den in (46) angefiihrten Berechnungen wird die Quadrupol-Aufspaltung 
eines Terms fiir ein Atom mit einem Valenz-Elektron durch Formel 


n  eQ GG +1) — 3m 
A Enin = R3 Onl 45 (j ah 1) Th. (41) 


beschrieben, wobei j der Gesamtdrehimpuls, | der Bahndrehimpuls und m die 
Projektion von j auf die Achse OZ ist. @n; = il R2,(r)r*dr ist der Mittelwert 
von r? im (n, l)-Zustand. Wie aus (41) zu ersehen ist, hingt der Charakter der 
Aufspaltung im wesentlichen von j ab. Im allgemeinen Falle ist. mit Ausnahme ~ 
von ) = 3/2 die Aufspaltung des Terms asymmetrisch. Der Term j = 3/2 ist | 
symmetrisch aufgespalten : A Z,,;—»/,, m= ++), =@Q On1/5 R® und AB; j=5),, m= 44h 


Uber die Theorie der Linienbreite von Atomen 195 


a —eQo,,/5 R*. Fir den Term j = 1/2 fehlt der Quadrupoleffekt tiberhaupt : 
a == OQ). . 

Nach (18) haingt bei der Wechselwirkung ~ 1/R% die Linienbreite y = 22?C,N 
nicht von v ab, darum spielen die Ionen und Elektronen bei der StoBver- 
breiterung der Linie die gleiche Rolle. Ebenso hangt die allgemeine Formel fiir 
die Linienverschiebung 4 = N vo; nicht von v ab, da in diesem Falle a; ~ 1/v 
ist [dies ergibt sich leicht aus (14) unter Benutzung von (5)]. Der Betrag der 
Verschiebung ist also fiir lonen und Elektronen gleich, aber ihre Richtung ist 
verschieden, da A Hy; », vom Vorzeichen von Q abhingt. Bei gleicher Dichte von 
Ionen und Elektronen fehlt darum die Gesamtverschiebung der Linie trotz 
der asymmetrischen Aufspaltung?). Es liegt auf der Hand, daB die Rolle der 


_ Quadrupolaufspaltung besonders groB im Falle eines kleinen quadratischen ' 


Stark-Effekts ist. Fiir die Resonanzlinie Ca 1 = 4227 A(4s?18, — 4s 4p'P,) 


/ zum Beispiel ist die Konstante des quadratischen Stark-Effekts OC, = 


— 0,78 - 10-15 cm4/see und fiir T ~ 5000° K ist yg = yaa + Yaion = 11,4 CY 
(ve? + vif) = 4,4 -10-7N, wo N = Nea = Nien ist. 


| Wie in (46) gezeigt wurde, ist auf Grund der allgemeinen Formel fiir die 


Quadrupol-Aufspaltung, falls wenige Valenz-Elektronen vorhanden sind, 
fir das Niveau 48718, AH” = 0, fiir das Nivequ 4s 4p1P, A E/—1i,m=41 


> = 69eQa7/5R* und A Ejj,m-0 = 138e Qa?/5R*. Daraus ergibt sich ohne 


weiteres C; ~ 10-7 cm?/sec, y3e1 = Y3ion = 222C3N =2-10-§ N und die 
volle Breite y = 4-10-® N. In diesem Fall spielt also der Quadrupol-Stark- 
Effekt im inhomogenen Feld die entscheidende Rolle. 

In dem dargelegten Beispiel ist y; Sy, und y, kann man vernachlassigen. 
Wenn y3 ~ y, ist, kann man beide Effekte nicht einfach summieren, weil die 
Niveauverschiebungen verschiedenes Vorzeichen haben kénnen. 

Wir wollen dies eingehender am Beispiel der Verbreiterung des Na-Resonanz- 
dubletts 2 = 5890 bzw. 5896 A(3s7S:;, — 3p?P), 1),) darlegen. 

Fir die Linie 4 = 5896(Sy,, — Py) fehlt der Quadrupol-Effekt. 

C,= — 3-10-15 cm*/sec (58), dementsprechend ist y,—1,1-10-°N und die 


. Linienverschiebung A,=—0,95-10-*N (wiederum bei 7 = 5000° K). 


Die Aufspaltung der Terme P:;, und Sy, im homogenen elektrischem Felde 
ist in Bild 5 gezeigt. Dort sind auch die méglichen Ubergiinge dargestellt : 
*/o—> */2; —"/2—> — */2(n-Komponente), */,—> — */2; — */2—>7/,(0-Komponente) 
und 3/, + 1/,; — 3/, > — 1/,(o’-Komponente). 

Die Konstanten der Aufspaltung sind nach (58): 

O,(a) = — 4,3 - 10-15 cm4/sec, O,(c) =—4,3-10-15 cm4/sec und (C,(o') = 
= — 1,56 - 10-15 cm*/sec. 

Die Quadrupol-Aufspaltung ist in Bild 6 dargestellt (das Stérteilchen ist das 
Elektron; fiir ein Ion tauschen die Niveaus -++1/, und + /, die Platze). Fiir 
den Term 3p?Ps), 1), ist @,, = 41a5 (46) und man erhalt aus (41) leicht die 
Frequenzverschiebung der z-, o- und o’-Komponenten: x (7) = + 5-10-°/R; 


1) In (47) wurde der Versuch unternommen, die Verschiebung der Na-Linien im Bogen 
durch den EinfluB einer Inhomogenitaét des Feldes zu erklaren. Aus dem oben Gesagten 
ersieht man, daB fiir die Linienverschiebung die Inhomogenitat des Feldes unwesentlich ist. 
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x(o) = + 5- 10-8/R3 und x(o’) = F 5- 10-8/R3, Das obere Vorzeichen gilt — 


fiir Elektronen, das untere fiir Ionen. 
Beriicksichtigt man nur das homogene Feld, so erhalt man leicht’) 


y_ = 1,15 - 10-*N. 
Betrachtet man umgekehrt nur die Quadrupol-Aufspaltung, so ist 
ye = 2-10" 0. 


9-10 


0,64 


7 
#4 


Bild 7. 


Bei gleichzeitiger Beriicksichtigung der Wechselwirkung beider Typen erhalt 
er Mea 6107" RF — 9.4 108s Roe (42) 


| - 


Wir kehren zu dem allgemeinen Ausdruck fiir die Linienbreite y = 2N vo, . 


zurtick, wobei wir bei der Berechnung von g, in (13) die Ausdriicke (5) und (6) | 


einsetzen : 


Cs 


ng) =2- 4+ 5-4. (43) | 


"¢ 


1) Beriicksichtigt man die Bemerkungen iiber die Wahl von C, im vorhergehenden 
Paragraphen, so kann man C, =—3,4- 107 cm‘/sec und C; = 5~- 10-® cm/sec 
setzen. Bei dieser Wahl der Konstanten kann y, etwa um das 1,5—2fache zu groB 
geschatzt sein. 


lt 


bh 
be 
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Beim Sto8 mit einem Elektron haben das erste und das zweite Glied in (43) 
entsprechend (42) verschiedene Vorzeichen, was zur gegenseitigen Kompen- 


» sation und einer gewissen Verkleinerung von (0) fahrt. Die Funktion n (0) 


ist in Bild 7 fir diesen Fall dargestellt. In Abschnitt I war gezeigt worden, 
da} bei Wechselwirkungen ~ R-? und ~ R-4o, = 23 ist, wo gy durch die 
Beziehung 7 (Q9) = 0,64 bestimmt wird. Ahnlich kann man im vorliegenden 
Fallo, abschatzen. In Bild 7 ist deutlich die Verkleinerung von g, infolge 
der Uberlagerung der Stérungen zu erkennen (09 — 0,38 - 10-7 cm _statt 
09 = 0,60 - 10-7 cm bei einem Quadrupol-Stark-Effekt). 

Bei einem Sto8 mit einem H+-Ion ruft die Uberlagerung der Stérungen im 
Gegensatz dazu eine Vergré8erung von 7(0) hervor, und folglich auch eine 
solche von gy. Wir fiihren die Endresultate der Rechnungen an: 


ya — 0,4 : 10-*N, Vion = 1- 10-°N, ace! -- Vion = 1,4 -10-*N. 


Addiert man jedoch einfach yg und y4, so erhalt man 3,15 - 10-8N. Im all- 
gemeinen Falle ist also eine Addition der Breiten ys und y, nicht zulassig?). 
Wenn beide Effekte die gleiche GréS8enordnung haben, so mu8 die Ab- 
schatzung von g, mit Hilfe von (43) erfolgen. 

Die Beriicksichtigung des Quadrupol-Effekts kann auch bei der Abschaitzung 
der Verbreiterung von Ionenlinien durch neutralen Wasserstoff wesentlich sein. 
Beim Sto8 induziert das Ion in dem Wasserstoffatom, das sich im normalen 
1s-Zustand befindet, das Dipolmoment d = (9/2) a2Q R/R? (22). Dieses 
Dipolmoment erzeugt seinerseits ein Feld mit dem Potential g = (dR)/R?® 
und einer Feldstarke ~1/R*. Der quadratische Stark-Effekt in einem 


_ solchen Felde ist ~1/R?° und spielt keine bedeutende Rolle. Jedoch muB die 


Quadrupol-Aufspaitung ~1/R® beriicksichtigt werden. 

Die Formel fiir die Aufspaltungsenergie erhélt man leicht, wenn man in 
(41) 3d,/R* = 27 a3Q/2 R® statt Q/R*® setzt. Die in (46) durchgefihrte Ab- 
schatzung zeigt, daB die Wechselwirkungskonstanten von der GréBenordnung 
10-*? ... 10-31 cm®/sec sind. 

Fiir die Linie Ca*+ 1 = 3933 A ist z. B. C; = 6 - 10-32 cm®/sec. Im Bereich 
der Sonnenatmosphare [Dichte der Wasserstoffatome (2) N, = 1017] ergibt 
dies eine Linienbreite y ~ 10° und eine Verschiebung A ~ 3,2 - 108, d.h. 
Werte von etwa der gleichen GréS8enordnung wie die relativistischen Werte 
(rote Gravitationsverschiebung). 


3. Van der Waalssche Wechselwirkung 
neutraler Atome 


Bild 8 zeigt den typischen Verlauf von Poten- 
tialkurven nach Franck-Condon, die den Anfangs- 
und Endterm des strahlenden Atoms als Funk- 
tionen der Entfernung FR bis zum Stérteilchen 


1) Der Einflu8 einer Inhomogenitat des Feldes auf die 
Verbreiterung der Resonanzdubletts durch Elektronen 
und Ionen wurde in (46) betrachtet. Hierbei wurde 
die Linienbreite zu 7, + y, angenommen, weshalb y fiir 
die Komponente (S:;, — Ps;,) etwa dreimal zu gro8 war. Bild 8. 
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darstellen. Wir besitzen z. Z. noch keine Theorie und keine experimentellen 
Methoden, die den genauen Verlauf dieser Kurven zu bestimmen gestatten. 
Die Dispersionsformel von London beschreibt mit geniigender Genauigkeit | 
nur die Wechselwirkung von Atomen in normalen Zustainden bei groBen 
Werten von R. Fir Storungszusténde mu man sich jedoch mit Schatzungen 
begniigen. In einer ganzen Reihe von Fallen bleibt sogar der qualitative 
Verlauf der Kurve unbekannt. So kann fir stark gestorte Zustainde V (R) 
kein Minimum besitzen. Die Entwicklung von V(R) nach Potenzen von 1/R 
beginnt mit dem Gliede ~ 1/R®. Darum nimmt man gewohnlich an 


Aw a C,/R® 


und vernachlassigt alle folgenden Glieder der Entwicklung. (In Bild 8 ent- 
spricht dies der punktierten Verlangerung der Kurven.) Die Schatzung ergibt 
nach (4) fiir die Wechselwirkungskonstante C, die GréBenordnung 10-*°... 
10-32 cm®/sec. Es liegt auf der Hand, daB diese Naherung nur in dem Falle 
berechtigt ist, in dem eine Wechselwirkung auf groBe Entfernungen die 
Hauptrolle spielt. Zahlreiche Experimente ergeben, daB die StoBverbreite- 
rung der Linie, bis zum Druck von einigen Dutzend Atmospharen (4) von 
wesentlicher Bedeutung ist. Dies entspricht dem in Abschnitt II abgeleiteten 
Kriterium fiir die Anwendbarkeit der StoBtheorie (30). Tatsichlich ist fir 
Cs = 10-31 cm$/sec und v ~ 5- 104 cm/sec 09 ~ (C,/v)™%—-) = 10-7 cm. Die 
mittlere Entfernung R = (3/42 N)'s hat die GréBenordnung von g, bei 
N ~ 1021, was Drucken von 40—50 Atmospharen entspricht. Entsprechend 
(18) ist fiir n = 6 das Verhaltnis von Linienbreite zur Linienverschiebung 
y|A = 2,8, wobei Bild8 zeigt, daB C,< 0 und die Linie in Richtung niedrigerer 
Frequenzen (Rotverschiebung) verschoben ist. Die Erfiillung dieser Be- 
dingung kann als eine gutes Kriterium fiir das Gesetz 1/R® und Formel (48) 
dienen. Die aus (4) und (30), sowie (13), entnommenen experimentellen 
Daten ergeben, daB in der Regel auch Rotverschiebung beobachtet wird’). 
Das Verhaltnis y/A kommt in manchen Fallen dem Werte 2,8 nahe. AuBerdem 
beobachtete MINKOWSKI bei der Verbreiterung von D-Linien durch Argon 
(4) einen roten Fliigel, in dem die Intensitaét nach der Beziehung I(@) ~ 
~(@ — @,)/* absank, was auch (20) und (43) entspricht?). 

Jedoch unterscheidet sich haufig y/4 merklich von 2,8 (um 20—30 und 
manchmal auch um 100%), sowohl nach der einen, als auch nach der anderen 
Seite. In einigen Fallen (allerdings verhiltnismaBig selten) beobachtet man 
eine Blauverschiebung statt einer Rotverschiebung (4). Dies alles beweist, 
daB eine Prizisierung des Gesetzes der Wechselwirkung besonders bei groBen | 
Dichten notwendig ist, Tatsichlich haben bei Drucken von einigen Dutzend | 


Atmospharen die mittleren Entfernungen zwischen den Atomen R und Ro, 
(siehe Bild 8) dieselbe GréBenordnung. Es ist daher zu erwarten, da®B die: 


1) Diese Verschiebung hat fast die gleiche GréBenordnung wie die relativistische » 
(Gravitations-) Verschiebung und muB bei Messungen der letzteren beriicksichtigt! 
werden. 
2) Entsprechend (28) tritt in jenem Falle der statistische Fliigel bei a—a 9 > v/s C7 
auf. Fir 7 = 300°K istu~ 5-104 und v'sC-{s ~ 5-104 sec". Fur groBe Werte T, 
z. B. in Sternatmosphiren fallt die ganze Linie in den Bereich der StoBverbreiterung (2). 


i 


{ 
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inneren Stiicke der Kurven V(R) die ausschlaggebende Rolle zu spielen 
beginnen,, wo (43) nicht mehr anwendbar ist. 

In der letzten Zeit erschienen Arbeiten, die sich mit dieser Frage beschiftigen. 
So wurde in (54) nachgewiesen, da man zu einer wesentlich besseren Uber- 
einstimmung mit dem Experiment kommen kann (49, 50, 52), wenn man in 
die statistische Theorie die Wechselwirkung 4/R* + B/R' einsetzt. Eine 
solche Prazisierung hat keinen theoretischen Wert, weil die Konstanten A 
und 8 rein empirisch sind; sie bestitigt nur die Unzulinglichkeit von (43). 
In dieser Hinsicht wesentlich interessanter ist das Problem der unterschied- 
lichen Verbreiterung und Verschiebung einzelner Komponenten von Multi- 
pletts. Dieser Unterschied wurde bei verschiedenen experimentellen Arbeiten 


| (15—17, 19, 51) festgestellt. 


Fir das Resonanzdublett von Rb ist bei Einwirkung von A, He und Ne die 
Sto8verbreiterung der Komponente (S:), — P:;,) groBer als die der Kom- 
ponente (S:,, — P1),). Die Ursache dieser Verschiedenheit wurde in (20) ge- 
klart. Bei der Berechnung der Wechselwirkungskrafte, oder mit anderen 
Worten bei Berechnung der Kurven V(R), beriicksichtigte man im Bereich 
Rk > R, ein Quadrupolmoment im P:),-Zustand. Dies ergab einen Unter- 
schied in den Breiten der Dublett-Komponenten um einen Faktor 1,12, was 
dem Experiment entspricht. 

Bei der Untersuchung der Linienverbreiterung im Plasma ergibt sich fast 
immer die Notwendigkeit, die Verbreiterung durch geladene Teilchen von der 
Verbreiterung durch neutrale Teilchen zu trennen. Wie kirzlich in (72) ge- 
zeigt wurde, kann man, falls die Verbreiterung StoBcharakter hat, in vielen 
Fallen die Verbreiterungen der beiden Typen recht zuverlaissig voneinander 
trennen, wenn man den Unterschied der Verhaltnisse y/A fiir Wechsel- 
wirkungen, die proportional k~* bzw. R-* sind, benutzt. Bei gleichzeitiger Be- 
riicksichtigung beider Wechselwirkungstypen ergeben sich die Gesamtbreite 
und die Verschiebung der Linie nach den Beziehungen 


y="%t+ Ve 
= Ay +A. 


Dabei kénnen die Verschiebungen A, und A, verschiedene Vorzeichen haben. 
Unter Benutzung von (18) kann man aus diesen Beziehungen die GréBen A, 


| und A, leicht eliminieren: 


Y=Va + ¥¢ 
= 4/1,16 + 6/2,8. 


Durch Messung von y und A kann man also y, und y¢ einzeln bestimmen. 
Dieser Umstand ist sehr wichtig, denn er gestattet eine Bestimmung der 
Konzentration geladener Teilchen V, auch dann, wenn y, die gleiche GréBen- 
ordnung hat wie y, und sogar fiir yy< y,. Als Beispiel geben wir die Er- 
gebnisse fiir NV, nach den Messungen in einer Bogenentladung an zwei Ca- 
Linien an (72) (siehe die Tabelle auf der folgenden Seite). 

In beiden Fallen stellt die GroBe y, nur einen geringen Anteil der Gesamt- 
breite dar. Trotzdem ergeben beide Linien gut iibereinstimmende N,- Werte. 
Das Verhaltnis der gemessenen y und A- Werte ist ungefahr gleich 2,2. In (72) 
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0,060 0,027 0,008 0,052 6,5 > 10-4 


0,067 0,030 0,013 11,3 1078 


eL1/em*] 
| 


0,8 - 104 | 


4578 A 1,0° 108 


3°D,—45F, 


wurde das Verhiltnis y/A fiir die Argon-Linie 7. 4300 A in der Funkenentladung\ 
gemessen. In diesem Fall kann man wegen der ziemlich hohen Werte von N,/ 
(etwa zwei GroBenordnungen hoher als im vorigen Fall) annehmen, daB| 
V4 > ye ist. Tatsichlich lieferte die Messung y/A = 1,13; y = 0,68 A und 
A = 0,60 A. Die Stark-Konstante fiir diese Linie hat den Wert: 


C, = 2,7 - 10-14 cm4/sec, so daB N, = 0,9 - 10!7 em-’ wird. 


Die Trennung der GréBen y, und yg von der gesamten Linienbreite ist noch] 
aus einem weiteren Grunde von Interesse. Weiter oben haben wir festgestellt,{ 


stimmung der Konstanten C, gibt. Die Ergebnisse der Arbeit (72) zeigen, da 
man dazu Messungen der Linienbreite im Bogen verwenden kann, obwohl diei 
VAN DER WAALS-Verbreiterung die Wechselwirkung mit geladenen Teil- 
chen verdeckt. 


4. Verbreiterung im homogenen Gas (Eigendruckverbreiterung) 


Wiederholt wurde darauf hingewiesen (J, 8), daB sich die Linien bei Ver-) 
dichtung eines homogenen Gases wesentlich starker verbreitern als bei Zu+/ 
satz eines Fremdgases. Diese Tatsache wurde anfangs damit erklart, daB eine 
besondere, fiir gleichartige Atome spezifische Verbreiterung bestehe, die 
durch Dipol-Wechselwirkung bedingt sei. Diese Verbreiterung erhielt dic: 
Bezeichnung Kopplungsbreite. Nach HOLTSMARK wird die Kopplungsbreite 
bei der Emissionslinie eines Systems von WN gleichartigen verbundener 
Oszillatoren (ein soleches System besitzt im allgemeinen Fall N-Frequenzen) | 
durch die mittlere quadratische Abweichung der Frequenz des Systems von 
der Frequenz des ungestérten Oszillators bestimmt, die iiber allen méglicher’ 
Lagen der Oszillatoren zueinander gemittelt ist. Diese Ansicht wurde von: 
WEISSKOPF (1) und WLassow und Furssow (8) einer eingehenden Kritiki 
unterworfen. Sie zeigten, daB die Hauptrolle im gegebenen Fall (bei nicht’ 
sehr groBen Drucken) die Wechselwirkung zweier Atome bei starker Annahe « 
rung spielt, d. h. der Mechanismus der StoSverbreiterung. ; 
Die Abschitzung des Wirkungsquerschnitts und der Linienbreite fihr') 
WEIsSKOPF auf Grund der von ihm entwickelten allgemeinen Uberlegung 
iiber die Phasenverschiebung durch. Dies fihrt zu folgenden Werten fir dic 


Wechselwirkungskonstante und die Linienbreite (1): 


e me 
C arr = . 4 
a dart OCR Temp Lage (34 
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wobei e die Ladung des Elektrons, m seine Masse und f die Oszillatorstirke 
der entsprechenden Linie ist. WLAssow und Furssow fassen den Mechanis- 
mus der Verbreiterung etwas anders auf. 

iBeim StoB ist ein Resonanzaustausch des Anregungsquants zwischen den in 
Wechselwirkung tretenden Atomen méglich oder, um die Sprache der 
ixlassischen Vorstellungen zu gebrauchen, ein Uberspringen ‘der Energie von 
pinem Oszillator zum anderen. Hierbei wird die Koharenz der Strahlung 
gestort, weil die Phasen der Schwingungen der stoBenden Oszillatoren ver- 
schieden sind (wenn auch nur wegen der Doppler-Verstimmung der Fre- 
juenz, die fiir beide Atome verschieden ist)!). Die GréBe der tibertragenen 
Snergie ¢ hingt von @ ab. Setzen wir ¢(0) gleich der Schwingungsenergie des 
Uszillators, so kann man den StoBradius Qo bestimmen. (Als StoB gilt danach 
“in Voriibergang, bei dem die ganze Schwingungsenergie von einem Oszil- 
ator zum anderen tibergeht.) Die in (8) angefiihrten Berechnungen ergeben 


e2 


1 te 2 e 

Rei Wott und erage ae, sans ON (45) 
ei Voriibergangen auBerhalb des StoBradius (e > @o) wird nur ein Teil der 
Ochwingungsenergie weitergegeben. Dieser zusitzliche Energieverlust be- 
wagt in der Zeit dt 


dH =2x Nvdi [ e&(e)do, 


Qo 
Bnd fihrt zu einer zusatzlichen Ausléschung von Schwingungen des ato- 


aren Oszillators und folglich zu einer zusiatzlichen Verbreiterung der Linie. 
iese Verbreiterung wird nach (8) durch folgende Formel beschrieben: 


5 2 
Deu ace 
3 Mp 
ie volle Breite ist 
Sa e? 
= a =f +N. 46 
a ae Smee (46) 


viese Formel unterscheidet sich von (44) nur um den Faktor 16/32. 

Vir betonen, daB man diesen Energieverlust nur wegen des nichtkoharenten 
sharakters der Schwingungen der aufeinander einwirkenden Oszillatoren als 
_usléschung betrachten kann, ahnlich der Ausléschung, die durch den Uber- 
ng von Energie auf aéuBere Freiheitsgrade oder durch die Ausstrahlung in 
inem anderen Frequenzintervall hervorgerufen wird. Im gegebenen Falle 
t also die Stérung der Phase beim StoB ausschlaggebend. 

‘er Unterschied zu der in Abschnitt I entwickelten allgemeinen StoBtheorie 
esteht nur in einer etwas anderen Art der Bestimmung des wirksamen StoB- 
uerschnitts, die dem vorliegenden konkreten Fall besser angepaBt ist. Etwas 


| Wir erinnern uns, daB diese Behauptung nur fiir L > A gerechtfertigt ist, d. h. bei 
yniigend niedrigen Drucken (siehe oben). Bei héheren Drucken erfordert die Frage 
‘ne gesonderte Uberlegung. 


: 
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anders werden auch die fernen Vorbeifliige behandelt). Da der Unterschied: 
von (46) und (44) unbedeutend ist, kann man bei konkreten Berechnungeny, 
sowohl die eine als auch die andere Methode benutzen. | 
In der Folgezeit wurde nach der Methode von WLassow und Furssow in (9)| 
eine Berechnung der Breiten von Multiplettkomponenten durchgefiihrt (be- 
trachtet wurde der StoB zweier Atome, die sich in Zustinden mit Gesamt- 
drehimpulsen J und J’ befinden). Die Berechnung ergab die gleiche Ver-). 
breiterung fiir alle Multiplettkomponenten, was dem Experiment durchaus|/ 
widerspricht (14, 15, 24, 25, 59). ) 
Die Ursache dieser Abweichungen beruht nach den Darlegungen in (30), wc 
eine ahnliche Aufgabe besprochen wird, auf einer falschen Mittelung der! 
Wechselwirkung. 
In (30) wurde der Berechnung die Methode von WEISSKOPF zugrunde ge} 
legt, und man nahm daher entsprechend (16) als Linienbreite y3 = 27? CN 
an. Der Mittelwert der Wechselwirkungskonstanten C; wurde aus dem Mittel }} 
wert der absoluten Betrage der Aufspaltungsenergie bestimmt (s. § 1 dieseq} 
Abschnitts). Im Gegensatz zu (9) ergab die Berechnung eine unterschiedlich} 
Verbreiterung der einzelnen Multiplettkomponenten. Speziell war fir dig 
Komponenten der Resonanzdubletts von Alkalimetallen das Verhialtnis deq 
Breiten y(S:),— P»,)/y(S:, — P2/,) gleich {/V2~V2. Das Experiment ergibt 
jedoch fiir Na—1,55, fir K 1,00, fir Rb 1,75 und fir Cs 1,72 (14, 15, 24, 29 
Wie man sieht, ist die Streuung der experimentellen Werte betrachtlich, wag 
den Vergleich mit der Theorie erschwert. AuBerdem tauchte unlangst de 
Hinweis auf, daB das erwahnte Verhiltnis wesentlich von den Versuch 
bedingungen abhangen kann. So hatte das in (59) gemessene Verhiiltnis de 
Breiten der Dublettkomponenten von Na bei einem Druck p = 0,013 To» 
und T — 300° C den Wert 1,14 und bei p = 0,503 Torr und T = 415° C des 
Wert 1,45. 
Das Problem, wo die Grenze zwischen dem Bereich der StoBverbreiteru 
und der statistischen Verbreiterung zu ziehen ist, gestaltet sich in diesevg 
Falle etwas anders. Es handelt sich darum, da8 die statistische Theorie iiif 
Falle von n =3 ebenso wie die StoBtheorie im Fligel der Linie Intensitatt 
verteilungen ~(w@ — Wp )~* ergibt. 
Trotzdem ist auch in diesem Fall der Unterschied zwischen StoBtheorie u 
statistischer Theorie beizubehalten, da fir 4@< 2 und Aw >2 da 
Wechselwirkungskonstanten in anderer Weise zu bestimmen sind (siehe §! 
des vorliegenden Abschnitts). Besonders mu man verschiedene Geset! 
maBigkeiten fiir die Verbreiterung der Multiplett-Komponenten erwarte# 
Die auf Grund der statistischen Theorie durchgefiihrten Berechnungen fiihrte 
z. B. zu den folgenden Formeln fiir den statistischen Fliigel (70) (es sind n 
die Resultate der Rechnung angefiihrt) : 
- dw 


é 
Then) 0 0) oe 2 rd anaeerenae 
0 i. 0 


1) In dieser Hinsicht liegt kein Grund vor, die gegebene Methode der Methode 
WEISSKOPF gegeniiberzustellen, wie dies in (8) geschieht [dieser Umstand wurde schi 
in (9) erwahnt]. | 
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Fir die Ubergange (18, — 18P3), (281, — 2 Pi) und (781, — 2 Ps),) ist wu = 2/9; 
1/3 baw. 0,256. 

Fir Resonanzdubletts von Alkalimetallen besitzt Cs; die GréBenordnung 
e?{/4 m wy =~ 10-8 cm/sec. Darumist bei 7’ = 300°K 2 ~ 104 sec-1. Da die 
Dopplerbreite bei dieser Temperatur 4a p~ 10! sec-! ist, kann es vor- 
kommen, daB die experimentellen Daten gerade dem Zwischengebiet Aw ~Q 
entsprechen, wo weder StoBtheorie noch statistische Theorie anwendbar 
sind. Diesen Umstand muB8 man bei der Interpretation des experimentellen 
Materials beriicksichtigen. 


5. Quantenmechanische Begriindung der Theorie 


Wir wollen uns zuniachst in groBen Ziigen die Uberlegungen von WEISSKOPF 
(1, 3) ins Gedichtnis rufen, der Klarheit dariiber schuf, unter welchen Vor- 
aussetzungen die Beziehungen (2) und (3) fiir die Intensitatsverteilung in der 
Emissionslinie eines Atoms gelten. 

Bei der Bewegung des Atoms im Felde der angeregten Teilchen sind seine 
Elektronen-Terme eine Funktion der Koordinate des Kerns R: V, = V,(R). 
Die Gesamtenergie des Atoms £ ist gleich der Summe aus V,,(R) und der 
kinetischen Energie ¢ der Translationsbewegung des Atoms, und die Kigen- 
funktion ist gleich dem Produkt Pn(V)Yn(R, L), wobei y,(q) die Eigenfunktion 
des Elektrons im Zustand n, qg die Koordinate des Elektrons und Wn(R, E) die 
Eigenfunktion der Translationsbewegung sind. 

Die Strahlungsintensitét beim Ubergang nn’ und der gleichzeitigen 
Veranderung ¢ — ¢’ ist proportional 


[49% Pa(@) vir (R, B') yy (R, B)dg- dR (47) 

Bei diesem Ubergang wird nach dem Gesetz von der Erhaltung der Energie 
das Quant 

ho =V,—Vy+te—e¢ =hopte—el (48) 

ausgestrahlt. Wir setzen voraus, da8 das Matrixelement fi IPn' (V)en(Q) dq 


denselben Wert A,, hat, wie ohne Stérung (dies entspricht der Annahme, 
da8B die Amplitude konstant ist). Dann erhalten wir fiir J (w): 


I(o) ~ | Ann | ph (R, B’) ya (R, E)dR|?. (49) 


Wir werden jetzt annehmen, daB die Bewegung des Atoms quasiklassisch ist, 
wobei wir uns der Einfachheit halber auf einen eindimensionalen Fall be- 


schrénken. In dieser Annaherung ist Y,(c, L) = ch elk fp 4% wobei der Im- 
puls p mit der Energie # durch die Beziehung p = V2me = V2m (E ty 
verbunden ist. Ferner ist (p — p’) v =e—eé’. Unter Beriicksichtigung von 
(48) kann man auch schreiben v(p—p’) = hw — hw,. Bedenken wir, daB 
dx = vdt ist, so erhalten wir statt (49): 


L(@)y~ VA, f eat il erst, dt |?. (50) 


204 I. I. SoBELMAN 


(50) ist den Beziehungen (2) und (3) fur den klassischen Oszillator mit kon- 
stanter Amplitude und verinderlicher momentaner Frequenz @,(t) durchaus 
aquivalent. Die durchgefihrte Rechnung 148t den Mechanismus der Spek- — 
trallinien-Verbreiterung verstandlich werden. An den Elektronen-Term _ 
schlieBt sich nach beiden Seiten das kontinuierliche Spektrum der Trans- _ 
lationsbewegung des Atoms an. Wenn die Storung fehlt, so sind die Eigen- — 
funktionen der Translationsbewegung orthogonal und der optische Ubergang | 
wird nicht von einer e-Anderung begleitet. Wird jedoch das Atom einer Sté- 
rung ausgesetzt, so wird diese Orthogonalitat gestort, und Uberginge mit 
einer e-Anderung werden méglich. Der Ubergang eines Teils der Anregungs- 
energie des Elektrons in kinetische Energie der Kerne ist es, der die Ver- 
breiterung der Linien hervorruft. 

In mehreren Arbeiten (35—38) entwickelte JABLONSKI eine Theorie der 
Spektrallinien-Verbreiterung auf einer etwas anderen Basis. 

Nach JABLONSKI bildet das ganze im gegebenen Volumen eingeschlossene 
Gas ein einheitliches System %hnlich einem Riesenmolekil mit stationaéren 
Zustanden der Kernbewegung. Die Linienverbreiterung wird ebenso wie bei 
WEISSKOPF damit erklirt, daB beim optischen Ubergang gleichzeitig der 
Elektronenzustand und der Zustand der Translationsbewegung des Atoms 
geaindert wird. Es liegt auf der Hand, daB die Problemstellung bei WEISS- 
KOPF und bei JABLONSKI fast. die gleiche ist. Im zweiten Falle werden nur 
die Eigenfunktionen der Atombewegung etwas anders bestimmt. Die | 
weitere Berechnung von (50) fihrt WEISSKOPF naherungsweise nach der ° 
StoBtheorie durch. JABLONSKI, der von einem der Formel (49) analogen 
Integral ausgeht, erhalt jedoch eine statistische Verteilung (20)!). Wegen © 
dieser Abweichung in den Resultaten kommt JABLONSKI zu dem Schlu8, ~ 
daB die Methode der Fourier-Analyse prinzipiell fehlerhaft sei und es nicht © 
méglich sei, mittels (50) einen richtigen Ausdruck fiir J (w)d@ zu erhalten. - 
Man kann leicht nachweisen, da8 kein Grund fir eine solche Behauptung t) 
vorliegt, weil der erwahnte Unterschied der Resultate nicht auf die Problem- - 
stellung, sondern auf die Methode der Ausrechnung zuriickzufihren ist. j 
Tatsaichlich enthalt die Formel (50) als Grenzfille sowohl die statistische 3} 
Verteilung (20) als auch die Verteilung durch StoB (siehe Abschnitt ITT). - 
AuBerdem ist die Formel fiir I(@)dw, von der JABLONSKI ausging, in der 1 
quasiklassischen Néherung durchaus der Formel (50) aquivalent. (Dies : 
wurde in (30) bewiesen.) Wir missen hinzufiigen, daB die Annahmen, die den i 
Berechnungen JABLONSKIS zugrunde legen (37), praktisch mit den Kri- . 
terien fiir die Anwendbarkeit der statistischen Theorie zusammenfallen. 

Zu den Resultaten von WEISSKOPF kann man auch auf ganz anderem Wege ‘ 
gelangen, wenn man den Einflu8 der Nachbarteilchen dadurch beriick- 
sichtigt, da man in die Hamilton-Funktion des Atoms die Stérung Vii). 
einfahrt. Wenn diese Storung sich geniigend langsam (adiabatisch) andert, 
80 ergeben sowohl die Strahlungstheorie nach DiRAC (30) als auch das; 
Korrespondenzprinzip (48) fiir I (w)dw einen Ausdruck, der (50) analog ist. 
Man erkennt leicht, daB dieser Weg nichts Neues im Vergleich zu (3) bietet,| 
da auch hier das Wesentliche die Voraussetzung ist, daB die relative Bewegung| 
a ae aaa | 


1) Bis auf unwesentliche zusitzliche Glieder. 
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der stoBenden Teilchen quasiklassisch erfolgt. Der Ubergang von der Stérung, 
die von den Koordinaten der Kerne abhingt, zu der Storung, die von der 
Zeit abhingt, ist tatsichlich nur in der quasiklassischen Naherung mdglich, 
in der die Koordinaten der Kerne als gegebene Funktionen der Zeit und nicht 
als dynamische Veréinderliche betrachtet werden. 


Fassen wir alles oben Gesagte zusammen, so gelangen wir zu der Behauptung, 
daB bei der quasiklassischen Naherung die Situation relativ einfach ist — die 
Berechnung von J (@)dq@ beruht sowohl bei der einen als auch bei der anderen 
Methode auf einer Fourier-Analyse der Schwingungen des Aquivalenten 
Sgeelators [die gleiche Bemerkung gilt auch fiir die Arbeiten (32— 44)]. 
| Die Bedingungen fiir die Giltigkeit der quasiklassischen Behandlung kann 
* man leicht formulieren (22): 
Die Bewegung im zentralsymmetrischen Feld ist quasiklassisch bei groBen 
» Werten des Bahndrehimpulsesh Vi(i + 1), und zwar wenn die Bedingung 
4151 erfiillt ist. Da in diesem Falle #4 VI(l + 1 ~ Al ~ wg ist, wobei w = 
=m, m,/(m, + m,) die reduzierte Masse und v die Relativgeschwindigkeit 
der stoBenden Teilchen ist, ist diese Bedingung der Forderung aquivalent, 
daB die Linge der de Broglie-Wellen 4 = h/uv im Verhaltnis zu g klein ist. 
» Wenn die Stérung durch Molekile oder Atome hervorgerufen wird, ist diese 
» Forderung immer erfiillt (eine gesonderte Uberlegung kann nur fiir die leich- 
+ testen Atome — H und He — beiniedrigen Temperaturen notwendig werden). 
+ Zum Beispiel ist fir p = 10°* gundv ~5- 104 cm/sec h/wv ~ 2 - 10-1 cm, 
» wahrend 9 die GréBenordnung 10-® ... 10-7 cm hat. 
) Wesentlich komplizierter liegen die Verhiltnisse, wenn die Storung durch 
J Elektronen hervorgerufen wird, bei denen sogar bei hohen Temperaturen die 
‘ quasiklassische Naherung in der Regel nicht anwendbar ist. Zum Beispiel ist 
i bei T ~ 5000° K: Ajuv ~ 3- 10-8 cm. 
\ Bei der Berechnung der Form einer durch Elektronen verbreiterten Linie 
3 liegt es nahe, den Umstand zu benutzen, daB Elektronen immer nur eine 
. StoBverbreiterung erzeugen (siehe § 2, Abschnitt IV). Allgemein wurde diese 
» Behauptung weiter oben auf Grund klassischer Abschatzungen ausgesprochen. 
. Es gibt nun keinen Grund, bei einer quantenmechanischen Behandlung eine 
,so groBe Zunahme des Wirkungsquerschnitts fiir die Verbreiterung anzu- 
. nehmen, daB die Beziehung 9 N's’ < 1 ungiltig wird. Man kann also die 
+ quantenmechanische Theorie der Verbreiterung durch Elektronen auf einem 
+ StoBmechanismus aufbauen. Von diesem Standpunkt aus wurde die Ver- 
, breiterung durch Elektronen vom Verfasser in (66) behandelt [siehe auch 
, (67)). 
t In der StoBnaherung vereinfachen sich die Rechnungen wesentlich. Die 
. Hauptschwierigkeiten bei der Berechnung bestehen ndmlich in der Bestim- 
| mung der Funktionen, die die Streuung der Elektronen am Atom beschreiben. 
Sieht man die StéBe als momentan an, so kann man das Gebiet kleiner Ab- 
_staénde fortlassen, bei dem natiirlich auch die Hauptschwierigkeiten bei der 
Berechnung dieser Funktionen auftreten. Fir grofe Abstinde kann man 
| diese Funktionen einfach durch ihre asymptotischen Ausdriicke ersetzen. 
Gleichzeitig ergibt sich aus diesen Rechnungen, daB im Fall des Elektronen- 
stoBes die StoBverbreiterung in der Tat die Hauptrolle spielt. Lost man also 


Vite — a, 


————— 
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das Problem in der StoBnaherung, so verliert man in der allgemeinen Problem. 
stellung kaum an Allgemeinheit, kann es aber so weitgehend vereinfachen, , 
daB simtliche Rechnungen in allgemeiner Form vollstandig durchfihrbar » 
werden. Dieser Umstand ist sehr wesentlich. Es erschien vor kurzem eine 
Reihe von Arbeiten (KIVEL, BLOOM, MARGENAU) uber die Verbreiterung ; 
durch Elektronen (68, 69, 70). Diese Autoren lésen das Problem ohne irgend- - 
welche Voraussetzungen iiber den Mechanismus der Verbreiterung. Nach 1 
langen und komplizierten Rechnungen sind sie dann gezwungen, sich auf die > 
Bornsche Naherung zu beschranken, deren Anwendbarkeit in diesem Fall | 
durchaus nicht gesichert ist, da die StéBe mit verhaltnismaBig langsamen 1 
Elektronen (mit einer Energie von 0,5 bis 1 eV) von besonderem praktischen 1 
Interesse sind. Selbst in dieser Naherung gelingt es aber nicht, die Rechnungen } 
in allgemeiner Form durchzufihren. Gleichzeitig werden wir weiter unten } 
zeigen, daB die in (66) abgeleiteten allgemeinen Formeln in der BORNschen 1 
Naherung mit den Ergebnissen (68) tibereinstimmen. 

Nach (66) laBt sich die quantenmechanische Behandlung des Problems auf ! 
die Berechnung des Spektrums des aquivalenten Oszillators zuriickfiihren: : 


f(t) = er mot + tZ2(m’—n°D) , (51) | 


wobei 77}, 7/1 die quantenmechanischen Phasen der elastischen Streuung fiir 1 
den Anfangs- und Endzustand des Atoms sind; sie hingen ab vom Dreh- » 
impuls beim StoBh Vi(l + 1) und der Geschwindigkeit v, die Summe er- - 
streckt sich iiber alle StoRe, die bis zum Zeitpunkt ¢ stattgefunden haben. 

Eine solche Berechnung wurde bereits in Abschnitt I durchgefiihrt. Im vor- § 
liegenden Falle ist eine gewisse Umformung notwendig. Bei der Mittelung ; 
des zweiten Faktors in (12) muB man jetzt die Phase 2(7; — 7’) statt y(@) 
einsetzen und die Integration nach @ durch eine Addition tiber / ersetzen. — 
Die Zahl der StéBe mit dem Drehimpuls & Vi (1 + 1) in der Zeit dt ist nach (60) | 
gleich Nudt(m/k?) (21 + 1), wobei k = wv/h ist. Daraus ergibt sich 


{e-i’ — 1}— Novdt a = (21 + 1) {e-*2(m-nt) — 1} = — Nv dt (a, + to,) 
Sythe «gee | 
o, = aq Dy (2 + 1) {1 — cos 2 (ni —nf’)}, (52)! 
TU eh : 
= Be (20 + 1) sin 2(7; — nf). (53)! 


Ks ist leicht einzusehen, da (52) und (53) in der quasiklassischen Naherungy 
in (13) und (14) titbergehen. 
Bei groBen Werten von 1, wenn die Bewegung quasiklassisch ist, ist 


hVU(L+ 1) ~poe=kho, 9 ~ Vil + Dik, Ao ~ (21+ 1) AYkVIC +1) 


und ye el + 1) = 20 -do. 


Al 
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Ersetzen wir die Summation in (52) und (53) durch eine Integration, so er- 
halten wir wieder (13) und (14). AuBerdem ergibt sich nach (22) in der quasi- 
klassischen Naherung bei der Streuung durch das Feld 4D,/R": 


1 nm— 1 
einer AR 
a DAIM—DY r ” (54) 
(F) 


Setzen wir &k = wv und ko =1 (wir erinnern uns auch, daB J"(2/.) = Vx ist) 


so geht Formel (54) in 
n—t1 
em ear acre 
per 20p%e a (=) 
sole 


uber und 2 (2); — 1/) entspricht genau 7(0) nach (5), wenn man C, = D, — Dy 
setzt. 

Die durch Elektronen erzeugte StoBverbreiterung ist also von derselben Art 
wie eine durch schwere Teilchen erzeugte StoBverbreiterung, wobei die Aus- 
driicke fiir die Wirkungsquerschnitte o, und o; mit den klassischen tiberein- 
stimmen; man muB allerdings diese klassischen Groen in entsprechender 
Weise verallgemeinern, nimlich die Integration tiber 9 durch eine Summation 
iiber 1 und die Phasen 7 (J) durch die GréBe 2(7; — nj’) ersetzen. Auf die 
Méglichkeit einer solchen Verallgemeinerung der Formeln (13) und (14) fir 
den Fall schwerer Teilchen wurde zuerst von LINDHOLM (J3) hingewiesen. 
Wir wenden uns nun dem Ausdruck fiir den Wirkungsquerschnitt der StoB- 
verbreiterung og, in der BoRNschen Naherung zu. Dabei ist es zweckmaBig, 
die GréBe o, durch die Streuamplituden f’ (Q) und f”’ (Q) fiir den Anfangs- 
und den Endzustand des Atoms auszudriicken: 


(ey — eS (21 + 1) [e2#™ — 1] P, (cos @), (55) 
Ge xf lf (9) — f’ (@)? sin OdO. (56) 
6 
In der BorNschen Naherung ist 
(0) = Fre ZF, 


wobei Z die Gesamtzahl der Elektronen im Atom ist; F'(q) ist der Formfaktor 
des Atoms [q = (2 p/h) sin(9/2)]. Man erhalt dann leicht 


2k 4ay kt 
4nmet [ (F’(q)—F'@!I DO AEE pe is) 
|e ae ea 
0 


(57) 


5 At k2 
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wobei dy = A2/m e? und x = dy @ ist. Die gleiche Abhangigkeit zwischen dem 
Formfaktor des Atoms und dem Wirkungsquerschnitt fiir die Verbreiterung 
wird auch in (68) abgeleitet [siehe Formel (22) ]. 

Die Formeln (52) und (53) lassen sich leicht auf den Fall unelastischer St6Be 
verallgemeinern. Formal kann man unelastische StéBe durch Einfihrung 
der komplexen Phase, + 1B, an Stelle der reellen Phase 7, beriicksichtigen (60). 
Beachtet man dies, so erhalt man 


op = HS (21+ 1) {1 — PM 008 2erk — 1H) (58) 
1=0 
hes pe (21 +1) e2 (Bi + Bi) gin 2 (yt — 771)- (59) 


Die Ausdriicke (52) und (53) geben den Zusammenhang zwischen der Linien- 
verbreiterung und der elastischen Streuung von Elektronen an, denn diese 
beiden Erscheinungen werden durch die gleichen Phasen 7, bestimmt?). 

Die Phasen 7, hingen natiirlich von der Wechselwirkung bei kleinem StoB- 
parameter ab, so daf ihre Bestimmung im allgemeinen Fall sehr schwierig 
ist. In diesem Zusammenhang ist es wiinschenswert, festzustellen, wie genau 
man rechnet, wenn man zur Abschatzung der Phasen 7, die quasiklassische 
Formel (54) verwendet. Nach (22) ist (54) anwendbar unter der Voraussetzung : 


mD,k*-2 
i 


Als Beispiel betrachten wir den besonders interessanten Fall des quadrati- 
schen Starkeffekts. Setzen wir fir k den Wert 4- 10- 7em~! (entsprechend einer 
Elektronentemperatur von 7’ = 5000° K), so ergibt sich, daB man fir Linien 
mit -C, = Dj + Dg = 10-1... 10-12 cm*/sec durchaus' berechtigt ist, 
die Formeln (54) sowie auch (13) und (14) anzuwenden. Bei: Gf 10 
10-14 em4/sec kénnen diese Formeln jedoch erheblich falsche Werte geben. 
Die Abweichung von den klassischen Formeln kann sich in erster Linie darin 
auBern, daB das Verhiltnis y/A von dem Werte der klassischen Theorie ab- 
weicht. Bei CO, = 10-14... 10-12 cm4/sec ist dieses Verhaltnis nach (18) 
gleich 1,16, was ausgezeichnet mit dem Wert y/A fiir die in (62) dargestellte 
Kontur der durch Elektronen verbreiterten Argonlinie 2 = 4300 A tiber- 
einstimmt. 


Ee (60) 


1) Der gesamte Wirkungsquerschnitt der Streuung wird bekanntlich nach (22) durch 
die Beziehung 


4x = : 
0 =e & 2! + 1) sin? 


gegeben. Den Ausdruck (52) kann man in der Form 


9 oo 
t— BP (21 + 1)'sin? (4; — 7) 


schreiben. Der Unterschied zwischen o und o, besteht darin, daB in o die Phasen 
selbst, jedoch ino, nur ihre Differenz 7j— nj steht. Wir miissen bemerken, dafB in (23) 
der optische Wirkungsquerschnitt falschlich gleich dem Streuquerschnitt o gesetzt wird. 
Auf diesen Fehler wurde auch in (13) hingewiesen. 
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Zum SchluB wollen wir noch ermitteln, inwieweit die oben gemachte Vor- 
aussetzung, daf der StoBmechanismus bei der Verbreiterung die Hauptrolle 
spielt, gerechtfertigt ist. Die StoSnaherung ist brauchbar unter der Voraus- 
setzung 9, N's << 1. Am ungiinstigsten ist offenbar der Fall groBer Qo, also 
groBer Werte der Konstanten C,. Gerade in diesem Fall sind aber, wie oben 
festgestellt wurde, die klassischen Abschitzungen gerechtfertigt, die zeigen, 
daB die Verbreiterung durch Elektronen immer StoBcharakter hat. , 
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Theorie der kinetischhen Erscheinungen in Helium II’) 
Von I. M. CHALATNIKOW 


I. Einleitung 


Fliissiges Helium hat im Temperaturgebiet unterhalb des A-Punktes?) (dort 
wird es als Helium II bezeichnet) eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaften. 
Die wichtigste von diesen ist die Fahigkeit, ohne Reibung durch enge Kapil- 
laren zu strémen; sie wurde von KapizA [1, 2, 3] entdeckt*) und als ,, Super- 
fluiditat‘‘ bezeichnet. Wie eine einfache Abschatzung zeigt, ist die DE BRo- 
GLIE-Wellenlange der Heliumatome bei Temperaturen der GréBenordnung 
{—2°K vergleichbar mit den Atomabstinden. Daraus ergibt sich un- 
mittelbar, da8 das Helium II ein wesentlich quantentheoretisch zu behan- 
delndes Objekt ist. Die*) spatere Erklirung der Eigenschaften des Helium II 
vom quantentheoretischen Standpunkt stammt von LANDAU [4, 5]. 

Beim absoluten Nullpunkt liegt der Normalzustand des He II vor. Bei von 
' Null verschiedenen Temperaturen kann man von einem angeregten Zustand 
_ des He II sprechen. Jeder angeregte Zustand des He II stellt eine Gesamt- 
- heit von Elementaranregungen dar, ahnlich wie etwa ein fester Kristall, 
- in dem die thermischen Schwingungen der Atome in den Gitterpunkten 
- ebenfalls als Gesamtheit von Schallquanten (Phononen) dargestellt werden 
) k6nnen. 


1. Das Energiespektrum des He Il 


| Die Elementaranregungen im He II werden durch eine bestimmte Abhangig- 
| keit der Energie ¢ vom Impuls p gekennzeichnet. Man kann zeigen, da den 
\ Anregungszusténden, die nur wenig vom Normalzustand abweichen, nahezu 
- eine Potentialstrémung der Flissigkeit entspricht’). 
| Eine Potentialbewegung in einer Flissigkeit 148t sich bekanntlich durch 
| longitudinale Schallwellen darstellen. Die entsprechenden Elementar- 
. anregungen sind die Schallquanten (Phononen). Die Anregungen im He II 
im Anfangsteil des Energiespektrums sind also Phononen. Kine Analyse 
des experimentellen Materials tiber die wichtigsten thermodynamischen 


' 1) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 59, 673—753 (1956). 

' 2) T — 2,19° K bei Atmospharendruck. 

' 3) Anm. d. dtsch. Red.: Unabhangige und gleichzeitige Messungen von J. F. ALLEN 
| und A. D. Misener, Nature 141, 75 (1938). 

| 4) Anm. d. dtsch. Red.: hier verwendete. 

/ 5) Dies ergibt sich unter der Voraussetzung, daB der Normalzustand ein Potential- 
| gustand ist. 

| 18 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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GréBen, durch die das He II gekennzeichnet ist, zeigt, daB sich ihre Tempe- 
raturabhangigkeit befriedigend beschreiben ]aBt, wenn man von einem — 
Energiespektrum der Anregungen im He II von der in Bild la dargestellten — 
Form ausgeht. Kleinen Impulsen entsprechen hierbei langwellige Anregungen, 
naimlich Phononen, deren Energie proportional dem Impuls ist: : 
&€=cp (c = Schallgeschwindigkeit). (1,1) | 
Nach einem linearen Anstieg kriimmt sich die e-Kurve, geht bei einem Impuls 


= P, durch ein Minimum von der Hohe A, und steigt dann wieder an. 
In der Umgebung des Minimums 148t sich die Energie ¢ nach Potenzen von 


b 


of TT LY 
Ausbreitungsvektor k 


38 


Energie 
(muttiph.mit em/nzin (AY) 
) on 


10. 204A” 30 
Ausbreitungsvektor k 


—) 


7 2 
p:10” lo emsec] 
Bild la Energiespektrum der Anregungen des He II. Bild 1b Strukturfaktor S(k). 


p — P, entwickeln; diese Entwicklung beginnt mit dem quadratischen | 
Glied. In diesem Impulsbereich gilt also 


ey 2 | | 
Pm WEA deel) (1.2) 

=o 
Die langwelligen Anregungen, die diesem Impulsbereich entsprechen, be- 
zeichnet man als Rotonen. Der Koeffizient hat die Bedeutung einer effek- 
tiven Masse des Rotons. Die Parameter der Theorie A, Py und w wurden von 
uns auf Grund der experimentellen Werte fiir die spezifische Warme und die | 
Geschwindigkeit des zweiten Schalls im He II bestimmt (siehe weiter unten). 
Diese Werte betragen 


A = 8,0°-K,: Py = 2;L-.10-1* g om/ae0; «yo. =.1,72.104* 5, 


Kine strenge theoretische Ableitung des Energiespektrums fiir eine reale ) 
Flissigkeit von der Art des He II ist natiirlich unméglich. BoGOLJUBOW [6] | 
behandelte das idealisierte Problem eines verdiinnten BOSE-Gases. Die von | 
BoGOLJUBOW entwickelte originelle Methode erméglicht eine vollstindige ’ 
Bestimmung des Energiespektrums der schwach angeregten Zustiinde dieses } 
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Systems. Es zeigte sich, daf die schwach angeregten Zustinde sich durch 


eine Gesamtheit von Elementaranregungen darstellen lassen; deren Energie- 
spektrum dem oben fiir die Anregungen im He II angegebenen recht ahnlich 
ist. 

Man kann zeigen, daB das Energiespektrum der Anregungen vom geschil- 
derten Typ eine Superfluiditét zur Folge haben muB1). Es kénnen im He IT 
gleichzeitig zwei Bewegungen stattfinden, nimlich eine superfluide mit der 
Geschwindigkeit », und eine normale mit der Geschwindigkeit »,. Jeder 
dieser Bewegnugen entspricht eine bestimmte effektive Masse. Die Summe 
der superfluiden und der normalen Masse ist gleich der Gesamtmasse der 
Flissigkeit. Beide Bewegungen erfolgen unabhangig voneinander (mindestens 
im Gebiet kleiner Geschwindigkeiten », und v,, die bestimmte kritische 
Werte nicht tberschreiten), so da8 eine Impulsiibertragung von einer 
Bewegungsform auf die andere nicht méglich ist. Der Impuls der Volumen- 
einheit des He II setzt sich also aus zwei Anteilen zusammen: 


j = 050 + OnYn. (1,3) 


Man bezeichnet den Koeffizienten 0, als Dichte des normalen Teils der 
Flissigkeit, 9, als Dichte ihres superfluiden Teils. Die Summe von On und 0, 
ist gleich der Dichte der Fliissigkeit selbst: 


(= o5 “E Os- . (1,4) 


Am /-Punkt ist das Verhaltnis o,/¢ = 1; mit abnehmender Temperatur ver- 
ringert es sich. In hinreichender Entfernung vom A4-Punkt kann man die 
Gesamtheit der Elementaranregungen im He II als ideales Gas der An- 
regungen auffassen. Hierbei gehorchen die Phononen offenbar der BOSE- 
Statistik. Die Rotonen lassen sich durch die BOLTZMANN-Statistik be- 
schreiben, da das in der Rotonen-Energie enthaltene Glied A wesentlich gréRer 
ist als kT’. 

Es mégen im Helium gleichzeitig zwei fortschreitende Bewegungen mit den 
Geschwindigkeiten », und », stattfinden. Die Energie der Elementaran- 
regung im ruhenden Bezugssystem H (p) la8t sich durch die Energie ¢ (p) 
in dem Bezugssystem ausdriicken, in welchem der superfluide Teil der Fliissig- 
keit ruht [29] 


E (p) = € (p) + Pde. (1,5) 
Die normale Bewegung der Flissigkeit ist verbunden mit einer Translations- 
bewegung des Anregungsgases, die ebenfalls mit der Geschwindigkeit p, 


erfolgt. Die Verteilungsfunktion n fir die Elementaranregungen hingt ab 
von der Energie der Relativbewegung 


H’ = H— pd, = €(p) + po, — pd,. (1,6) 


1) Zur Superfluiditat fihrt ein Spektrum jeder Art, das der Bedingung 


O€ F 
Op == 0 bei p= 0 
geniugt. 

18* 
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Im bewegten He II wird also die Energieverteilung der Phonomen durch 
eine PLANCK-Funktion gegeben: 


E+ pds —PVn -l 
n= r oe a, (1,7) 


hierbei ist ¢ die Funktion (1,1). 
Die Energieverteilung der Rotonen folgt einer BOLTZMANN-Funktion 
pa e+ pvs—PDn 
n=e** (1.8) 


mit der e-Funktion (1,2). 


2, Zusammenhang zwischen dem Energiespektrum der Anregungen 
und dem Strukturfaktor des fliissigen Hell 


FEYNMAN [8] zeigte, daB zwischen der Form des Energiespektrums und 
dem Strukturfaktor der Flissigkeit ein enger Zusammenhang_ besteht. 
FEYNMAN betrachtet einen angeregten Zustand der Flissigkeit und kon- 
struiert die y-Funktion dieses Zustandes. Bei der Analyse der verschiedenen 
méglichen Konfigurationen der Atome in der Flissigkeit bringt er Argumente 
dafiir, daB die y-Funktion dieses Zustandes als symmetrische Summe 


DIAL iS hy (2,1) 


iiber simtliche Atome des Systems dargestellt werden kann. f (tq) ist eine 
Funktion des Radiusvektors des Atoms mit der Nummer a, @ ist die Wellen- 
funktion des Grundzustandes, die von den Koordinaten samtlicher Atome 
abhingt. Eine derartige Funktion wurde von BrJL [9] angegeben. Fir kleine 
Ausbreitungsvektoren f schreibt B1JL die Wellenfunktion des angeregten 
Zustandes in der Form 

Daexp (tft) ®. 
FEYNMAN bringt Uberlegungen, die dafir sprechen, daB eine derartige 
Funktion auch bei groBen Ausbreitungsvektoren eine gute Naherung fir 
die y-Funktion ist. Zur Bestimmung der Funktion f (ta) wird eine Variations- 
methode verwendet. 
Wir schreiben den HAMILTON-Operator des Systems folgendermaBen?): 


h? 
H Sees ei ye2+ U— Ey. (2,2) 
Dabei ist U die potentielle Energie des Systems; die Energie wird vom 


Grundzustand EH, aus gemessen. Die Wellenfunktion des Grundzustandes 
geniigt daher der Gleichung 


H® = 0. (2,3) 
Nun fiihren wir eine Funktion F ein: 
y= FO, (2,4) 


1) h bedeutet hier und im folgenden die durch 22 dividierte Plancksche Konstante. 


Theorie der kinetischen Erscheinungen in Helium II 215 


Lassen wir den HAMILTON-Operator (2,2) auf die so dargestellte Funktion p 
wirken und beriicksichtigen wir (2,3), so erhalten wir 
Hy =H (F®) ee rey (h?/2.m) De (OViF + 27.®V,F) = 
= @ (— h?/2m) D'Va (en Va F). (2,5) 
|Hierbei ist 9y = ©? die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Grundzustand ; 
sie bestimmt die Wahrscheinlichkeit fiir jede Konfiguration 1% (r¥ ist die 


Gesamtheit der Radiusvektoren aller N-Atome des Systems). 
Die Energie des Systems ergibt sich als Minimum des Ausdrucks 


h2 
é= [yt Hy dr = are Digi VaF*A,Foyd* t (2,6) 


(dr bedeutet eine Integration tiber die Koordinaten simtlicher Atome) unter 
ider Zusatzbedingung, daB das Normierungsintegral 


I= [ytyd*: = [ F*Foyd¥t (2,7) 
einen festen Wert hat. Die Energie ZH hat den Wert 6/I. Wegen (2,1) kann 
man die Funktion F als Summe 

F= Dale (ta) (2,8) 

iiber alle Atome des Systems darstellen. Setzen wir diesen Ausdruck in das 
Normierungsintegral 

I= [ DeDdios* (te) f (te) ond. (2,9) 


ein, halten zwei beliebige Atomnummern a und 0b fest und integrieren in 
(2,9) iiber die Koordinaten aller tibrigen Atome, so erhalten wir 


T= [ f (ta) f (te) Oe (ta te) Pry Or. (2,10) 


Dabei ist 9, die Wahrscheinlichkeit, das eine Atom in 1,, das andere in t, vor- 

zufinden. Ebenso erhalt man durch Integration von oy iber die Koordinaten 
| simtlicher Atome mit Ausnahme eines einzigen eine Funktion 9, (t,), welche die 
| Wahrscheinlichkeit dafiir darstellt, da&8 man das Atom in einer im Grund- 
| zustand befindlichen Flissigkeit an der Stelle r, vorfindet. Diese GroBe ist 
offenbar unabhangig von rt und gleich einer Zahl gy. Was die Funktion 
| Q2(t, tg) angeht, so kann man sie in der Form 


2 = Qo P (ty — te) 

_darstellen, wobei die Funktion p nur vom Abstand der beiden Atome ab- 
| hangt, so daB das normierte Integral (2,10) folgenden Wert hat: 

I=Q ie (t,) f (to) p (ty — Yq) dry a? ry. (2,11) 
| Das Integral (2,6) fiir die Energie 6 nimmt, nachdem man F in der Form (2,8) 
| angesetzt und tiber die Koordinaten aller Atome mit Ausnahme eines einzigen 
| integriert hat, folgende Form an: 


h2 
Ca Sei da | Vol* (eat (ra) oyd t = 


yy) ee VF (t) Vf (v) Br. (2,12) 
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Nun wihlen wir die Funktion f (r) so, daB das Verhaltnis 6/I ein Minimun! 
wird. Wir variieren dieses Verhaltnis nach /* und erhalten mit Hilfe von (2,11) 
und (2,12) die Gleichung | 


; he | 
B [ p(— "f(s = — 3p, VN: (2,45) 
if | 
Diese Gleichung hat die Losung | 
__f (t),== exp tft. (2,14 
Der Energiewert E (f), welcher dieser Lésung entspricht, ist 
h? k? 
Pn fea Sy 2,14 
ES) 2m £) Cy 
Dabei ist S (f) die FouRIER-Komponente der Korrelationsfunktion p(t) 
St) [p@) exp tfr d3r. (2,14)8 


Wie aus ihrem Zusammenhang mit der Korrelationsfunktion p(r) hervo: f 
geht, ist die Funktion S(f) der Strukturfaktor der Fliissigkeit, der beispiel:}} 
weise die Neutronenstreuung beim absoluten Nullpunkt bestimmt. [ 
Der Strukturfaktor S(f) ist aus dem Experiment recht gut bekannt. D: 
bemerkenswertesten Eigenschaften dieser Funktion kann man schon aw 
Grund elementarer Uberlegungen ableiten. Bei hohen Werten von |f| gehtd¥ 
Funktion S(f) gegen Eins; hierbei geht die Korrelationsfunktion in eir 
6-Funktion iiber. Die Funktion S(f) hat ein Maximum bei |f|-Werten yc 
der GréBenordnung 2z/a, wobei a der Atomabstand ist; dem entspricht eid 
Maximum der Funktion p(t) bei einem r von der GréBenordnung a, wob# 
sich also zwei Atome in einem Abstand aufhalten, der gleich dem mittlereq 
Atomabstand ist. Bei kleinen Werten von |f| schlieBlich geht die Funkticq 
S(t) linear gegen Null; das entspricht der Tatsache, daB die Korrelation fil 
groBe Abstiinde verschwindet. Bild 1b zeigt den Verlauf der Funktion S(G 
und den daraus folgenden Verlauf der Funktion E(k). Der lineare Anfang: 
teil von E(k) entspricht dem Phononentei] des Spektrums. In der Umgebur1 
des Minimums kénnen wir die Funktion E(k) folgendermaen darstellen: | 


h2 
B(k) =A + 5 (kk) 
= Ll 


Dieser Teil des Energiespektrums entspricht dem Rotonenteil des Spektrum 
Auf Grund der Angaben von Hurst und HENSHAW [J0] tiber die Neutroner 
streuung im fliissigen Helium bei 7 = 4,2°K erhielt FEYNMAN fir dJ 
Minimalenergie des Rotons einen Wert von 18° K, wahrend nach therme 
dynamischen Daten A = 8,9° K ist. Diese Diskrepanz ist nicht besonde: 
schwerwiegend, weil FEYNMAN eine ziemliche grobe Naherung fir d 
Wellenfunktion des Zustandes der Fliissigkeit benutzt hat’). 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Vgl. auch R. P. FEYNMAN u. M. Coen, Phys. Rev. 10! 
1189 (1956), wo die oben zitierte Methode verbessert wird und dann zu 4 = 11,5°" 
fiihrt, | 
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3. Die thermodynamischen Funktionen des He II 


In einiger Entfernung vom A-Punkt sind die Dichten des Phononen- und des 
Rotonengases nicht sehr groB, und diese lassen sich, wie gesagt, als ideale 
Gase betrachten. In diesem Fall setzen sich alle thermodynamischen Funk- 
tionen aus zwei Anteilen zusammen, die von den Phononen und den Ro- 
tonen herriihren. 

Bei der Berechnung der thermodynamischen Funktionen benutzen wir fiir 
die Phononen und Rotonen die Verteilungsfunktionen (1,7) und (1,8). Hierbei 
kann man die Abhingigkeit der Verteilungsfunktionen von der Relativ- 
geschwindigkeit »,—, in erster Niaherung vernachlassigen. Diese Ab- 
aingigkeit kommt erst bei Werten », — v, zur Geltung, bei denen unter den 
ublichen Bedingungen die Superfluiditét schon zusammenbricht. Nur bei 
usbreitung einer Welle zweiten Schalls hoher Amplitude gelingt es, er- 
hebliche Relativgeschwindigkeiten zu erreichen. In diesem Fall erweist es 
ich als notwendig, in den thermodynamischen Funktionen die in », — bv, 
uadratischen Glieder zu beriicksichtigen. 

Wir berechnen zuniachst die thermodynamischen Funktionen fir das ruhende 
ell. 

ie thermodynamischen Funktionen fiir das He II lassen sich mit Hilfe der 
ormeln der BOsE-Statistik aufstellen. Die Phononen gehorchen bekanntlich 
er BosE-Statistik; die Rotonen-Verteilung hangt nicht vom Typ der 
Statistik ab, weil ja die Rotonen-Energie ein groBes konstantes Glied 4 > kT 
nthalt. 

ie freie Energie eines BOSE-Gases betragt 


F=—kT{in(1 +7) dt, (3,1) 
dabei ist 
_ p?dpdQ 
= Onhye 


das Volumenelement im p-Raum; dQ ist das Raumwinkelelement). 
Nach einer einmaligen partiellen Integration erhalten wir aus (3,1) 


. 1 de 
. Fa—z | np 5 ary (3,2) 


Mit Hilfe dieser Formel kann man die freie Energie des Anregungsgases be- 
)stimmen. Die Entropie der Anregungen erhalt man, indem man die freie 
,Energie (3,2) nach der Temperatur differenziert : 


5 OF 1 pape 08 
8=—55=— spm| ¥* (0 55) em Bet 


(v’ ist die Ableitung der Verteilungsfunktion nach ihrem Argument). 
LPreie Energie, Entropie und spezifische Wdrme des Phononengases. Inte- 
igrieren wir in (3,2) unter Benutzung der Verteilungsfunktion (1,7), so er- 


halten wir die freie Energie des Phononengases (¢ = cp) 


d e ves 

1 7 0 1 

Pixgee eac (71) Dame dt, =— — Ey. (3,4) 
/ J P 
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der Phononen in der Volumeinheit des He II betragt 


4n® (kT \3 7, | 
SS SS fh N . Bs 
sustiest: Gam) gS sgn oe (3.5 


Die Energie Fyn 


Dabei ist 
N 24-4 ( ley 
pho = <2 < 1 2 athe 


des Phononengases ergibt sich entwe 
oder unmittelbar durch Differenzieren des gewonnenen Ausdrucks (3,4) fii 


die freie Energie. Wir erhalten 


OF» 162° ( kT sch, 
Ss) = a 7 4 A) 
Sph or ror a) q | 
Nun berechnen wir noch die spezifische Warme des Phonenengases 
,OS8pn 162° a A 
Ome tage ois (sc) (3, 


Freie Energie, Entropie und spezifische Wirme des Rotonengases. Die fred 
Energie des Rotonengases pro Volumeneinheit des He II ergibt sich nacf 
der allgemeinen Formel (3,2) mit der Verteilungsfunktion (1,8). Bei dy 
Integration hat man zu beachten, da8 entsprechend dem Energiespektru £ 
die Impulse der Rotonen ihrem Betrage nach nahezu gleich Py sind. 
Wir erhalten also 
F,= —kT N,. (3,5) 


Dabei ist N’, die Anzahl der Rotonen in der Volumeneinheit des He II: 


: ; 2P2 (kT): e-4/T | 
N, = | nadTy = (x): hs (3,& ' 
Wir differenzieren die Beziehung (3,8) und finden die Entropie des Rotoned 
gases: 
OF A 3 
NS = pela = —— —— f 
r oT EM. (Fp a >) (35) 
Ferner berechnen wir die spezifische Wirme des Rotonengases: 
0s A hs A 3 
C.=T+-— =k bande Bee ey 
Ne T om EN (i + Ti + *). (3,14 


Wir fassen die Ergebnisse von (3,6), (3,7), (3,9) und (3,10) zusammen uil 
finden damit Ausdriicke fiir die spezifisché Entropie und die spezifische Warr’ 
des He II: 
A 3 169°] ET OP | 

S05 2 WN ype pines rages 
r t+ Spn Z aC, Ao ) == 45 (sxac) (3,1 


2 
A? Avon S\-: 16e8ky ED ee 
C=C6,4 Cp» = kN, (> pas een ae 
= ( gre ) 15 a (31 


qe arg “as 
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Rechnungen, die den obigen entsprechen, lassen sich auch fiir den Fall einer 
von Null verschiedenen Relativgeschwindigkeit t» = », — v, durchfihren 
[29]. Ohne auf die nicht allzu schwierigen Rechnungen niher einzugehen, 
geben wir hier die endgiiltigen Ausdriicke der thermodynamischen Funk- 
tionen fiir diesen Fall an: 


Fin = Fyn (1 — w2/c2)-2, (3,13) 

= kT Pow 
a FSi = 

: Pow Cin Tr (3,14) 
Son = Spn (1 — w®/c?)-2, (3,15) 
Con = Cyn (L— wi /e2?, (3,16) 
— ET: P,w ah Be i ks Pow Pyw 
Ras ig ON oe — in — : 

K Vee Sin iT + F, 7 leu on ET Gof er (3,17) 
= kT Pyw IL 0 Pew 
C = * 0 ee 0 * 0 : 

& C, ia Sin tr + F, TORT Sin LT (3,18) 
Hierbei ist w=|v,—v,| die Relativgeschwindigkeit der normalen und 


der superfluiden Bewegung. Die Buchstaben ohne Querstrich bedeuten die 
entsprechende thermodynamische Funktion fiir das ruhende He II. 


4, Die normale Dichte 


He II wird durch eine weitere sehr wichtige Funktion, namlich seine 
normale Dichte 0,, gekennzeichnet. Der Impuls der Volumeinheit des He IT 
in einem Bezugssystem, das sich zusammen mit seinem superfluiden Anteil 
bewegt, ist nach (1,3) 


Dra =1— Os = On (0, — 0,). (4,1) 


Andererseits 14Bt sich dieser Impuls durch das Integral 
[pale + pv, — pr») dty (4,2) 


iiber simtliche Elementaranregungen darstellen. Durch Vergleich von (4,1) 
und (4,2) erhalten wir eine Beziehung, die die GréBe der normalen Dichte 
bestimmt: 

On (Yn —d-) = [ pn (e + pd, — pdx) dtp. (4,3) 


Bei geringen Relativgeschwindigkeiten », —v, kann man die Verteilungs- 
funktion » in eine Reihe nach Potenzen dieser Differenz entwickeln. Das 
nullte Glied der Entwicklung bringt das Integral auf der rechten Seite 
zum Verschwinden. Das erste Glied liefert 


1 ; 
on = — appl Pin'dty. (4,4) 
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Wir berechnen zunachst den Phononenanteil der normalen Dichte. Wir 


setzen dazu in (4,3) die Verteilungsfunktion (1,7) ein: 


| e€+PVs—P Dn —1 
Oapn (On — Yo) =|» ke ba Sh is (4,5) 


Nach Ausfihrung der Integration und der Division durch den beiden Seiten 
gemeinsamen Faktor (bp, — Dg) erhalten wir 


Oapn = ye whey. (4,6) 


Die entsprechenden Rechnungen wollen wir auch fir die Rotonen aus- 


fiihren. Es ist 
_ ETP 0s—P0n 
kT 
Ont (On — Vs) = | PC dT, = 


ney ig ees (60 Pow FT Gin tr): (4,7) 


we kT -Pyw kT 
Daraus erhalten wir ohne groBe Mihe 

kT Pte hie Abe 

Onr — Ne (Go kT — ein Br) 


Die normale Dichte des Heliums Q» ist gleich der Summe von @nph und @nr- 
Nach (4,6) und (4,8) gilt 


kT 
Qn = Onr + Onph = Nia (Go 


(4,8) 


Pyw Pe Re ofS 
abled OFT tr) + 
4 E 
Aes ee ape 
eee (1 — w?/c?)-*. (4,9) 


Bei geringen Relativgeschwindigkeiten des normalen und des superfluiden 
Anteils kann man die Abhangigkeit der GréBen @npn und Qn, Vom. Betrage der 
Relativgeschwindigkeit w vernachlissigen. Die Formeln (4,6) und (4,8) 
liefern in diesem Fall 


4 Eon 
Qnph = > me (4,10) 
Onr = app Nee. (4,11) 
= 4 En Po y 
On Oi c = 3kT Ny: (4,12) 


Bei Temperaturen oberhalb 0,8 bis 1° K spielen die Rotonen in allen thermo- 
dynamischen Funktionen die Hauptrolle. Der relative Beitrag der Rotonen 


zu diesen Funktionen nimmt aber mit sinkender Temperatur schnell ab, | 
Dies beruht darauf, da8 die Rotonenanteile der Funktionen mit der Tem-— 
peratur nach einem Exponentialgesetz abnehmen, wahrend die Phononen- | 


anteile nur mit 7 abnehmen. 
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Praktisch kann man, wie schon erwaihnt, in fast allen Fallen die Abhangigkeit 
der thermodynamischen GréBen von der Relativgeschwindigkeit vernach- 
lassigen. Dies wird dadurch méglich, da8 in dem Geschwindigkeitsgebiet, 
in dem Superfluiditaét zu beobachten ist, die Verhaltnisse w/c und wP,/kT 
sehr klein sind. Behandelt man jedoch eine Schallausbreitung mit groBer 
Amplitude, so ist es nicht mehr méglich, diese Abhangigkeit zu ignorieren. 
Wir stellen schlieBlich noch fest, daB wegen c > kT'/P, die Abhangigkeit 
von w fiir die Rotonen stirker in Erscheinung tritt als fiir die Phononen. 


5. Vergleich zwischen experimentellen und theoretischen Werten 
der thermodynamischen Gréfen 


Bevor wir zu einem unmittelbaren Vergleich der experimentellen und 
theoretischen Werte fiir die thermodynamischen Groen tibergehen, wollen 
wir uns noch ein wenig mit der Berechnung der Hauptparameter der Theorie 
beschaftigen, die das Energiespektrum des He II kennzeichnen. Es sind dies 
vor allem die GroéBen A, Po, «. Zur Bestimmung dieser Parameter haben wir 
die Angaben von HULL, WILKINSON und WILKS [11] iiber die spezifische 
Warme des Heliums und die Ergebnisse von PESCHKOW [12] tiber die Ge- 
schwindigkeit des zweiten Schalls benutzt. Am zweckmaBigsten sind hierzu 
die Daten aus einem Temperaturgebiet in groBerer Entfernung vom /-Punkt. 
In unmittelbarer Umgebung des A-Punkts ]48t sich das Phononen-Rotonen- 
Gas nicht als ideal betrachten, und folglich lassen sich auch die oben ab- 
geleiteten Formeln fiir ein ideales Gas nicht anwenden. Die Nichtidealitat 
des Anregungsgases hinreichend genau zu beriicksichtigen, ist unmdéglich. 
Anders ist die Situation bei tiefen Temperaturen (unterhalb 1,2° K), wo das 
Verhaltnis o,/o0 klein wird und das Anregungsgas als ideal betrachtet 
werden kann. 

Die Parameter der Theorie wurden auf folgende Weise bestimmt: 

1. Durch Integration der spezifischen Warme [11] im Temperaturintervall 
von 0,6 bis 1,2° K findet man die Entropie des Heliums. 

2. Aus der Geschwindigkeit des zweiten Schalls uw, nach [12], der spezi- 
fischen Wirme C nach [11] und dem oben gewonnenen Wert der Entropie S 
ergibt sich das Verhialtnis 9,/o0 nach der Formel 


S2 
tf pm jis 
Qn OC 


3. Nach der Formel (4,10) wurde der Phononenanteil des Verhaltnisses @,/0 
berechnet. Die Schallgeschwindigkeit in dem betrachteten Temperatur- 
intervall wurde zu 237 m/sec angenommen [13]. Durch Subtraktion der be- 
rechneten Werte (0n/0) pn von den experimentellen Werten fir Q,/o ergibt 
sich dann der Rotonenanteil (0,/0);. 

4. Ferner wurde ein Diagramm konstruiert, das die Abhangigkeit der GroBe 
In [7 (on/0)r] von 1/7 darstellt [vgl. (4,11)]. Diese Abhangigkeit wird durch 
eine Gerade gegeben, deren Steigung nach Formel (3,8’) unmittelbar die 
GroBe A liefert. 

Auf diese Weise erhielten wir den Wert 


A = (8,9 + 0,2)° K. 
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Dieser Wert ist etwa um ein halbes Grad kleiner als der friher aus den Daten © 


bei hohen Temperaturen gewonnene Wert von (9,6 + 0,5)° K [14]. 


Die angegebene Methode zur Bestimmung des Parameters A ist besonders \ 


vorteilhaft, wenn man die vorhandenen experimentellen Daten tiber die 
spezifische Warme und die Geschwindigkeit des zweiten Schalls im He II 
benutzt. Eine unmittelbare Verwendung der Daten iiber die spezifische 
Wirme zur Bestimmung von A ist nicht méglich. Das liegt daran, dai} die 
spezifische Wirme des Heliums im Gebiet tiefer Temperaturen nur mit einem 


ziemlich hohen Fehler gemessen werden kann (5% oder 3 - 10-4 cal/g Grad). | 


Um den Rotonenanteil der spezifischen Wiirme zu finden, miiBten wir von | 


dem gemessenen Wert der spezifischen Wirme den berechneten Phononen- 


anteil abziehen; der im Gebiet tiefer Temperaturen einen erheblichen Anteil 


des Gesamtwertes ausmacht. 

Bei dieser Auswertung der experimentellen Ergebnisse geht der Fehler bei 
der Messung der spezifischen Warme vollstandig in den Rotonenanteil tiber, 
so daB der relative Fehler bei der Bestimmung des Rotonenanteils noch groBer 
wird als 5%. Aus den gefundenen Werten fiir den Rotonenanteil der spezi- 
fischen Warme lat sich der Parameter A also nur mit einem grofen Fehler 
entnehmen. Benutzt man dagegen die Geschwindigkeit des zweiten Schalls, 


die sehr viel genauer bekannt ist (der Fehler ist hier kleiner als 1%), soerhalt | 


man die GréBe o,/o mit der gleichen Genauigkeit, mit der die spezifische 
Warme des He II bekannt ist. (Der Fehler im Verhaltnis S?/C ist gleich dem 


Fehler bei der Bestimmung von C oder S.) Der Phononenanteil des Verhalt- | 
nisses ¢,/9 ist verschwindend klein, so dal sich der Rotonenanteil praktisch | 


mit der gleichen Genauigkeit wie 0,/0 selbst ergibt. Bei der verwendeten 


Methode ist also nur der Fehler in der Messung der spezifischen Warme wesent- 
lich. 


Zur Bestimmung des Parameters P, verfuhren wir folgendermafen: 


1. Es wurde der Rotonenanteil der Entropie S, berechnet. Zu diesem Zweck | 
wurde von den durch Integration iiber die spezifische Wirme gewonnenen | 


Werten der Entropie der Phononenanteil, der sich nach Formel (3,6) ergibt, 
abgezogen. 


2. Die Griéfe P? ergab sich aus den gefundenen Werten von (0n/Q)r und S, . 


nach der Beziehung 


eT /A 3 
fe eh es ni 
0 (t) ¢ S, (a rs *). 


die sich durch Kombination der Formeln (3,9) und (4,11) ergibt. Wir erhielten 
so einen Wert 


P, = (2,1 + 0,05) - 10-1® g cm sec™?, 


der nur wenig von dem frither erhaltenen Wert (2,06 + 0,02) - 10-19 abweicht. 


Die effektive Masse des Rotons mu ergab sich aus dem Rotonenanteil der 
Entropie unter Benutzung der gefundenen Werte fiir A und Py. Wir erhielten 


pe = (1,72 + 0,68) - 10-*4 g. 


| 
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Der groBe Fehler in der Bestimmung von yw riihrt von dem Fehler in der 
Bestimmung des im Exponenten auftretenden Parameters A her. Kine 
geringfiigige Anderung in der Gréfe A veranlaBt eine erhebliche Verschie- 
bung der GréBe w. Der.angegebene Wert fiir die effektive Masse des Rotons 
ist fast drei mal kleiner als der frither aus Ergebnissen bei hohen Tempe- 
raturen gewonnene Wert. 

Die angegebenen Werte fiir die GréBen A, P) und mu gestatten eine Bestim- 
mung der Rotonenanteile der spezifischen Warme, der Entropie und des 
Verhaltnisses 0,/0. Zur Bestimmung, der genannten thermodynamischen 
GréBen benutzen wir die Formeln (3,9), (3,10) und (4,11). Diese Formeln, 
die unter der Voraussetzung eines vollig idealen Rotonengases abgeleitet 
wurden, gelten nur bei Temperaturen unterhalb von 1,2°K (0,/0 = 0,03). 
Fiir héhere Temperaturen muB die Nichtidealitat des Rotonengases beriick- 
sichtigt werden. Man kann leicht zeigen, da sich die Rotonenanteile der 
Entropie und der spezifischen Wirme des Heliums unter Beriicksichtigung 
der Nichtidealitét des Rotonengases folgendermaBen schreiben lassen 
(naheres siehe [15]): 


o; == Sy, id (1 =i af), | (5,1) 


bel aeayy (1 4+ 2a at (5,2) 


Hierbei sind S, ,g und O,,,4 die Werte, die unter der Voraussetzung voll- 
staindiger Idealitét nach Formeln entsprechend (3,9) und (3,10) berechnet 
wurden; a ist der Nichtidealitats-Parameter, ein von der Temperatur un- 
abhangiger Koeffizient. Die GréBe a hingt wesentlich von der Wechsel- 
wirkungsfunktion der Rotonen untereinander ab. 

Das 6-funktionsférmige Wechselwirkungsgesetz zwischen den Rotonen, das 
wir zur Berechnung der kinetischen Koeffizienten benutzten (siehe weiter un- 
ten), gibt nicht die ‘Méglichkeit, die vorhandenen Daten tiber die Viskositat des 
He II zur exakten Berechnung des Koeffizienten a zu verwenden. Vergleicht 
man die nach Formel (3,10) bestimmten Werte fiir den Rotonenanteil der 
spezifischen Warme mit den Werten nach den Ergebnissen von KEESOM 
und WESTMIJZE [16] iiber die spezifische Warme bei héheren Temperaturen, 
so kann man den Koeffizienten a ermitteln. Man erhalt 


(ral Wa). 


Hinsichtlich der Berechnung des Verhiltnisses (0,/0); ist zu sagen, da man 
in diesem Fall ebenfalls eine Beziehung angeben kann, die den wahren Wert 
dieser GréBe mit dem nach der Formel fiir das ideale Gas (4,11) bestimmten 


Wert verkniipft: 
()-(2),.(1"8) 3 
Q /r Q /r,id Q 


Der Koeffizient f 1a8t sich nicht einfach durch die Gro8e a ausdriicken, denn 
das Verhiltnis 0,/o 1aBt sich nicht einfach durch Differenzieren der freien 
Energie ermitteln, wie das bei der Bestimmung der Entropie und der spezi- 
fischen Warme der Rotonen mdglich ist. 
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Durch Vergleich der in den Experimenten von ADRONIKASCHWILI [17] | 
gefundenen Werte (0,/0), mit den nach der Formel (4,11) bestimmten finden ! 
wir fiir den Koeffizienten f folgenden Wert: 


B = 0,25. 


Messungen der spezifischen Warme haben KEESOM und KEESOM [18] | 
sowie KEESOM und WESTMIJZE. [16] im Temperaturgebiet oberhalb 1°K, 
ferner HULL, WILKINSON und Wivks [1/1] und KRAMERS, GORTER und 
WASSCHER [19] unterhalb 1°K durchgefihrt. 


FEE 
an CE 


a 
{ei eee 
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a 
ielihd 
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el 
Ee) 


Bild 2. Pek NEP R der spezifischen Bild 3. widen Sater der Entropie 
Warme des He II; des He II; 


e Experimentelle Werte von HULL — Theoretische Werte, 
I 


+a. H o Experimentelle Werte von KAPIZA 
o Experimentelle Werte von KEESOM 


[3], 
und WESTMIJZE [16]; A Werte von KRAMERS u. a. 
— Theoretische Werte; 
A Experimentelle Werte von KRA- 
MERS u. a. [19]. 


Die Messungen der spezifischen Warme sind recht ungenau, da diese eine 
differentielle Gro8Be ist. Bild 2 zeigt Ergebnisse der Messungen der spezi- 
fischen Warme nach [11, 16, 18, 19] sowie theoretische Werte (ausgezo- 
gene Kurve). Die theoretischen Werte wurden nach der Formel (3,12) 
bestimmt, die nach Einsetzung aller Konstanten folgende Form annimmt. 


4 
A? A F | 
O=1,00 (Tete tye 7 4 5,1- 10-87 (cal/gGrad). (5,3’) 


ro SO ee a ea ee ee 


Helium keine Warme transportiert. 
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Oberhalb von 1,2°K wurde bei der Berechnung des Rotonenanteils der 
spezifischen Warme eine Korrektur auf Nichtidealitaét nach der Formel (5,2) 
eingefiihrt. Die theoretische Kurve stimmt unterhalb von 1,2°K gut mit 
den Daten von [JJ] und oberhalb 1,2°K mit den Daten von [16] iiberein. 
Beim Vergleich der oben genannten experimentellen Arbeiten mu8 man 
beachten, da8 die Autoren der Arbeit [71] sich fiir ihre MeBpunkte bei hohen 
Temperaturen nicht verbiirgen. Die spezifischen Warmen fiir die Tempe- 
raturen 1,5 und 1,6°K, die in dieser Arbeit gemessen wurden, sind offenbar 
zu klein. Sie widersprechen nicht nur den Messungen anderer Autoren [ 16, 18], 
sondern auch den Daten iiber die Entropie, die a 
KAPIZA erhielt [3]. On 
Zur Messung der Entropie des Heliums benutzte ~~ 
KAPIZA [3] einen thermomechanischen Effekt, 96 
der darin besteht, daB man beim Ausstrémen 

des Heliums aus einem Gefé8 durch eine enge 

Kapillare eine Erwirmung des GefiBes be- 45 
obachtet, da das durch die Kapillare austretende 


Bild 3 zeigt die experimentellen Werte der 
Entropie nach [3] und die nach der Formel (3,11) 
berechneten Entropien; diese Formel nimmt, 03 
wenn man alle Parameter eingesetzt hat, 
folgende Form an: 


A 
S A 3 1 e 


+ 1,7-10-373(cal/g Grad). (5,4) 


. 0 5 
Oberhalb von 1,2°K wurde der Rotonenanteil 06 10 14 qa7 K 
der Entropie mit der Korrektur auf Nicht- Bild 4. Temperaturabhangigkeit des 


idealitat entsprechend der Formel (5,1) be- MEA ales : 
e . . . . = eoretische erte, 
stimmt. Bild 3 zeigt auch die Entropiewerte, d\neparithentelle Werte Vou 


die KRAMERS u.a. durch Integration geglatteter ANDRONIKASCHWILI. 
Werte fiir die spezifische Warme erhielten. 

Direkte Messungen der normalen Dichte @,/0 stammen von ANDRONI- 
KASCHWILI [17]. Bei diesen Experimenten wurde das Verhiltnis 0,/o als 
Verhaltnis der Tragheitsmomente eines zylindrischen GefiBes bei Fillung 
mit He II bzw. He I bestimmt. Das Tragheitsmoment wurde aus der Periode 
der Drehschwingungen dieses GefaBes ermittelt. In Bild 4 ist ein Vergleich 
der experimentellen Werte fiir 0,/0 mit den nach Formel (4,12) berechneten 
theoretischen Werten durchgefiihrt. Diese Formel nimmt nach Einsetzen 
aller Parameter folgende Form an: 


Qn _ 55. T-% e-4/T + 1,28 . 10-474, (5.5) 
0 


Die gleiche Abbildung zeigt auch die aus Daten iiber die Geschwindigkeit 
des zweiten Schalls berechneten Werte von g,/0 (naiheres siehe [22)]). 
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Il. Die Wedhselwirkung der Elementaranregungen 


In diesem Abschnitt behandeln wir die Wechselwirkung der Elementar- 
anregungen im He II untereinander. Die gewonnenen Ausdriicke fir die 
Wirkungsquerschnitte der verschiedenen Wechselwirkungsprozesse der 
Anregungen werden dann zur Berechnung der kinetischen Koeffizienten 
des He II verwendet. 


6. Die Dispersion des Phononenanteils des Energiespektrums [20] 


Entwicklung des Phononenfeldes in eine Fourier-Rethe: Druckabhangigkett der 
Parameter, die die Form des Energiespektrums kennzeichnen. Wir gehen 
von einem Energiespektrum der Anregungen der in § 1 angegebenen Art aus. 
Im Anfangsteil des Spektrums soll die Energie also linear vom Impuls p 
abhaingen. Fiir Phononen hoher Energie jedoch wird eine Dispersion, d. h. 
eine Abweichung vom linearen Gesetz merklich. Eine Beriicksichtigung 
der Dispersion ist notwendig, wenn man Wirkungsquerschnitte fiir Prozesse 
berechnen will, an denen sich nur Phononen beteiligen. 

Da die genaue Form des Energiespektrums unbekannt ist, 14Bt sich das 
Dispersionsproblem nicht streng josen. Aus den vorhandenen Daten tiber die 
Energiekurve bei kleinen Impulsen und in der Umgebung des Minimums 
kann man aber versuchen, die Koeffizienten in der Entwicklung der Energie 
nach Potenzen des Impulses p zu bestimmen. Zu diesem Zwyeck stellen wir eine 
viergliedrige Interpolationsformel mit zunichst noch unbestimmten Ko- 
effizienten auf: 


e2 = A,p? + Appt + Agp® + Aap. (6.1) 
Die Ausdriicke (1,1) und (1,2) liefern vier Bedingungen 


de de Oe 1 
ae ==1C; — ==1():, ars ——-, = A 642 
EE ‘ tA rales be tt a 


zur Bestimmung der vier Koeffizienten A,, As, Ag, Ay in der Formel (6,1). 
Daraus ergeben sich folgende Werte fiir die Koeffizienten : 


2 
A, =e! A, rn (4 + — Be), 
lh 


~ 4P2\"" P2 
1 A? A 
vals = ee Py 2 — + ¢ 
= Bt —8 2) si 
. A? A 
A = 4 2 y) ee ee 
; vA senaer 


Wir zichen die Quadratwurzel aus dem Ausdruck (6,1). Beschrinken wir uns 
auf die ersten beiden Glieder, so ergibt sich 
é=c (p— YP") (6.4) 


mit y = — A,/2c?. Der mit Hilfe der bekannten Werte fiir die GroBen A, 
und V, bestimmte Wert von y ist 


y ~ 2,8 - 1037 g-? cm sec?. 


—o& 
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Zur Berechnung der Wirkungsquerschnitte der Phononenstreuung ver- 
wenden wir eine Entwicklung des Phononenfeldes in eine Fourierreihe. 
Hierbei gehen wir von der Analogie zwischen dem Phononenfeld und dem 
Strahlungsfeld aus. Wir stellen die Dichte des Heliums 0 (r) und die Ge- 
schwindigkeit v (r) als Fourierreihen dar. 


(6,5) 
p 


Hierbei ist g, die Gleichgewichtsdichte in Abwesenheit von Phononen; p ist 
der Impuls des Phonons, der mit der Frequenz folgendermaBen zusammen- 
hangt 

wo =cplh. (6,6) 


Fir fortschreitende Wellen summieren wir in (6,5) sowohl iiber positive als 
auch itiber negative Werte des Impulses. 
Aus den Vertauschungsrelationen [4] zwischen g (r) und b (rt) 


@ (tq) D (t2) —D (Te) Q (tr) = (h/t) VO (ty — Y2) (6,7) 


erhalten wir die Vertauschungsregeln fiir die Fourier-Komponenten. Zu 
diesem Zweck driicken wir 9 (r) und » (r) mit Hilfe von (6,5) aus und setzen 
diese Ausdriicke in die linke Seite von (6,7) ein. Die rechtsstehende 6-Funk- 
tion stellen wir in der Form 


8 (t, — ta) = (fa) O14) ofa wah 4 ton sail (6,8) 
p 


dar und vergleichen die Koeffizienten der tibereinstimmenden Exponential- 
ausdriicke auf beiden Seiten. Wir erhalten dann Beziehungen, die bei 
rot v, = 0 gelten: 


p cp 
Cp0%— 0% Oyp= “2 bps, Vp = —— Op; 
2c 09 P 
tye (6,9) 
bys= 15 E dival 


Der gesamte HAMILTON-Operator des betrachteten Heliumvolumens ist 
[Clever + ¢ (0)} dQ 


[e(o) ist die innere Energie der Masseneinheit der Flissigkeit]; er laBt sich 
in den Fourierkomponenten bis auf Glieder dritter Ordnung in 0, folgender- 
mafen darstellen: 


Hy = (c?/@) D>} (2p 0p + 05 0p) = Dd (% + 1/2) ho. (6,10) 


Hierbei ist n, die Anzahl der Phononen mit dem Impuls p. 
19 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Aus den Beziehungen (6,9) und (6,10) erhalten wir die von Null verschie-. " 
denen Matrixelemente der Fourierkomponenten: i), 


(0p)np. np +1 = V(Peo/2¢) (m + 1) eo '*", (6,11) ), 
(05)np ny-1 = V(Peo)2¢) mp e- °°". (6,12) ))| 


Fir das folgende brauchen wir Ableitungen der Parameter A, P, und su sowie ») 
der Schallgeschwindigkeit c, welche die Form der Energiekurve kennzeichnen, | 
nach der Dichte. Sie lassen sich aus den vorhandenen Daten iiber die Ge- 4) 
schwindigkeiten des ersten und zweiten Schalls unter Druck bei Benutzung 4 
der Werte fir den thermischen Ausdehnungskoeffizienten des He II be-4 
stimmen. 
Die Ableitung der Geschwindigkeit des ersten Schalls ¢ nach der Dichte 9) 
ergibt sich aus den Daten von FINDLEY u. a. [24] tiber die Druckabhangigkeit ) 
der Schallgeschwindigkeit im Helium sowie aus den Experimenten von) 
KEESOM und KEESOM [25] iiber die Druckabhangigkeit der Dichte des 
He II. Beide Arbeiten liefern 


g de ==1,8 
c 00 
und folglich 
RT ees Lp ey 
Non de c do | 
4x (kT) (6,19) 5 
fanaa 
(22hc)§ 


Die Daten von PESCHKOW und SINOWJEWA [26] tiber die Geschwindigkeit 
des zweiten Schalls unter Druck erméglichen die Bestimmung einer Linear- | 
kombination der Ableitungen 0P,/00, 0N,/0g und ON,y/de. Da uns die Ablei- 
tung 0N,,/0e bereits bekannt ist, geben diese Daten einen Zusammenhang 
zwischen den Ableitungen 0P,/0@ und ON,/de. | 
Eine zweite Bezichung erhilt man, wenn man den thermischen Ausdehnungs- 
koeffizienten (1/9) 00/0 7 benutzt [25]. Nach der Beziehung 


ae (6,14)! 


laBt sich dieser durch die Ableitungen ON,/d9 und 0N;,/09 ausdriicken. Aus: 
diesen beiden Beziehungen kénnen wir die Kombination (0/P)) @P9/0@ ent- 
nehmen : 
hel ree ee 6,15 

te do at 3 * ( +) ) 
Kennen wir den thermischen Ausdehnungskoeffizienten 00/0 7 fiir mehrere: 
Temperaturen, so kénnen wir auch die Ableitung 0 N,/09 fir mehrere Punkte« 
bestimmen. Wir stiitzen uns auf zwei solche Punkte und beriicksichtigen dem 
oben angegebenen Wert fiir die Ableitung 0P,/0@; dann erhalten wir fiir 
die Ableitung 0 A/0@ (siehe auch [23)): } 


1 | 
ee (6,16) 


i} 
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Uber die Ableitung 0/80 lassen sich keine befriedigenden Aussagen aus den 
vorhandenen sehr groben Werten fiir 00/07 machen. Innerhalb der Fehler- 
grenzen aller vorliegenden experimentellen Werte kann man diese Ableitung 
gleich Null setzen. 

Die zweite Ableitung 024/0T?, welche den Wirkungsquerschnitt der Phonon- 
Roton-Streuung bestimmt (§ 8), laBt sich aus der Temperaturabhangigkeit 
der Geschwindigkeit des ersten Schalls im He II berechnen [13]. 

Die neuesten Daten [13] ergeben fiir diese Ableitung den Wert 


eens Raye (6,17) 


Die so bestimmten Ableitungen der Parameter, welche die Energiekurve 
fiir die Anregungen kennzeichnen, nach der Dichte sind tibrigens recht grob. 
Die Ursache hierfiir liegt darin, da8 unsere Kenntnisse tiber die Higen- 
schaften des He II unter Druck noch sehr spirlich und grob sind. Die an- 
gegebenen Werte kénnen sich mit neuen experimentellen Daten noch wesent- 
lich andern. 


7. Die Phonon-Phonon-Streuung [20] 


Den Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung eines Phonons an einem Phonon 
berechnen wir nach den Methoden der Stérungstheorie. Der HAMILTON- 
Operator der Volumeneinheit des He II hat nach [4] den Wert 


1 
H = > vev + e€ (0). (7,1) 


Der betrachtete StreuprozeB ist ein Vierphononeneffekt. Die nichtver- 
schwindenden Matrixelemente der Stérenergie fiir Ubergiinge zweier Pho- 
nonen in zwei andere ergeben sich aus den in 9’ kubischen Gliedern im Energie- 
ausdruck in der zweiten Naherung der Stérungsrechnung und aus den 
Gliedern vierten Grades in 9’ in der ersten Naiherung der Stérungsrechnung ; 
o’ ist die Abweichung der Dichte von ihrem Wert in einer ruhenden Fliissig- 
keit, d. h. in Abwesenheit von Phononen. 

Beschranken wir uns auf Glieder vierter Ordnung in 9’, so kénnen wir den 
HAMILTON-Operator (7,1) folgendermafen schreiben: 


, H = a, +. V3 + Vy: (7,2) 
Dabei ist H, die itbliche Dichte der Schallenergie, die Glieder zweiter Ord- 
nung in 9g’ enthalt. 


Da Os 
iS. , 7,3 
V, entkalt Glieder dritter Ordnung 
po'v Ne a fle 
4 : 7,4 
Vs 2 barae (a) (7,4) 
und V, schlieBlich ein Glied vierter Ordnung 
as ee ee 
Vom ay ager) Mee 
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Bei der Streuung zweier Phononen mit den Impulsen p und p,, die zum — 


‘Auftreten zweier Phononen mit den Impulsen p’ und py; fihrt, sind sechs H 


Zwischenzusténde I—VI méglich, in denen die Phononen folgende Impulse — 
haben: 


Ip +p; Ue p—p py p's UL p— pi, Pi pis IV. pi — Bi, BPs 
V. He ee Pp, p's VI. P, Pr» Pp’, Pi itt (p’ of pi). 
Das Matrixelement fir den Ubergang vom Ausgangszustand (A) in den 


Endzustand (F) betragt in der zweiten Naherung der Stérungsrechnung © 


, YI (V3) 4i(Valir 
AF = pe E,—E, + (Va)ar- (7,6) 


Die im Nenner von (7,6) auftretenden Energiedifferenzen zwischen dem 
Anfangs- und dem Endzustand lassen sich durch die Phononenenergie 
ausdriicken: 
E,—E, =e (p) + (p,) —e (|p + Pil), 
B,— Ey =e (p) —e(p') —e (|p — P|), 
Ey, — Ey = « (p) — € (p;) — € (|p — i}), 
E44 — Eqy = €(p,) — €(p;) — € (|P1 — Pi): 
E,—Ey =e(p,)—e(p') —e (\p, — P|), 
E44 — Ey, = —e(p') — € (pi) —« (|p’ + 93). 
Wie man aus den Ausdriicken (7,7) leicht erkennt, k6nnen bei Vernachlassi- 
gung der Dispersion im Nenner die ersten fiinf Glieder von der Form (7,6) 
verschwinden; dies ergibt wesentliche Divergenzen des Matrixelements. Bei 
einer linearen Abhingigkeit der Phononenenergie vom Impuls verschwinden 
namlich die Nenner stets dann, wenn der Winkel zwischen den Impulsen 
der stoBenden Phononen gleich Null ist, d.h. wenn |p + p,| = p + 7, ist. 


Wir werden also fiir die Phononenenergie den Ausdruck (1,6) benutzen, der | 


auBer den linearen auch hinsichtlich des Impulses kubische Glieder enthalt. 


Die in (7,6) auftretenden Matrixelemente der St6rung V3 und V, lassen sich 


mit Hilfe der Ausdriicke (6,11) — (6,12) fiir die nichtverschwindenden | 


Matrixelemente der Dichte berechnen?). Die hierbei gewonnenen Ausdriicke 
enthalten im wesentlichen zwei dimensionslose Parameter: 


yd Oy Oc? dl of 08 (=) 


i) a 


¥ 


Der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir den betrachteten ProzeB wird | 


durch die Beziehung 


da(p, Pp ee pj a (22/hc) | A’ wl? ty) (e a & =e, — €;) (22h)-* dp’, (7,9) | 


“ dp’ = dp, dp, dp; 
gegeben. 


1) Bei der Bestimmung der Matrixelemente sind alle médglichen Vertauschungen von 
Phononen zu beriicksichtigen. Man muB also die Glieder mit 9’? mit 2, die Glieder, die 
oe” enthalten, mit 6 und die Glieder, die 9’ enthalten, mit 24 multiplizieren. 


\ 


(7,8) | 
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Hine Berechnung des integralen Wirkungsquerschnitts fiir die Streuung eines 
Phonons mit dem Impuls p, durch ein Phonon mit dem Impuls p liefert 
einen sehr komplizierten Ausdruck. Wir betrachten den konkreten Fall, 
daB einer der Impulse der stoBenden Phononen klein ist, beispielsweise 
p< p,. Die Impulse p’ und p; der gestoBenen Phononen sollen ihrem Betrage 
nach mit p, vergleichbar sein. 

In diesem Fall enthalt von den drei Gliedern im Matrixelement des Uber- 
ganges H‘;r, welche Resonanznenner fiir die entsprechenden Zwischen- 
zustainde I, IV und V besitzen, nur das Glied 


(V3)a1 (Vs)rr 
€(p) + & (p,) —¢ (|p + PI) 

eine kleine Gré8e im Nenner, wihrend die beiden anderen proportional den 
= GréBen (p, — p’)?/p, p’ baw. (py — p})?/p, p; sind. Dieses Glied ist von der 
* GréBenordnung p,/p und infolgedessen das allein wesentliche. Hierdurch 
vereinfacht sich der Ausdruck (7,9) fiir do; nach einigen einfachen Umfor- 
mungen nimmt er folgende Form an: 

_ (u+2)*pipip’ 6 Le (p) + € (pi) —¢ (p') —€ (pi)I 

(16 xh?Q)? Cp (1 —nn, + 3y pi)? 

Wi Tatsache, daB der Ausdruck (7,10) ein steiles Maximum bei kleinen 


i} 


( 
ido pdpidp’. (7,10) 


’Winkeln zwischen den Impulsen der stoBenden Phononen hat, erleichtert 
uns die erforderliche Integration. Als Polarachse unseres spharischen Ko- 
‘ordinatensystems wahlen wir die Richtung des Gesamtimpulses p + py. 
‘In diesem System mégen die Vektoren p, p;, p’ und p; die Polarwinkel 6, 6,, 
| 6 und 6; haben. Wir bringen nun die 6-Funktion, welche die Energiedifferenz 
) enthalt, auf eine fiir die Integration bequeme Form. Mit Hilfe von (6,6) 
+ und des Impulssatzes erhalten wir fiir kleine Winkel folgenden Ausdruck 
) fir diese 6-Funktion: 
he { (p/2p,) (p + Px) 6? — (p'/2p;) (p' + pi) 0? + 38y (Pp, — P') (pp — PrP’) }- 
» Nun integrieren wir den Ausdruck (7,10) tiber das Phasenvolumen und mitteln 
| tiber alle Winkel zwischen den Impulsen p und p,. Fir den totalen Wir- 


. kungsquerschnitt der Streuung eines Phonons mit dem Impuls p an einem 
. Phonon mit dem Impuls p, erhalten wir dann folgenden Ausdruck?): 


m (wu + 2)4 py 

| o (DP, Py) = (96h2p,0)2 y (p< Pj). (7,11) 
) Der Wert des in (7,11) auftretenden dimensionslosen Ausdrucks wu léBt sich 
4 aus Angaben von KEESOM [27] tber die Abhangigkeit der Dichte des He II 
vom Druck berechnen. Aus diesen folgt ein Wert von 3,6%). Wir méchten 
auf die interessante Tatsache aufmerksam machen, da der Wirkungs- 
\ querschnitt fiir die Streuung (7,11) nicht vom Impuls p der Phononen mit 
| geringer Energie abhangt. 


1) Zur Beriicksichtigung der Symmetrie hinsichtlich der beiden streuenden Phononen 
| mit den Impulsen p und p, enthalt der Ausdruck (7,11) den Zusatzfaktor 14. 
2) Wir weisen darauf hin, da8 wir fiir den Parameter z [siehe (7,8)] aus den gleichen 
/ Daten einen Wert von etwa 20 erhalten. 
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Setzen wir in (7,11) die Zahlenwerte aller Parameter ein, so erhalten wir! 
i 


o (p, Py) = 6 - 10-°(2T)* (7,12)/ 

| 

Hierbei ist x der Impuls, ausgedriickt in Einheiten von kT'/c, so daB p, == 
= 2x(kT'/c) ist. 
Wie wir bereits erwahnten, nimmt der Wirkungsquerschnitt fiir die Phonon-| 
Phonon-Streuung seinen groBten Wert fiir kleine Winkel zwischen den Im-: 
pulsen der sto8enden und gestreuten Phononen an. Daraus ergibt sich, dab 
dieser ProzeB im wesentlichen einen schnellen Energieaustausch zwischen dent 
Phononen zur Folge hat, dagegen keine wesentliche Anderung der Impuls-; 
richtungen der stoRenden Phononen. . 


8. Die Phonon-Roton-Streuung [20] 


In diesem Paragraphen berechnen wir den Wirkungsquerschnitt fir die« 
Phonon-Roton-Streuung. Den HAMILTON-Operator des Systems Phonon-:) 
Roton kann man in dieser Form schreiben: 


H =H» +H, + V, (8,1)! 


hierbei ist Hy, die Energie des Phonons, H, die Energie des Rotons und VI, 
die Wechselwirkungsfunktion fiir das System Phonon-Roton. 
Da der Charakter der Wechselwirkung zwischen Phonon und Roton un-/ 
bekannt ist, betrachten wir das Roton als ein Teilchen, das sich im Phonon-) 
feld befindet. Bei dieser Betrachtungsweise ist die innere Struktur des Rotons) 
unwesentlich. | 
Das Vorhandensein eines Phonons ist aquivalent einer kleinen Dichte-} 
schwankung des Mediums und ihrer Ausbreitung mit einer Geschwindigkeiti) 
». Im ruhenden Bezugssystem wird die Energie eines Rotons mit dem Impuls) 
98 durch folgenden Ausdruck gegeben: 


He en (8,27) 


(H,, ist die Energie des Rotons in dem mit dem Medium mitbewegten Bezugs-] 
system). Aus (8,2) folgt, daB die Energie der Phonon-Roton-Wechselwirkung} 
ein geschwindigkeitsabhiingiges Glied enthalt. Der diesem Glied entsprechende} 
hermitesche Operator in dem quantentheoretischen Ausdruck fiir die Stér.} 
energie lautet 


1 
—o (Bo + oF), (8,33) 


wobei $$ = —thV/ der Impulsoperator ist. | 
Wir stellen die Abhiingigkeit der Wechselwirkungsenergie V von der Dichte 
der Flissigkeit fest. 
Zu diesem Zweck entwickeln wir die Energie-des Rotons nach Potenzen der 
Abweichung der Dichte g von ihrem Gleichgewichtswert und beriicksichtigen] 
nur Glieder bis zur zweiten Ordnung in g. (Hier und im folgenden bezeichner] 
wir die Abweichung der Flissigkeitsdichte von ihrem Gleichgewichtswert 
durch den Buchstaben g@ ohne Strich.) Die Glieder erster Ordnung in @ lieferr} 
die fiir unsere Probleme nétigen Uberginge in der zweiten Naherung de? 


| 
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Storungsrechnung, wahrend die Glieder zweiter Ordnung in @ die gleichen 

rginge in der ersten Niherung der Stérungsrechnung ergeben. Wir 
benutzen den Ausdruck (6,2) fiir die Energie des Rotons und fiihren die 
genannte Entwicklung durch: 


0A 1 fo2A4 Ny Pee 
HH. ba —|~— + — |=" : 


Hierbei ist H,, die Energie des Rotons in Abwesenheit eines Phonons. Da 
aus der Form des Energiespektrums hervorgeht, daB die meisten Rotonen 
Impulse etwa der GréBe Py haben, kénnen wir die Glieder mit der Differenz 
P—P, in der Entwicklung von H, vernachliassigen. Wir vernachlassigen 
)in (8,4) auch das Glied mit der Ableitung; wegen (6,16) ist es nimlich sehr 
klein). 

Man erhilt also schlieBlich fiir die Wechselwirkungsenergie zwischen Phonon 
und Roton mit Hilfe von (8,3) und (8,4) 


1 [a4 1 (OP? 
i Chas) 5 E +2 (Fr) le (8,4°) 


Wegen der Kleinheit der Geschwindigkeit » sowie der Abweichungen der 
»Dichte von ihrem Gleichgewichtswert, die wir mit 9 bezeichnet haben, laBt 
sich diese Wechselwirkungsenergie als kleine Stérung im HAMILTON- 
Operator (8,1) des Systems Phonon-Roton auffassen. Wir berechnen also 
die Wahrscheinlichkeit fiir eine Streuung des Phonons am Roton nach der 
St6rungsrechnung. 

Da der betrachtete Streuvorgang ein ZweiphononenprozeB ist, liefern die in 
oder » linearen Glieder in der Stérungsenergie die erforderlichen Uberginge 
in Gleichungen der zweiten Naiherung der Storungsrechnung. Weil aber die 
der Hydrodynamik nicht linear sind, liegt in dieser Hinsicht eine etwas 
‘verinderte Situation vor. Wir werden die Gleichungen der Hydrodyna- 
mik nach der Methode der sukzessiven Approximationen lésen. 

|In der ersten Naherung bildet die Dichte 9 (oder die Geschwindigkeit ») 
eine Uberlagerung ebener Wellen. Die Glieder zweiter Naherung in der 
Dichte @ (oder der Geschwindigkeit ») enthalten Produkte je zweier ver- 
4schiedener FOURIER-Komponenten. Die Matrixelemente der Glieder zweiter 
Ordnung in der Dichte 9 enthalten Produkte je zweier Phononen-Amplituden. 
‘Unter diesen Produkten zweier GroBen befinden sich auch solche, die exakt 
feiner Streuung des Phonons im betrachteten ProzeB entsprechen, also 
| Amplituden des einfallenden und des gestreuten Phonons enthalten. Schon in 
der ersten Naherung der Stérungsrechnung liefern also die in @ (oder pb) 
‘linearen Glieder in der Stérenergie die fiir unser Problem notwendigen 
| Uberginge. Im Zusammenhang damit lésen wir die Gleichungen der Hydro- 
4 dynamik unter Beriicksichtigung von Gliedern zweiter Ordnung hinsichtlich g. 
/3) Wie man drrch einfache Rechnungen erkennt, l4Bt sich das Glied mit der Ableitung 
i 04/00 in (8,4) vernachlassigen, wenn folgende Bedingung erfiillt ist: 


(1/ p10?) (04/49)? < 0°A/d0?. 
i , Nach (6,16) und (6,17) ist diese Bedingung gut erfiillt. 
t 


4 
} 
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Wegen der Kleinheit der Anderungen von Dichte und Druck schreiben win! 
die Variablen in der Form py) + 7, 09 + @, wobei py und gp die konstantem 
Gleichgewichtsdrucke und -dichten sind. Vernachlassigen wir in der EULER+ 
schen Gleichung GréBen dritter Ordnung, so erhalten wir 


dv i oVo & in) 1 
a- + (v7) > =— —Vp+>—|—-—a_}. (8,5) 
dt ad, 0 t Co \@o do | 
In der gleichen Naherung lautet die Kontinuitaétsgleichung 
ue + 0) div » = —divepv. (8,63 


Wir wenden auf die Gleichung (8,5) die Operation div an, differenzieren did 
Gleichung (8,6) nach der Zeit und subtrahieren dann die zweite Gleichung 
von der ersten. Wir erhalten eine Wellengleichung unter Beriicksichtigung 
von Gliedern zweiter Ordnung, die sich auf der rechten Seite folgendermaBer 
anordnen: 


2 _ {dev ae SUE 
ae ove = — div 00 a (opyv + (<3) evel. (8,77 


In erster Naherung erhalten wir fiir die einlaufende und die gestreute Welle) 
b =v, eM Pr—P9, 9 =o, ell Wr—epd, (8,8.a¢ 


yp’ =v; eli/h) (p't— cp’) | — 0; e(t/h) (p’t—cp’d (8,8b 


Hier beziehen sich die GréBen ohne Strich auf die einfallende, die GréBen mi. 
Strich auf die gestreute Welle. In zweiter Naiherung bestimmen wir n 
diejenigen Glieder, in denen sich die einfallende und die gestreute Welle weg 
interferieren. Die iibrigen Glieder entsprechen nicht dem Energiesatz und 
verschwinden in den Matrixelementen der St6renergie. 
Wir bezeichnen den Einheitsvektor in Einfallsrichtung der Welle mit n, dea) 
Einheitsvektor in Richtung der gestreuten Welle mit n’. Unter Benutzun { 
der Methode der sukzessiven Approximationen setzen wir (8,8a) und (8,8 hi) 
in die rechte Seite von (8,7) ein. Dann erhalten wir fiir die Dichte in zweite 
Naherung 


02.N.= ant, {(e — p' (nn’)] [p' — p (nw’)] = : 
ale = (p — p’)? 5 e(t/h) (Pp — Pt) —c(p— pO, (8.6 | 
Fir die Geschwindigkeit ergibt sich in der gleichen Naherung aus (8,5) 
hi ive sept hie 2 
Dew. = rai eTat pe (nw’) rh 
+ = in e(/h)((P —P'.t) -—c(p—p')t) (8,1€) 


Das Problem besteht nun in einer Bestimmung der Ubergangswahrscheir: 
lichkeit fiir das Roton aus einem Zustand mit dem Impuls § in einen Zv 


Theorie der kinetischen Erscheinungen in Helium II 235 


stand mit dem Impuls $8’, wobei ein Phonon p absorbiert und ein Phonon p’ 
emittiert wird. Es sind zwei Zwischenzustinde I und II moglich. 
I. Das Roton im Zustand A mit dem Impuls $ absorbiert ein Phonon und 
geht in den Zwischenzustand §§ + p iiber; dann emittiert es ein Phonon p’ und 
geht in den Endzustand F iiber, in dem es den Impuls §8’= $+ p—p’ hat. 
II. Ein Roton im Zustand A mit dem Impuls ¥ emittiert ein Phonon p’ und 
geht in den Zwischenzustand § —p’ iiber, dann absorbiert es ein Phonon p und 
geht in den Endzustand F iiber, in dem es den Impuls 8’ = + p—p’ hat. 
_ Die Phonon-Roton-Streuung ist im gewissen Sinne analog einer Streuung 
eines leichten Teilchens an einem schweren. Diese Analogie beruht darauf, 
da8 das Phonon einen Impuls besitzt, der dem Betrage nach viel kleiner 
ist als der des Rotons. Aus der Verteilungsfunktion fiir die Rotonen folgt, 
da8 der Impuls des Rotons dem Betrage nach ungefahr gleich P, ist. Unter 
Beriicksichtigung des Impulssatzes kann man den Energiesatz fiir den 
betrachteten ProzeB nach (1,1) und (1,2) schreiben 


P—P,)? ay ey ye 
cay Sa =o WEEP aa J 


(8,11) 


Daraus erhalten wir nach elementaren Umformungen, wobei wir die Klein- 
heit der Impulse des Phonons beachten (p und p’ klein gegen P,): 

c(p— P') = (B, p — p')*/2u P35. (8,12) 
Wir benutzen nun den Umstand, daB die Phononenenergie ¢ = cp wesent- 
lich kleiner als die GréBe yc? ist, die ungefahr 20° K entspricht. Dies be- 
rechtigt zu dem SchluB, daB der Energiesatz bei dem betrachteten ProzeB 
einfach auf eine Gleichheit der Impulsbetrage fir einfallendes und ge- 
streutes Phonon hinauslauft: p = p’. Dieses Ergebnis bestatigt die oben er- 
wahnte Analogie zur Streuung leichter durch schwere Teilchen; auch hier 
andern die leichten Teilchen bei der Streuung nur die Richtung, dagegen 
kaum die GréBe ihres Impulses. 
Die Storenergie V enthalt nach (8,4’) die GroBe ve y. die durch die Gleichung 
(8,10) definiert ist. Diese GroBe enthalt wesentlich den Faktor p — p. 
&@ Unter Beriicksichtigung des Energiesatzes kann man also in der Storenergie 
| die Glieder zweiter Naherung bo. y. fortlassen. 
' Das Matrixelement des Uberganges H%4» in der zweiten Naherung der 
_ Storungsrechnung betragt wegen (8,4’) 


_ (Ro + v0 B)ar (Pv’ + v'P)ry wt (Bo' + vo’ P)ar (Pv + oP)ip 
me 4 (BE, — Ey + pc) 4 (H, — Ey — p’c) 


027A PeiGkoit 1 
sds bet 4, Es a pb (a2) 0. (8,13) 


| Die Energieanderungen beim Ubergang in die Zwischenzustande betragen 


Hsp +f 


—— — 


(8,14) 


hh 
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Mit der gleichen Begriindung wie nach (8,12) kénnen wir behaupten, daB 

E,—E,< pe, Ea —Ey< pe 
ist. Eine einfache Vernachlassigung der Energiedifferenzen EL, — Ey und | 
E, — Ey, in den Nennern der beiden ersten Glieder von (8,13) ist aber nicht | 
moglich, weil die hierbei entstehenden Ausdriicke nullter Ordnung in den — 
Phononenimpulsen einander wegheben. Wir bringen also zunachst die ersten 
beiden Glieder von (8,13) auf einen gemeinsamen Nenner und vernach- | 
lassigen dann in diesem die Anderungen der Rotonenergie. Dann ergibt 
sich 


Jate_s.at jt boat fue, SOB ae 
Har = 2 |(o +z v.9) (3 + gee) [Pt ner 


(04 ¥.9)(e— $0) fp] + 


CA ha fOhe\y wit ’ 

+ [ae “hE (ae) lee’ cs 
Dabei hat man bei der Auflésung des Ausdruckes (07) 4 mégliche Vertau- | 
schungen von g und 9’ zu beriicksichtigen, die zu einer Verdoppelung des | 
entsprechenden Gliedes fithren. 
Durch Anwendung der Erhaltungssiitze kénnen wir den Ausdruck in ge- « 
schweiften Klammern in (8,15) auf folgende Form bringen: F 


Pop ® {cn + n,m) (un’) + =! (nm)? (n'y | : (8,16) 


Hierbei ist m der Einheitsvektor in Richtung des Rotonenimpulses $B). 
Das Matrixelement des Uberganges (8,13) laBt sich schlieBlich mit Hilfe von © 
(8,16) auf die Form 


P BE 
op = OP Vn 4’, m) (nw’) + —2 (nm)? (w'm)? + AF, 
20 be 


_ [04 , 1 (ary 
ae Pale tm OH) 
bringen. 


Der gesuchte differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Phonon-Roton-+ 
Streuung betragt 


(8,17) 


Setzen wir (8,17) in (8,18) ein und integrieren tiber die Impulse des ge~ 
streuten Phonons, so ergibt sich 


Ppt a\3 2 
do = beers jen +n’, m) (nm’) + Po (um)? (n’'m)? + A} dQ’. (8,19) 
Qoe Be 


Bei der Untersuchung der Viskositit des He IT brauchen wir einen Ausdrucel} 
fir die Wahrscheinlichkeit der Phonon-Roton-Streuung, bei der sich die | 


1) Aus dem Impulssatz folgt, da® die Richtung des Rotonenimpulses erhalten bleibt. 1 | 


—- 
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Impulsrichtung des Phonons um einen gegebenen Winkel y andert. Wir 
mitteln also den Ausdruck (8,19) itiber die Einfalls- und Streuwinkel des 
Rotons. Nach einigen elementaren Rechnungen erhalten wir 


do (p )= (7) cau thrle ) cos? fisjaetl 1 + 8 cos? 
WV \aaktgc) | 3 MSEC Fostgeth BOR YT 
8 2A 
- = cos* v) + rT (7) (1 + 2 cos? p) + as] dQ’. (8,20) 


Der in (8,20) auftretende Winkel ist der Winkel zwischen Einfalls- und 


Streurichtung des Phonons. Wir integrieren (8,20) iiber alle Streuwinkel 
und finden als totalen Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung eines 
Phonons mit dem Impuls p an einem Roton 


SE tery [2 a eee: Oa ah : 
Baie ee) [as (as) baa a Soe Nha 
Benutzt man die oben in §6 angegebenen Ableitungen der Parameter A 
und P,, so erhélt man A — — 0,66. Dabei ist natiirlich zu beachten, daB 


die Genauigkeit dieser Ableitungen und damit auch die des Parameters A 
verhaltnismaBig gering ist. 

Unter Benutzung der Zahlenwerte fiir alle in (8,21) auftretenden Parameter 
erhalten wir fiir den Streuquerschnitt 


Ome 2.2 10 fe ieee (kT ic): (8,22) 


9. Die Roton-Roton-Streuung [20] 


Die Theorie gibt keinen Hinweis auf die Art der Wechselwirkung der 
' Rotonen untereinander. Daher kann die Roton-Roton-Streuung nicht exakt 


behandelt werden. Da wir aber nur eine Berechnung der Temperatur- 
abhangigkeit der Viskositét von He II im Sinne haben, ist eine solche exakte 
Behandlung auch nicht unbedingt erforderlich. 


_ Zar Bestimmung der erwahnten Temperaturabhiangigkeit geniigt die Wahr- 


scheinlichkeit fiir die Roton-Roton-Streuung in Abhangigkeit von der 
Temperatur, die nur bis auf einen konstanten Faktor bekannt zu sein braucht. 


Diese Wahrscheinlichkeit hingt nicht sehr von der Wahl der Wechsel- 


wirkungsfunktion der Rotonen untereinander ab. 


| Bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir die Roton-Roton-Streuung 
» benutzen wir die Storungsrechnung und betrachten das Potential der Roton- 


Roton-Wechselwirkung als 6-Funktion des gegenseitigen Abstandes. Be- 
kanntlich fihrt eine Wechselwirkungsenergie in Form einer 6-Funktion 
bei Anwendung der Stérungsrechnung nicht zu divergenten Wahrschein- 


| lichkeiten. 


Die Wechselwirkungsenergie zweier Rotonen hat also die Form 
V = V,0 (tr; — 1), (9,1) 
wobei r, und r die Radiusvektoren der Rotonen sind; Vy ist eine Konstante, 


deren Wert aus der Viskositit des He II bestimmt werden kann. Wir be- 
zeichnen die Energie und den Impuls des Rotons mit H und §$, und zwar 
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fir einfallende Rotonen ohne Strich und fir gestreute Rotonen mit 
Strich. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang von Rotonen aus dem — 
Zustand A mit den Impulsen $ und §, in den Zustand F mit den Impulsen | 
9’ und 8; wird durch die Formel der Stérungsrechnung 


dw = (2n/h) |Vap|?6 (EB + Ey — EB’ — Bi) dB’ dBi/(2xh)*. (9,2) 


gegeben. eee. | 
Als Wellenfunktionen der Rotonen wahlen wir ebene Wellen, die hinsichtlich 
der einfallenden und gestreuten Rotonenpaare symmetrisiert sind. Fir 
die einfallenden Rotonen schreiben wir also 


1 ; ‘ : 
ss ey - y2 {elt (Br + Bits) oA elt/h) (Bri t+ Bird}, 


Analog setzen wir als Wellenfunktion der gestreuten Rotonen an: 


Y(R', Bi) = 5 {et/) (Pe + Bin) 4 o/h) (B+ BY}, 
Mit Hilfe dieser Ausdriicke ergibt sich fiir das Matrixelement des Uber- 
ganges Vyp: 
Var=V,2-% EEO: P,) 6 (ct — ry) F (P', Pi) d2 dQ, = 
= 2V 60 a ente Se Sela (9,3) 


Das Betragsquadrat des Matrixelements la8t sich leicht tiber die Impulse 
eines der gestreuten Rotonen integrieren : 


dB, 
[iva sane — LAG (9,4) 


Mit Hilfe dieser Beziehung kénnen wir die Ubergangswahrscheinlichkeit | 
dw in der Form 


dw = (8n/h) |Vo|2 6 (B + EB, — BE’ — Ej) dB’ (20h) (9,5) 


schreiben. 
Die durch (9,5) gegebene Ubergangswahrscheinlichkeit hat die Dimension || 
cm? sec}. Um den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung zu || 
erhalten, miissen wir diese Wahrscheinlichkeit durch die Relativgeschwindig- - 
keit der stoBenden Rotonen dividieren. Sie betragt 


OE OF, 
op OR 
Aus der Form des Energiespektrums geht hervor, daB die meisten Rotonen |} 
Impulse haben, die ihrem Betrage nach nahezu gleich P, sind. Die Impuls- -} 
anderung der Rotonen bei der Streuung ist also ihrem Betrage nach wesent- -| 
lich kleiner als Pp. 


Die Impulse der Rotonen $% und §$, mégen vor dem StoB8 einen Winkel 0 i] 
bilden. Wie man aus Bild 5 entnimmt, kann man dann die Impulse der’) 


v= 


~~ 


i 
; 
‘ 
3 
' 
: 
: 


aE ee So 


a (gine es 


ee 


—__ 
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Rotonen nach dem Sto8 unter Einfiihrung einer Variablen f folgendermaBen 
darstellen: 


Pe £,, + fecos 4 + fy sin ~ 


ro = wi a 


Py = Py + fz cos - — fy sin 


Dabei ist | f | lg? 
In den neuen Variablen hat das Phasenraumelement die Form 


. 
© 


| (9,6) 
| ; 


d 38’ =2xP, sin dfedfy, (9,7) 
und der ee, a. lautet 
1 
fi cost + fy si in > : se (P — Py)? + — Aa are eale: (9,8) 


Zur we des_ totalen svininak quetoeimistel fiir die Roton- 
Roton-Streuung miissen wir in (9,5) eine Integration titber das Phasen- 
volumen des gestreuten Teilchens durchfiihren. In dem Ausdruck (9,5) haingt 
nur die 6-Funktion, in deren 
Argument die Energiedifferenz 4 ! 
steht, von den Koordinaten des 
Phasenraumes ab. 

Fiihren wir, um bequemer inte- 
grieren zu konnen, mittels 


P+P x 


6 6 i 
2. £2 oe 2 feel eigen Bild 5. (Der Winkel zwischen P, und der z-Achse 
g* = fz cos 3 + fy sin 2” muB8 6/2 heiBen.) 


die Hilfsvariable g ein, so 148t sich unter Beriicksichtigung von (9,7) und (9,8) 
die erwahnte Integration der 6-Funktion tiber das Phasenvolumen des ge- 
streuten Teilchens sehr einfach ausfiihren: 


fo(h+ H,—# —#) de’ = 


ae ae ae P,— 14 2 Pou j d —- 
A je@—3 CRSA re Soi a) = cos 0/2 779 49 
270° Pop 
~ cos 6/2° 
Benutzen wir nun die Beziehungen (9,5) und (9,9), so konnen wir den Aus- 


druck fiir den totalen Wirkungsquerschnitt der Roton-Roton-Streuung 
schreiben 


(9,9) 


or 2 Pou |Vol? 
°~l0H, OF AB ae 2:10) 
df, If 


Die reziproke GréBe, die mittlere Zeit t, zwischen zwei St6Ben des Rotons, 
ergibt sich aus (9,10) durch Multiplikation mit dem gesamten Rotonen- 
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strom und darauffolgende Mittelung iiber alle Winkel zwischen den Impulsen 
der stoBenden Rotonen. Wir erhalten so*) 


es eS mat 
Lg a aie Aad oa SEE ae Be, (9,11) 
ty OP, oF h 
Hierbei ist N, die Anzahl der Rotonen in der Volumeneinheit : 
2 % p—AlkT 
Ne 2P2(ukT)? e (9,12) 


(Qa) kh 


Die GréBe der in den Formeln (9,10 und 9,11) auftretenden Konstanten 
| Vo |? laBt sich aus dem experimentellen Wert des Viskositatskoeffizienten 
des He II berechnen (siehe § 16). Sie betragt ungefahr 1,25 - 10-"° (erg cm*)?. 
Zum Schlu8 machen wir noch darauf aufmerksam, daB der Ausdruck (9,10) 
fiir den Wirkungsquerschnitt o bei Winkeln zwischen der Impulsrichtung der 
stoBenden Rotonen von nahezu x divergiert. Fir Rotonen mit der mittleren 
Geschwindigkeit 


vo = (2kT/ap)* (9,13) 
liefert die Formel (9,10) nach Einsetzen der Zahlenwerte 
o = 5-10-% 7-4, (9,14) 


10. Absorption und Emission yon Phononen und Rotonen [21] 


Bei StéBen von Rotonen und Phononen sind Prozesse méglich, bei denen 
sich die Gesamtzahl der Rotonen und Phononen andert. Man kann alle der- 
artigen Prozesse im He II in drei Klassen einteilen: 


a) Prozesse, bei denen Phononen emittiert (oder absorbiert werden) ; 
b) Prozesse, bei denen Rotonen emittiert (oder absorbiert werden) ; 


c) Prozesse, bei denen sich Rotonen in Phononen verwandeln oder umge- 
kehrt. 


Wir betrachten die wahrscheinlichsten Prozesse jeder Art. Nur die schnellsten 
der genannten Prozesse werden fiir das folgende wesentlich sein. 

Emission und Absorption von Phononen. Bei StéBen zweier Phononen sind 
Prozesse moglich, die zu einer Anderung der Gesamtzahl der Phononen 
fiihren. Der einfachste dieser Prozesse, der Dreiphononenproze8,, ist verboten, 
weil die gleichzeitige Erfiillung der beiden Erhaltungssaitze, naémlich des 
Impuls- und des Energiesatzes, nicht méglich ist. Wir betrachten also einen 
FiinfphononenprozeB, der aus der Absorption (oder Emission) eines dritten 
Phonons beim StoB zweier Phononen besteht. 

Wir gehen aus von der HAMILTON-Funktion einer Quantenflissigkeit [4] 


1 
H = zy ver + e€ (@). (10,1) 


Die nichtverschwindenden Matrixelemente fir Ubergainge dreier Phononen 
in zwei Phononen ergeben sich aus den in 9’ kubischen Gliedern in der Energie 


1) Der Querstrich bedeutet hier die Mittelung tber den Winkel. 
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in dritter Naherung der Stérungsrechnung, aus den kubischen Gliedern und 
den Gliedern vierter Ordnung in der zweiten N aherung und aus den Gliedern 
fiinfter Ordnung in der ersten Niaherung der Stérungsrechnung (0’ ist die 
Abweichung der Dichte von ihrem Wert in einer ruhenden Fliissigkeit). 

Wir stellen den HAMILTON-Operator (10,1) als Summe dar: 


H= Hy +V5 + Vat Vs (10,2) 


Dabei ist H, die Schallenergiedichte, die in o’ quadratische Glieder ent- 
halt; V3, Vz und V; enthalten Glieder dritter, vierter und fiinfter Ordnung 
in 9’: 

(Vs)ar(Vs)rir(Vs)rrF 
rim (H4— Ey) (E4— Eq) 


Hay = 


se RN ave: (10,3) 
Pig ta 

Die bei Vernachlassigung der Dispersion bei kleinen Winkeln zwischen den 
Impulsen der stoBenden Phononen auftretenden Resonanznenner fiihren 
zu einer Divergenz der ersten beiden Summen in (10,3). Bericksichtigen 
wir die Dispersion des Phononenteils des Energiespektrums (§ 6), so ver- 
schwindet die Divergenz der genannten Glieder. Wie man leicht einsieht, 
sind nur diejenigen Ubergiinge wesentlich, die durch die erste Summe in 
(10,3) beschrieben werden; in dieser Summe enthalten einige Glieder im 
Nenner Produkte zweier GréBen, die bei Vernachlassigung der Dispersion 
gleichzeitig verschwinden (ZH, — Hy; und Hy— Ey). Wir lassen also im 
Matrixelement des Uberganges nur die erste Summe stehen, die von den 
Gliedern V; dritter Ordnung in 9’ abhangt: 


ve'd DEO, of CEn ac 
Vy + ra (le (10,4) 


Im Anfangszustand A mégen drei Phononen mit den Impulsen ),, p, und 
3, im Endzustand F zwei Phononen mit den Impulsen p, und p,; vorhanden 
sein. Es sind insgesamt mehrere Dutzend Zwischenzustinde (I und IJ) még- 
lich, ttber die der Ubergang vom Zustand A in den Zustand F erfolgt. Wie 
wir bereits feststellten, sind aber nur diejenigen Ubergangszustiinde wesent- 
lich, fiir die bei kleinen Winkeln zwischen den Impulsen der stoBenden 
Phononen gleichzeitig die beiden Relationen 


E,—H,— 0, E,—Ey,—0 (10,5) 
erfiillt sind’). 
Aus dem oben Gesagten ergibt sich sofort, daB eine Berechnung der Wahr- 
scheinlichkeit fiir den betrachteten Ubergang (3 —> 2) 


dp 
(22h) 


SY 
dw = —* |Harl? 9 (e, + & + &3 —&4— 65) (10,6) 


1) Insgesamt gibt es 27 solcher Zwischenzustande; infolge der Erhaltungssatze fiir 
Impuls und Energie geniigen aber nur fiinfzehn gleichzeitig den beiden Bedingungen 
(10,5); diese hangen von der Beziehung zwischen den Impulsbetragen ab. 
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auBerst schwierig ist. Diese Berechnung léBt sich heute kaum in Angriff 
nehmen. Die wesentlichen Parameter der Theorie sind namlich Ableitungen 
bis zur dritten Ordnung der Schallgeschwindigkeit nach der Dichte; sie sind 
nur mit sehr geringer Genauigkeit bekannt, was besonders fiir den Disper- 
sionsparameter y gilt. Wir beschranken uns also auf eine Ermittlung des 
Zasammenhanges zwischen der Ubergangswahrscheinlichkeit und der 
Energie der stoBenden Phononen. Diese Abhangigkeit bestimmt den 
Temperaturverlauf der uns interessierenden GréBen vollstandig. 
Um die Temperaturabhingigkeit einer uber alle Phononen gemittelten 
Wabrscheinlichkeit fir den betrachteten Ubergang (10,6) zu bestimmen, 
ist es nicht erforderlich, die stoB8enden Phononen zu identifizieren. Wir lassen 
deshalb die Indizes bei den Phononenimpulsen fort. Nach (10,4) und (6,11) 
erhalten wir also 

V3 ais p's. (10,7) 


Die Energiedifferenz H4 — EH; la8t sich beispielsweise fir den konkreten 
Fall, da8 im Zwischenzustand I zwei Phononen mit den Impulsen p; + Ps: 
und ), vorhanden sind, folgendermafen schreiben: 


€ (p,) + € (Pe) —€ (|Py oT Po) = 


Bae Paar se 2 10.8 
as i, My Ne + BY (Py + P2)*], (10,8) 
Dabei sind n, und n, die Einheitsvektoren in Richtung der entsprechenden 
Impulse. Das Matrixelement des Uberganges enthalt im Nenner Produkte 
zweier Ausdriicke von der Form (10,8). 
In diesem Zusammenhang interessiert uns natiirlich die Winkelverteilung 
der Phononen nicht. Wir mitteln deshalb den Ausdruck (10,6) fiir die Wahr- 
scheinlichkeit dw tiber die Winkel zwischen den Impulsen der stoBenden 
Phononen und integrieren tiber das Phasenvolumen des Impulses eines ge- 
streuten Phonons. Die hierzu notwendige Integration iber den Winkel laBt 
sich infolge der Kleinheit der Glieder in den Nennern von H4», welche die 
Dispersion beriicksichtigen, ziemlich einfach ausfihren. 
Ohne auf die komplizierten Rechnungen naher einzugehen, geben wir nur 
das Endergebnis an, das man fiir die tiber die Winkel gemittelte Wahrschein- 
lichkeit erhalt : 
Wim DAC DA eng oe (10,9) 
Die Gesamtzahl der Phononen in der Volumeneinheit (die im allgemeinen 
vom Gleichgewichtswert abweicht) sei Np. Die Anderungsgeschwindigkeit 
der Phononenzahl infolge des Fiinfphononenprozesses léBt sich so schreiben: 


Non = — | [f [ {rrmens (mat 1) (ms + 1) — 


d 
— (m, + 1) (ng + 1) (ng +1) rang} dw Se (10,10) 


Ist die gesamte Phononenzahl verschieden vom Gleichgewichtswert, so be- . 
deutet dies, daf die Verteilungsfunktion ein von Null verschiedenes chemi- | 


sches Potential wp, enthalt. 


nm = [elé(p)—mpnl/kT __ 4}-1, 


)i 
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Bei geringen Abweichungen vom Gleichgewicht entwickeln wir die Funktion n 
nach Potenzen von spp, wobei wir uns auf Glieder beschranken, die in “pn 
linear sind. Wir erhalten dann 


N — Nq = Np (NM + 1) Mpn/kT. (10,11) 


» Die Funktion » mit dem Index 0 entspricht der Gleichgewichtsverteilung 
» fir die Phononen (uy, = 0). Nach einigen Umformungen 14Bt sich mit Hilfe 
co von (10,11) die Beziehung (10,10) auf folgende Form bringen: 


dp, dp,d 
oN = —f fff Nip Nop Naq(N4y + 1) (M5 + 1) dw ae aie Bs a (10,10’) 


» Den Faktor von fp, in (10,10’) nennen wir J, (ohne das negative Vor- 
| zeichen): 


dp, dp.d 
In = ex | | | | maar Rag tal ngeete1) dew oe oe Pa (10,12) 


© Ohne groBen Verlust an Genauigkeit kann man im Integranden in (10,12) 
»| die Verteilungsfunktionen mg und m5, gegen Eins vernachlassigen. Dann 
+ kann man iiber die Phasenvolumina der Impulse der drei stoBenden Pho- 
nonen (p,, ~. und 3) unabhangig integrieren, also dw durch w ersetzen, 
indem man eine Integration wegli&t. Wir erhalten so 


dy,d d : 
Ton ~ gp | | { mreomni ee (10,12") 


© Der Integrand in (10,12) ist proportional p!*. Nach Integration tiber das 
4} Phasenvolumen der stoBenden Phononen erhalten wir aus (10,12’) die 
» Temperaturabhangigkeit der GréBe I}: 


In = aT, (10,13) 


aS. 


* Hierbei ist a ein temperaturunabhangiger Koeffizient. 
» Die Beziehung (10,13) stellt die Temperaturabhangigkeit fir diejenige 
» GréBe dar, die wesentlich fiir alle weiteren Rechnungen ist. 
« Emission und Absorption von Rotonen. Bei StoBen zweier Rotonen ist eine 
» Emission oder Absorption eines dritten Rotons mdglich. Eine exakte Be- 
~ rechnung der Wahrscheinlichkeit fiir diesen ProzeB scheitert daran, daB die 
«. konkrete Form der Wechselwirkung zweier Rotonen nicht bekannt ist. 
» Aus dem Energiesatz folgt, daB bei StoBen zweier Rotonen mit den Im- 
, pulsen 8, und §, nur dann ein drittes Roton emittiert werden kann, wenn die 
~ Bedingung 
2 —_ 2 
(P,— FP) (P, Py) ss A (10,14) 
2h 2u 
» erfiillt ist. 
» Aus der Form des Energiespektrums kann man nun schlieBen, da die 
’ meisten Rotonen Impulse besitzen, deren Betrag nahezu gleich Po ist. Die 
* Bedingung (10,14) ist also sehr streng, und die My abrachbinlich ott fiir den 
) FiinfrotonenprozeB ist, wie sich aus entsprechenden Abschatzungen ergibt, 
' verschwindend klein. 
20 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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Ist N, die Anzahl der Rotonen in der Volumeneinheit, die von ihrem Gleich- i 
gewichtswert abweicht, so 1aBt sich in Analogie zu dem oben behandelten — 


Fall die Geschwindigkeit N,, mit der der Gleichgewichtszustand infolge | 
eines Fiinfrotonenprozesses angestrebt wird, folgendermafen schreiben: I 


Noe 1 ote (10,15) 


Dabei ist 4, das chemische Potential des Rotonengases. 

Aus der obigen Behauptung tiber die Kleinheit der Wahrscheinlichkeit fiir 
einen Fiinfrotonenproze8 ergibt sich, da auch die GroBe J’, klein ist. Wir 
kénnen also annehmen, daB bei allen Temperaturen unterhalb des A-Punktes . 


pene re (10,16) | 
ist. 
Umwandlung von Phononen in Rotonen. Der Impulssatz verbietet eine Um- » 
wandlung eines Rotons in ein Phonon, denn der Impuls des Phonons p 
geniigt der Bedingung p< Po, wahrend der Impuls des Rotons ungefahr 
gleich P, ist. Dieses Verbot gilt auch far StéBe zwischen Rotonen, wenn die » 
Impulsrichtungen der stoBenden Rotonen kleine Winkel bilden; in diesem | 
Fall ist also eine Umwandlung der beiden stoSenden Rotonen in ein ge- - 
streutes Roton und ein Phonon nicht mdglich. Ist aber der Winkel zwischen 1 
den Impulsrichtungen der stoBenden Rotonen nicht mehr klein, so tritt das # 
erwaihnte Verbot auBer Kraft, und es werden Sté8e zweier Rotonen moglich, | 
bei denen sie sich in ein Phonon und ein Roton oder sogar in zwei Phononen 1) 
verwandeln (bei Winkeln zwischen den Impulsen der stofSenden Rotonen 1) 
von nahezu z). Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir diese Prozesse i 
ist aus dem im vorigen Abschnitt dargelegten Grunde unméglich, man kann |) 
nur entsprechende Abschaétzungen durchfiihren, deren Grundgedanke + 
folgender ist. 
Wir betrachten der Einfachheit halber einen ProzeB8, der dem obengenannten 1} 
entgegengesetzt ist. Ein Phonon mit dem Impuls p, stoBe also mit einem | 
Roton mit dem Impuls 3, dabei sollen zwei gestreute Rotonen mit den} 
Impulsen 3, und $, entstehen. Aus dem Energiesatz geht hervor, daB die 4 
Energie des betrachteten Phonons nicht kleiner als A sein darf. Wir haben }) 
es also mit einem sehr energiereichen Phonon zu tun. Wir nehmen an, daB.) 
sich so energiereiche Phononen von den Rotonen nur in der Abhangigkeit {| 
ihrer Energie vom Betrage des Impulses unterscheiden. Sie stehen aber mit {) 
den Rotonen in der gleichen Wechselwirkung, wie die Rotonen unter sich., 
Wir kénnen daher alle Rechnungen ganz analog zu denen anstellen, die wir1 
bei der Behandlung der Roton-Roton-Streuung ausfiihrten (§ 9). Dement-, 
sprechend aft sich die Energie V der Phonon-Roton-Wechselwirkung fir] 
Phononen hoher Energie (oberhalb von A) so darstellen, da sie propor-'] 
tional einer 6-Funktion des Abstandes zwischen Phonon und Roton wird: | 


V = V6 (ty — te) (10,17) ) 


t, und r, sind die Radiusvektoren von Phonon und Roton. Wie wir bereits) 
feststellten (§ 9), kann man bei dieser Wahl der Wechselwirkungsfunktiom 
die Temperaturabhangigkeit der Wahrscheinlichkeit des entsprechendem 
Prozesses berechnen. Ahnlich wie oben kann man fiir die Geschwindigkeiti] 
der Herstellung des Gleichgewichtes im Phononen-Rotonengas, falls diese 
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auf einer Umwandlung von Rotonen in Phononen und umgekehrt beruht, 


_folgende Ausdriicke schreiben 


N,=— phr (+ — pn); Non Se Hie, (ft; — pn) * (10,18) 
Der Koeffizient J),, wird durch das entsprechende vollstandige StoBintegral 
gegeben. Ohne auf die Zwischenrechnungen einzugehen, geben wir das End- 
resultat, das sich mit Hilfe der Wechselwirkungsfunktion (10,17) ergibt, an: 
Donr = |Vo|?A2 N2/ahtcekT. (10,19) 
Die Amplitude V, fiir den betrachteten ProzeB ist noch unbekannt. Wir be- 
nutzen fiir eine Abschitzung den Wert V,, den wir fiir die Roton-Roton- 
Wechselwirkung aus den experimentellen Werten des Viskositatskoeffizienten 
des He II erhielten. Dazu ist festzustellen, daB eine Abschatzung mit dem 
so gewahlten Wert von V, eine obere Schranke fiir Lynx liefert. Diese Ab- 
schatzung ist naémlich aiquivalent der Voraussetzung, daB sich ein Phonon 
stets dann in ein Roton verwandelt, wenn das Phonon ausreichend Energie 
besitzt und der Winkel zwischen den Impulsen von Phonon und Roton so 
ausfallt, daB der Impulssatz erfillt ist. Selbstverstindlich sind aber diese 
Bedingungen nur notwendig, nicht hinreichend: wenn sie erfillt sind, ist 
ebenso gut auch eine einfache Streuung des Phonons am Roton moglich. 
Setzen wir auf der rechten Seite der Beziehung (10,19) die Werte simtlicher 
Parameter ein, ferner den auf die geschilderte Weise bestimmten Wert von 


V, (1,12 - 10-8 erg cm'), so erhalten wir 
2A 


TESS B10 ¢ (10,20) 


Der FiinfphononenprozeB ist natiirlich weniger wahrscheinlich als ein Vier- 
phononenprozef. Fiir den VierphononenprozeB haben wir aber schon weiter 
oben ziemlich genaue Abschatzungen gemacht (§ 8), die uns somit eine obere 
Grenze fiir den Wert I, geben. Ein Vergleich der beiden oberen Schranken 
(fir In, und J},) zeigt, daB sie in einem groBen Temperaturintervall die 
gleiche GroBenordnung haben. Es ist also nicht ausgeschlossen, daB auch die 
Koeffizienten [,, und J, selbst von der gleichen GroBenordnung sind. 
Im folgenden bezeichnen wir den unbekannten Zahlenfaktor in dem Aus- 
druck fiir J,, mit 6 und schreiben entsprechend (10,29) 
24 


ager haan (10,21) 


Die Zahlenfaktoren a in der Formel (10,13) und 6 in der Formel (10,21) 
lassen sich aus den experimentellen Werten fiir den Absorptionskoeffizienten 
des ersten Schalls im He II bestimmen [28]. Es zeigt sich dabei, daB eh 
und /',, tatsichlich die gleiche GroSenordnung haben!). Die Angaben der 
Arbeit [32] liefern fiir die genannten Koeffizienten folgende Werte: 


24 


Pon = 108 PU Ph a4: 108 8” 7 (10,22) 


*) Der berechnete Effekt ist viel weniger wahrscheinlich als eine Streuung des 
Phonons am Roton. Dies lehrt ein Vergleich des Koeffizienten J’, den man aus dem StoB- 
integral fiir die Streuung des Phonons am Roton erhalt, mit der oberen Grenze fiir 
Iphr- 

20* 
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11. Einstellung des Gleichgewichts im Phononengas 


Eine Anderung der Phononenzahl im Phasenraumelement kann auf folgende 
Arten zustande kommen: a) durch eine Phonon-Phonon-Streuung (§ 7); 
b) durch eine Phonon-Roton-Streuung (§ 8); ce) durch eine Emission und 


Absorption von Phononen bei unelastischen StéBen von Rotonen oder © 


Phononen (§ 10). 

Wir berechnen die Relaxationszeiten (oder die entsprechenden freien Weg- 
langen), welche die Einstellung eines Gleichgewichts im Phononengas kenn- 
zeichnen. 

In §7 wurde gezeigt, daB der Wirkungsquerschnitt fir die Phonon-Phonon- 
Streuung bei kleinen Winkeln zwischen den Impulsen der stoBenden Pho- 
nonen am gréBten ist. Aus den Erhaltungssatzen fir Energie und Impuls 
folgt, daB dieser StreuprozeB keine wesentliche Anderung der Impulsrichtung 
der stoBenden Phononen zur Folge hat; die Phonon-Phonon-Streuung fuhrt 
also in der Hauptsache nur zu einem schnellen Energieaustausch zwischen 
den Phononen. Eine exakte Berechnung der Relaxationszeit fir die Ein- 
stellung des energetischen Gleichgewichts im Phononengas ist aber unmd6g- 
lich, und zwar einfach deshalb, weil das Problem selbst nicht exakt formuliert 
werden kann. Da aber die Einstellzeit fiir das energetische Gleichgewicht 
im Phononengas eine sehr wichtige GréBe unseres Systems ist, wollen wir 
trotzdem versuchen, sie in zwei Grenzfallen zu bestimmen. 

Im ersten Fall nehmen wir an, da8 im Phononengas auf irgendeine Weise 
die Anzahl der Phononen mit kleinen Energien (kleiner als die mittlere 
Energie des Phonons) verandert worden ist, so daf die Verteilungsfunktion 
im Gebiet kleiner Energien verschieden von der Gleichgewichtsfunktion ist; 
wir bestimmen dann die Relaxationszeit fir die Einstellung des Gleichge- 
wichts in einem solchen Gas. 

Im zweiten Grenzfall nehmen wir an, daB im Phononengas die Anzahl der 
Phononen mit hohen Energien (héher als die mittlere Phononenenergie) 
verandert worden ist, so daB die Verteilungsfunktion fiir hohe Energien ver- 
schieden von der Gleichgewichtsfunktion ist. Auch in diesem Fall bestimmen 
wir die Relaxationszeit fiir die Einstellung des Gleichgewichts in einem 
solchen Gas. Vergleichen wir diese Zeit mit der Zeitkonstante fir Trans- 
portprozesse, so kénnen wir zeigen, da die Einstellung des energetischen 


Gleichgewichts schneller geht als die Transportvorginge im Phononengas. | 


Wir beginnen mit dem ersten Fall, betrachten also die Streuung von Pho- 
nonen geringer Energie an Phononen. In diesem Fall kann man annehmen, 


da der Impuls p des betrachteten Phonons wesentlich kleiner ist als der ' 


Impuls p, des Phonons, mit dem das betrachtete Phonon in Wechselwirkung | 
tritt. Diese Voraussetzung vereinfacht, wie im §7 gezeigt wurde, den Aus- | 
druck fiir die iiber die Winkel gemittelte Streuwahrscheinlichkeit eines ; 


Phonons an einem Phonon wesentlich. Im betrachteten Fall betragt der tiber '} 
die Winkel gemittelte Wirkungsquerschnitt fiir die Phonon-Phonon-Streuung | 


nach (7,11) 


nm (u + 2)4 pt 


OA?) Px (Oba pe) 
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Wir betrachten die kinetische Gleichung fiir die Phononen 


fs) 
3 + PVn =I (n). 


Hierbei hat das StoBintegral J (m) fiir die Phonon-Phonon-Streuung die 
Form 


I (n) = — (2h) [co (p, py) {nm, (nr + 1) (ni + 1) — 
—n'ny (n + 1) (m + 1} apy, (11,1) 


Uns interessiert die Relaxation der Phononen geringer Energie, deren Ver- 
teilungsfunktion bei gegebener Gleichgewichtsverteilung der tibrigen Pho- 
nonen gleich n ist. Wir betrachten also die Verteilungsfunktionen n,, n’ und 
nm; in (11,1) als Gleichgewichtsfunktionen; die Abweichung der Verteilungs- 
funktion n von der Gleichgewichtsfunktion 7, soll klein sein und wird mit 6n 
bezeichnet. Nun benutzen wir die bekannten Kigenschaften der Gleich- 
gewichtsfunktionen und formen den Ausdruck in geschweiften Klammern in 
(11,1) um: 


{(% + dm) (n’ + 1) (my + 1) my — nym; (my + 1) (mM + 1 + bn)} = 
= dn {n, (n' +1) (ni + 1)—n'ni (m + 1)} =dnn' ni (m+ 1)/n. (11,2) 


Den gefundenen Ausdruck setzen wir in das StoBintegral (11,1) ein; dann 
wird 
I (n) = — (22h)? 6n [nt n'n; (m, + 1) co (p, p,) dp, (11,8) 


| Die Relaxationszeit fiir die Phononen kleiner Energie wird also durch den 
Ausdruck 


1 
Ge = Baby? [nt n’ns (my + 1) €0 (p, 7) as. (11,4) 


t 


. gegeben. 

« Zur Vereinfachung der Integration in (11,4) ersetzen wir die Funktionen 
_,, n’ und n; durch die WIENsche Funktion und beriicksichtigen die Tatsache, 

' daB die Impulse p und p, der Ungleichung p < p, geniigen. Hierbei nimmt 

‘ die in dem Ausdruck (11,4) vorkommende Kombination der Verteilungs- 


funktionen die Form 
I ny (n, + 1) pe/kT 


! an, Benutzen wir dies und setzen den Ausdruck (7,11) fiir o (p, p,) in (11,4) 
" ein, so erhalten wir?) 


re 


pe 


j ree _,. u%(u-+ 2)4 
} a (22th) 3 kT’ 


———— WAL go 
tx (96 xh2g,)8oy Bue 


[my (m1 + 1) pidy, 


| 1) Die Integration iber dp, mit der unteren Grenze Null liefert einen Fehler, der jedoch 
' nicht wesentlich ist, da unsere Ergebnisse ohnehin nur angenahert gelten. 
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oder nach einer elementar ausfihrbaren Integration: 


1 (u + 2)46! eS (11,8) 


Te (48 Wop)? cy (22h) \c , 


c 

Der Umstand, da8 die Phononen mit dem Impuls p, eine hohe Energie be- 
sitzen, wird in (11,5) automatisch beriicksichtigt, da bei der Integration uber r 
dp, nur die Phononen mit Energien von der GréBenordnung 6 kT’ einen: 
wesentlichen Beitrag liefern. 

Wir gehen nun zu dem Fall der Relaxation von Phononen mit hoher Energie 5} 
iiber. In diesem Fall kann man auf Grund der Voraussetzung, daB die Im-. 
pulse der Phononen durch die Ungleichung 


P< Pp (11,7) 
verknipft sind, den Ausdruck fiir die tiber die Winkel gemittelte Wahr- 
scheinlichkeit der Phonon-Phonon-Streuung vereinfachen. Ersetzen wir ini 
dem Ausdruck (7,11) p, durch p, so erhalten wir 

ze (u + 2)4 p4 
= ——______. 11,8) 
oO (Pp, P) (96 wh? 09c)?y ( ) : 


Ganz analog zum Fall der Phononen kleiner Energie finden wir fiir died 
Relaxationszeit tg fiir Phononen groBer Energie den Ausdruck 

A = (2uhy8 fm (my + 1) n'n{co (p, Py) as, (11,99) 

G 
der mit dem Ausdruck (11,4) itbereinstimmt. Diese Ubereinstimmung ist} 
auch nicht verwunderlich, denn wir haben bei der Ableitung der Beziehungy 
(11,4) nirgends eine Voraussetzung tiber die GréBe der auBerhalb des Gleich ; 
gewichts befindlichen Phononen benutzt. Nun fiihren wir die Annahme ein.if 
da8 der Impuls klein ist, und betrachten die Verteilungsfunktionen den} 
Phononen n, n’ und nj als klein gegen Eins. Dann vereinfacht sich die ir I 
Ausdruck (11,9) vorkommende Kombination der Verteilungsfunktionen*): 


n> n'ns (ny + 1) Ym (mr, + 1)- (11,103) 

Wir setzen (11,8) und (11,10) in den Ausdruck (11,9) ein: 
1 m (u + 2)4 q 

— = (22h)? pt ——______ 

7s (2th)->p (GnKigyep | ™ (n, + 1) dp,. (11,114) 


Nach einer elementaren Integration erhalten wir dann schlieBlich 
1 (w+ 2)4 (kT c)* (x83) p* 
te (48h? Qq)cy (2h)? | 
Die Kleinheit des Impulses p, wird in dem Ausdruck (11,11) automatisch bes 
ricksichtigt, denn in dem dort auftretenden Integral spielen nur Impulse vonj 


der GréBenordnung 2 k7' eine wesentliche Rolle. Mit Hilfe der Zahlenwertt! 
der Parameter in den Formeln (11,6) und (11,12) berechnen wir nun div 


(11,12? 


1) Die Voraussetzung, daB die Funktionen n, n’ und 7,’ klein sind, ist aquivalent de 
Bedingung p, p’, p,’ > kT'|c. 


Theorie der kinetischen Erscheinungen in Helium II 249 


<oeffizienten in diesen Ausdriicken. Fiir die Relaxationszeit der Phono- 
1en kleiner Energie ergibt sich dann: 


1 
— ~2-107T' 2, (11,13) 
tx 


ind fiir Phononen hoher Energie: 


— ~ 105. T7 x4, (11,14) 


eo eke: 


Zur Bestimmung der Relaxationszeit fiir Phononen mit beliebiger Energie 
«ann man eine Interpolationsformel benutzen, die in beiden Grenzfallen in 

ie Ausdriicke (11,13) und (11,14) iibergeht. Dieser Bedingung geniigt folgende 
formel 


1 
—— = 105. 17. x (x + 6). (11,15) 
h 


ie Phonon-Phonon-Streuung hat keine wesentliche Impulsanderung der 
euenden Phononen zur Folge, dafiir garantiert aber dieser ProzeB, wie 
vereits erwahnt, die Einstellung des Energiegleichgewichts im Phononengas. 
Jie berechnete Relaxationszeit tp, kennzeichnet die Einstellgeschwindigkeit 
flieses Gleichgewichts im Phononengas. 


III. Die kinetischen Koeffizienten des He II 


urch sorgfaltige Analyse der kinetischen Gleichung fiir die Elementar- 
nregungen im He II lassen sich die kinetischen Koeffizienten bestimmen. 
ts zeigt sich dabei, daB das He II durch einen Koeffizienten der ersten 
Viskositaét und drei Koeffizienten der zweiten Viskositat gekennzeichnet 
‘vird. AuBerdem hat das He II noch einen kinetischen Koeffizienten, der 
lem Warmeleitungskoeffizienten iblicher Korper analog ist. Dieser Koeffizient 
verknipft die Temperaturverteilung mit dem Warmestrom. 

Vir beginnen unsere Untersuchung mit einer Analyse der kinetischen 
leichung fiir die Elementaranregungen im He II. Wir erhalten daraus die 
)ydrodynamischen Gleichungen fiir das He II und allgemeine Ausdriicke fiir 
vie Energie- und Impulsstrome. 


12. Die kinetische Gleichung fiir die Elementaranregungen im He II [29] 


Yie kinetische Gleichung, welche die Verteilungsfunktion n der Elementar- 
nregungen im He II bestimmt, 148t sich als Kontinuitatsgleichung im 
Raum der Koordinaten r und Impulse ue schreiben: 

* 

' 


| (n) ist das StoBintegral, dessen konkrete Gestalt uns in diesem Fall nicht 
‘nteressiert. 
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Die Geschwindigkeit ¢ und die Kraft p lassen sich nach der HAMILTON- | 
JacoBischen Gleichung durch die HAMILTON-Funktion der Elementar- 
anregungen H ausdricken: 


CL 0H y 
t=7;— =—>;.- 12,2), 
Op’ P Or ( 
Wir setzen (12,2) in (12,1) ein und schreiben die Ableitungen der Produkte 
nt und np ausfihrlicher. Dann lautet die Gleichung (12,1) 
On . OnOH OnOH 

BRA Be ace pu aca =I (n). 12,3 
fi Aedbma ide Goo (12,8) 
Im He II erfolge nun eine superfiuide Bewegung mit der Geschwindigkeit b,. 
Die HAMILTON-Funktion H lautet dann 


H = &(p) + pds. (12,4: 


Dabei ist e(p) die Anregungsenergie in dem mit der Geschwindigkeit b; 
bewegten Bezugssystem. . 
Die Bewegungsgleichungen fiir He Il. Wir multiplizieren beide Seiten der’ 
Gleichung (12,3) mit der t-Komponente des Impulses 7; und integrierer 
diese Gleichung iiber den ganzen p-Raum. Infolge des Impulssatzes fiir das 
gesamte System verschwindet das Integral der rechten Seite: 


[rit (n) dt) = 0. (12.5% 


Wir haben also’): 
0 On OH On OH 
5 | metre + [mgr ap, tee — ar aes ah 


Durch eine einfache Transformation finden wir weiter: 
0 0 OH gatas ; 
AE N pdt, + ay, | am dt» + n an, dt, = 0. (12,€ 


Hier setzen wir den Ausdruck (12,4) fiir H ein und bezeichnen die Integratiog 
iiber den p-Raum zur Abkirzung durch einen Querstrich tiber dem enti} 
sprechendem Ausdruck: 


Qi. 8 “OE 7 2 One ] 
at np, + on, (55 =o va) +n lie + Pr | = 0. (12,"] 


Die Gleichung (12,7) ist eine der Bewegungsgleichungen fiir das fltssig¢ 
He II. Sie bestimmt die Anderung der Relativbewegung des normalen u 
des superfluiden Anteils. Da®B dies der Fall ist, ergibt sich unmittelbafj 
daraus, daB 7p der Gesamtimpuls der Anregungen in dem Bezugssystem is 4 
wo keine superfluide Bewegung stattfindet (in dem also der superfluide Ted 
der Flissigkeit ruht). | 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Die Summationszeichen sind im folgenden den tiblichen is 
pflogenheiten entsprechend weggelassen (Indizes 2, k). 
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Der Gesamtimpuls der Volumeneinheit li&t sich durch den Impuls der An- 
regungen mp in dem mit der Geschwindigkeit », bewegten Bezugssystem 
nach der Beziehung 
j= np + 00, 

ausdriicken. Die Ableitung des Gesamtimpulses nach der Zeit ist, wie sich 
aus dem allgemeinen Erhaltungssatz fiir Energie und Impuls ergibt, gleich 
der Divergenz eines symmetrischen Tensors //,,. Der Tensor des Impuls- 
stroms JJ;, im ruhenden Bezugssystem la8t sich durch seinen Wert 7, in 
dem mit der Geschwindigkeit », bewegten Bezugssystem ausdriicken!): 


TT, = Hix + Vee NP; + VseNDy + OVeiVer- (12,8) 
Es ist also 


ee 0 
ar np, + at C Pst aie 


0 = fan 
uF or, (ik + Vee ND, + Usi Py + O55 Vey) = O. (12,9) 
Wir subtrahieren von (12,9) die Gleichung (12,7) und benutzen die Konti- 
nuitatsgleichung 
do 0 
atid (12,10) 


Dann erhalten wir 


Ove; O v5; 7) Oe 0 Oey. 
ee lore ree iramone ton ye 


Ohne auBeres Feld hat die Ableitung 0¢/dr,;, den Wert (¢/00) (00/0r;). Aus 
der Bedingung rot », = 0 ergibt sich die Forderung, daB die Summe der 


© letzten drei Glieder in (12,11) gleich dem Produkt der Dichte o mit dem 


— 


ii 
« | 


it 


— 


1) Die Beziehung zwischen den Tensoren des Impulsstroms im ruhenden Bezugssystem 
(/7;,) und in einem System, das mit einer Geschwindigkeit v bewegt ist (7;,), 14Bt sich 
leicht ableiten, wenn, wie zum Beispiel in der klassischen Hydrodynamik, die Form des 
Tensors //;, bekannt ist. In der klassischen Hydrodynamik lautet der Tensor 


TT jy = 0UgUy, + On, P 


(u ist die Geschwindigkeit der Fliissigkeit, p der Druck). Wir driicken die Geschwindig- 
keit der Flissigkeit im ruhenden Bezugssystem durch ihre Geschwindigkeit u’ in einem 


' mit der Geschwindigkeit » bewegten System aus: 


u=u' +d. 
Setzen wir diesen Ausdruck fiir u in die obige Formel fiir /7;, ein, so erhalten wir 
TT gy = Ov ye + OUgVE + OU,'YE + 0 (UG'Uy + POix). 


Wir bezeichnen den Impuls der Volumeneinheit der Fliissigkeit im bewegten System 
mit » und finden schlieBlich die gesuchte Beziehung 


TT i, = OVE + PiME + PELE + Mike 


Diese Transformationsformel fiir den Tensor //;; bleibt natiirlich auch in der Hydro- 
dynamik des He II giiltig. 
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Gradienten einer gewissen Funktion ist. AuBerdem sieht man sofort, da8 der | | 
Tensor 2,, beim absoluten Nullpunkt, wo keine Anregungen vorhanden 1 
sind, den Wert p,6;, haben muB (pp ist der Druck des fliissigen He II ohne | 


Anregungen). 
Diese Forderungen legen die Form des Tensors I] ,, eindeutig fest: 
de Oe wa | 
ik = ie cr + Onn Ze + bie Po. (12,12) © 
Der Druck p, lift sich durch die Energie Z, und das Potential uw, (7 = 0) 
ausdriicken: . 
Py = — Ey + Oho 
Daraus folgt | 
O Po 0 Uo 
po Os peal 8 12,13 
Or; e Or; ( ) 


Setzen wir den Ausdruck (12,12) fiir 74, in (12,11) ein, so erhalten wir unter | 
Beriicksichtigung von (12,13) 


OV.: OVs% 0 ds O My 
arr Tet Ge hla” Fp a oH 


= 0. (12,14) | 


Wir lassen den gemeinsamen Faktor ¢ in (12,14) fort und erhalten schlieBlich | 


Oe v 
+7 |uo tn 5e + i ===( (12,15) | 


Diese Gleichung ist die Bewegungsgleichung fiir die superfluide Str6mung. | 


Das gesamte thermodynamische Potential » hat nach (12,15) den Wert 


ce a + [m5 ie. (12,16) |} 


Das zweite Glied von (12,16) ist der Beitrag der Anregungen zum thermo- -| 
dynamischen Potential w. 
Es ist manchmal zweckmaBig, statt der Gleichung (12,7) die Bewegungs- -} 
gleichung (12,9) zu benutzen, die nach Einsetzen des Ausdrucks (12,12) }} 
fiir den Tensor 7,,; folgende Form annimmt: | 


0 0 | de Oe 
~~ (np, + aed ee + 
Ot NP, + 0 Ysi) rte Or, NP Op, 6 Oin do Q a 
+ bin Po + MP Va~ + MPVs + ores} =0. (12,9/)) 
Der Energiesatz. Die Energie H der Volumeneinheit des fliissigen He II im) 
ruhenden Bezugssystem hingt nach den bekannten Transformations- 


formeln mit der inneren Energie Hj,, in dem mit der Geschwindigkeit », be-- 
wegten System folgendermaBen zusammen:. 


E =o > + 0,0) + Bin. (12,17) 


Differenzieren wir die ersten beiden Glieder in (12,17) nach der Zeit — sie¢ 
stellen die kinetische Energie des Heliums dar (abziiglich der Energie der 
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Relativbewegung des normalen und superfluiden Teils) — und benutzen die 
Bewegungsgleichungen (12,7 und 12,15) sowie die Kontinuitatsgleichung 
(12,10), so erhalten wir 


0 ) : at 
Exin = > (0 + 45 vs) = 


ot Ot 
ae de. wv v 
== (er: + #P) 5 (uo tn 5e + F)— Fy 2 an, (0s: + 2D,) — 
) de Oe Os, ‘ 
Uy ar, ND; (x OD: i vs) — V3i (n Or, + Pr i 2): (12,18) 


Nun bestimmen wir die zeitliche Ableitung der inneren Energie H;,, = ne. 
Zu diesem Zweck multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung (12,3) 
mit ¢ und integrieren sie tiber den ganzen p-Raum. Das Integral der 


rechten Seite [ I (n) e dt, verschwindet dabei wegen des Energiesatzes. Wir 
erhalten also 
On 4 dn 0H On OH 
Ot * Ory OD, arn Orn, 


Nach einigen nicht allzu schwierigen Umformungen der gewonnenen Glei- 
ae finden wir unter Benutzung des GAussschen Satzes: 


(12,19) 


fa] Oe 
a (me) + = en (5+ e18) — ae 5 + 
iets ae OV mE do 


2 
meio a ee 
Somit haben wir: 
0 0 de | de 
Bac 37,07 oe ae ae + ¥ tap 
— Oe O04; de, de 
Oo tad: meade able sera 


Die Ableitung der Summe der kinetischen und potentiellen Energie lautet 
nach (12,13 und 12,21) 


0 0 Oe 
at (Exin + Finn) =— 2 Or, MD, + Ose) — Vet Or; 


(iat IE Oba, ot o (nce + )— 
ou 3 Tig (m5 1) Ost Or, do Ho 


fa] Oe de 
— azn (55 + Or, ae rttg, e* 


de 7) de Ov,, Oe do de 
~—— Usk — a n (5 )+ a Bt” Fo" 
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Hieraus erhalten wir nach einer Umformung, bei der wir Gleichung (12,10) 
benutzen, den Energiesatz als Kontinuitatsgleichung fir die Gesamt- 
energie: 


OH 0 Exin 0 Finn do 238 
Sh oe ee 


: ey FY a (12,22) 
=— 2 on +00 arts 9 Op, : ’ 
Das dritte Glied auf der linken Seite von (12,22) kennzeichnet die Energie- 
anderung des flissigen He II ohne Anregungen. Der Energiestrom Q) im 
He IL lautet nach (12,22) 


Oe v 0: 
DO = (np + ods) (Mo + 2a- + = +H 7H (12,23) 
Go et p 
(jj = np + @0,). 


Die Gleichungen (12,7, 12,10, 12,15) bilden zusammen mit der Gleichung 
(12,22) ein vollstandiges System hydrodynamischer Gleichungen fir das 
He II. Im allgemeinen schreibt man statt der Kontinuitatsgleichung fiir die 
Energie (12,22) die Kontinuitatsgleichung fir die Entropie, die sich aus 
(12,23) und den thermodynamischen Identitaten ergibt. 


13. Die kinetischen Koeffizienten [29] 


Die Gleichgewichtsverteilung fiir die Anregungen in He II, in welchem eine 
gleichférmige Normalbewegung mit der Geschwindigkeit », und eine super- 
fluide Bewegung mit der Geschwindigkeit », vonstatten gehen, hat folgende 
Form (BosE-Statistik) : 


H—pvn -1 €+pPpv0s—P0pn —1 
me aa or =e a _ (13,1) 


Die Gleichgewichtsverteilung (13,1) geniigt der kinetischen Gleichung, 
deren rechte Seite sie zum Verschwinden bringt. Weicht das System der 
Anregungen von der Gleichgewichtsverteilung ab, so gilt eine andere 
Verteilungsfunktion, deren Form im allgemeinen Fall nicht angegeben 
werden kann, da die kinetische Gleichung dann nicht lésbar ist. Das 
Problem vereinfacht sich fiir den Fall, daB die réumlichen Ableitungen der 
GroBen, die den Zustand des Systems kennzeichnen, klein sind, diese GréBen 
sich also auf Abstaénden von der GréB8enordnung der Systemabmessungen 
nur wenig andern. In diesem Fall weicht die Verteilungsfunktion nur wenig 
von der Gleichgewichtsfunktion my ab. Man kann also die kinetische Gleichung 
linearisieren. Zu diesem Zweck setzen wir auf der linken Seite der kinetischen 
Gleichung die Gleichgewichtsfunktion ny ein und behalten in dieser Gleichung 
nach der Differentiation nur die in den réiumlichen Ableitungen linearen 
Glieder bei. Die rechte Seite der kinetischen Gleichung (das StoBintegral) 
wird nach der Differenz » — ny in eine Reihe entwickelt. Man erhalt so eine 
lineare Integralgleichung, welche die Differenz n — Min einer Form dar- 
stellt, die proportional zu den riumlichen Ableitungen der den Zustand 
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kennzeichnenden Gréfen ist. Die gefundenen Werte von n — NM gestatten 
eine Bestimmung der Energiedissipation des nicht im Gleichgewicht befind- 
lichen Systems und eine Ermittlung der Form der kinetischen Koeffizienten. 
Wir stellen jetzt in allgemeiner Form die Eigenschaften der kinetischen 
Koeffizienten im He IT fest. 

Wir setzen also die Gleichgewichtsverteilung M, in die linke Seite der kine- 
tischen Gleichung ein. Dabei betrachten wir neben den raumlichen Ab- 
leitungen auch die Geschwindigkeitsdifferenz »,, — », als klein. 

Durch diese Annahme wird die Allgemeinheit unserer Problemstellung nicht 
eingeschrankt, denn die Geschwindigkeitsdifferenz muB stets klein gegen die 
Schallgeschwindigkeit im He II sein. Bekanntlich bricht die Superfluiditat 
schon lange vor dem Erreichen dieser Grenze zusammen. Wir schreiben jedes 
Glied auf der linken Seite der kinetischen Gleichung einzeln hin): 


ot 1.498 Ov, dv, 1 oT 
ie ler (ar — ait + ® Gi) — pra bh + pn Se fa ee 


Als unabhiangige Variable wahlen wir die Dichte o und die Entropie 8. 
Nach den hydrodynamischen Gleichungen lassen sich die zeitlichen Ab- 
leitungen in der ersten Naiherung folgendermafen durch die raumlichen aus- 


driicken: 


BE iv Sieee 0. (13,3) 


do Bisse § 0 
= +divj=0, OE 


Ot 
] 
Ona, (vo, —b,) =—SVT (13,4) 


(dabei ist | = 0,0, + 0,0, der Strom). 
Mit Hilfe von (13,4) kénnen wir (13,2) umformen: 
Oh, . Wh Lt Ay oT de 
Ot LF {iv ({ — @ Dn) E ao ee a po) — 5 | = 
: {1/07 oT d¢ 
+ div by, E Gre + ag s) (E—Pdn +p) —5¢| = 


sTe-V Tf 1 
i bs PT — (ae) + a OaPT)(0— pry + vr)h. (13,5) 


Ferner erhalten wir 


OnOH OnOdOH n \— (55 + 04) 7 (Bs) — 


OL 0p,» 09.0¢ , kT 
ie Dn + pd,) cL as +0) +2 V (e+ po) (13,6) 
T pod, po, Op n 8 n 8 : 5) 


1) Der Strich bedeutet die Differentiation der entsprechenden Funktion nach dem 


e—Pr,+ Pr, 


=— 1). 
Argument a we n(n + 1) 
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Wir setzen nun (13,5 und 13,6) in die linke Seite der kinetischen Gleichung 
(12,1) ein; fassen wir die entsprechenden Glieder zusammen, so erhalten wir 


n' ay ke ped ee 
ee) |e d : 
aiks i: (e — pda + PDdz) 5, iv (ji — en) + 


POL oT oF : 
+| (Ge + xy) (Po + poy) — 5 0| div» + 


T 
VLLOST Og Hel tes 
+O le On te —pr, + p00) (5 ase 2] 
—v (p¥n) — dV (pds) + v47 (woot =I (n). (13,7) 


Die beiden letzten Glieder der geschweiften Klammer in (13,7) kann man 
vernachlassigen, da ihre Differenz, wie man leicht sieht, nur von der GroBen- 
ordnung (v, — ¥,)? ist. Von der gleichen GréBenordnung sind alle Glieder, 
die den Faktor pv, — pv, enthalten. Auch sie kénnen wir also vernach- 
lassigen. Wir erhalten somit: 


as ote e (OT OT Oe . 
Tae 9%) 8 Gere + [a (Gee + ae) — Jee] Ae + 
VEST de Oe 
+(e Jaap P weal r= on. (13,8) 


Die Lésung der Gleichung (13,8) 1a48t sich folgendermaBen darstellen: 


Coe 


n’ a of 3 Beane 
»—s = Eel eae a] ode + 


e (OT oT 1 de Oe . 
“a Ala(s,e+ 53°) — ap? —aee| Oe + 


ff) 
77 SP 
eB E -— se | + 


sf On “Op 


Oe 1 Og Ov Ov,; 9. Ov 
C Perey sdk tees he bee x nk Rie OS ee pie 
+ E Pt 3 Oi Op o| (Gt _ Or, 3 Sik 5) A 


(13,9) 


Dabei sind A, B und C Zustandsfunktionen, deren Form durch den Wechsel- 
wirkungstyp der Anregungen bestimmt wird"). Der Koeffizient A hat fir 
alle Glieder vom skalaren Typ dieselbe Form, der Koeffizient B fiir alle 


1) Die Funktionen A, B und C hangen im allgemeinen vom Impuls » der Elementar- 
anregung ab. In allen Fallen jedoch, in denen man die kinetische Gleichung fiir Rotonen 
lost, erhalt man fiir die genannten Koeffizienten GréBen, die vom Impuls p unabhangig 
sind. Dies hat folgenden Grund. Bei der Berechnung der StoBintegrale fiir Rotonen ist 
nur die Roton-Roton-Streuung wesentlich, deren Wahrscheinlichkeit nach § 9 nicht von } 
der Energie der stoBenden Rotonen abhangt. In diesem Fall laBt sich also das StoB- | 
integral I (n) ietzten Endes in der Form const (n — ng) darstellen. 
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vektoriellen Glieder (alle Glieder, die proportional zu p sind) und der Koeffi- 
zient C fir alle tensoriellen Glieder. Von dem letzten Glied in geschweiften 
Klammern in (13,8) — dem Glied (02/0) 7 (pv,) — trennen wir die darin 
enthaltenen Glieder von der Form div », ab; den Rest symmetrisieren wir. 


Mit Hilfe des Ergebnisses (13,9) kénnen wir schon einige Schliisse tiber die 
Typen kinetischer Koeffizienten im He IT ziehen. Die in (13,9) zu div (i—@D,) 
und div», proportionalen Glieder sind verantwortlich fiir die zweite 
Viskositaét; die Glieder mit A7’ bestimmen einen Koeffizienten, der der 
Warmeleitfahigkeit analog ist, und die Glieder mit der GréBe 


bestimmen die erste Viskositat, die auf der normalen Bewegung beruht. 
Wir machen auf den interessanten Umstand aufmerksam, da mit der super- 
fluiden Strémung keine erste Viskositat verbunden ist, obwohl von vorn- 
herein die Méglichkeit eines solchen Effekts nicht ausgeschlossen ist; die 
Superfluiditaétsbedingung besteht namlich nur in der Forderung rot », = 0. 
Wir bestimmen nun die Form der Zusatzglieder in den hydrodynamischen 
Gleichungen, die auf der Existenz eines vom Gleichgewicht abweichenden 
Zustandes beruhen. Hierbei miissen wir die Bedingungen 


Ip (n —m) dt) = 0, fe (n —m) dt, = 0 (13,10) 


bericksichtigen; sie ergeben sich aus der Forderung, daB die Nichtgleich- 
gewichtsfunktion » zu den gleichen Werten der Gesamtenergie und des 
Gesamtimpulses fiihren muB wie die Gleichgewichtsfunktion. 

Im allgemeinen Fall bedeutet die erste Bedingung (13,10) eine Einschrankung 
fir den Koeffizienten B, den man bei der Lésung der kinetischen Gleichung 
erhalt. Sie ist automatisch erfillt, wenn der Koeffizient unabhangig vom 
Impuls p ist. Dann gilt wegen (4,3) (4,4) und (13,9) 


B 


VEE os TOE Oe\ n’ ee 
= (p —ex\ ine dt 


Da sich der Impuls wegen (13,10) nicht andert, treten auch in der Kontinui- 
tatsgleichung (12,10) keine Zusatzglieder auf. 

In dér Bewegungsgleichung (12,9) treten in erster Naherung folgende 
Zusatzglieder auf: 


0 Oe Oe 
Or | fa) Ug pene) + Oye | (1 — Mp) 5 04%. (13,12) 


Wir setzen (13,9) m die Integrale (13,12) ein und erhalten nach einigen 
einfachen Umformungen unter Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaften 
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der erwihnten Integrale 


8 {anion fel —H) ers Hea] 
Cafe 
“te Hae tele 
+E t Eafe feat 

Te 
Die Gleichung (12,9’) nimmt also folgende Form an: 


0j 0 Bikes 
a Ta a din br div (j — Q Un) — Once div Dn + OiePo + 


Oe cee O02 Oey ne Onl 
te MOP Fp, + 2 P;%si— 7 lan “+ ar, Try See a) + 
Oé oped 
+ dino Ze + UgK%y Pi =e orra| = 0. (13,14) 


Die kinetischen Koeffizienten ¢, und ¢,, welche als Koeffizienten der zweiten — 
Viskositat aufgefaBt werden konnen, lauten wegen (13,13) 


elon. Oe toe 1 de | 

i= — [4 tale ae — ae) Gee * = ap?) 2 848 
“4 n OT de 1 de 

Gaile tues s)— a2 5 ap? * 

Got AeaNe 

x [eet sa | aro. (13,16) || 


n ist der Koeffizient der ersten Viskositat; nach (13,13) hat er die Form | 
/ 1 /de \2 
co ee ae tee dee Fc es 
x | ° sex((s5) *— = Gp?) |= 
de | 
= 2 
sen | ow Gal dty. (13,17) )} 


In der Gleichung der superfluiden Bewegung (12,15) tritt im Nichtgleich- - | 
gewichtsfall das Zusatzglied | 


i, | 


fe} 
al (n— my) 5 at (13,18) | 
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auf. Setzen wir in dieses Integral den Ausdruck (13,9) fiir die Differenz 
N — N ein, so erhalten wir analog zu (13,13) 


n’ (3 OT Oe\0e 
am {a | ee ov) | Ae Er aT Dp. — 5.) 5 do ea 


: 7 (OT oT aes, 1 de O& 
d eae S 
+ div ye ™ fe (ape o + 755) ag ats Ob »| 5 ary}. (13,19) 
Die Gleichung der superfluiden Bewegung hat also auBerhalb des Gleich- 
gewichts die Form 
db, v; de Sa . 
Ge TY |x to + 5, —Sadiv (iors) —Cadiv bg f= 0. (13,20) 


Die Koeffizienten ¢, und £, lassen sich ebenfalls als Koeffizienten der zweiten 
Viskositaét auffassen; nach (13,19) haben sie den Wert 


1 tes OTA MONO: 
Ls =(-4t5 ($5 —-g) gt (18,21) 


w= faz (5 ee ae ne 


ET\T do8 * 7 06 do * 
Moen\o 
ae) 6 dtp. (13,22) 


Die Koeffizienten ¢,, ¢,, €; und ¢, sind nicht unabhangig voneinander. Nach 
dem ONSAGERschen Prinzip sind sie durch die Beziehung ¢, = ¢, miteinander 
verknipft. Von der Giiltigkeit dieser Beziehung tiberzeugt man sich am 
einfachsten in dem Fall, daB A nicht vom Impuls p abhangt. Nach (13,15) 
und (13,22) haben wir 


t ey, nm’ {1 Oe e0r "Oe O€ eas 
CRASS sata hE apr a ae) * a0? (Bp 
5.) e OT Oe e oF ge Oe Oe 


Tie Gok el Ola toekdpdes © 


1 /de Oe nm S&S OF Os 
+-5 (55) 36} % Seles T 9S 39 °° + 


wef oe ae 
sw ila P|) ma IT - 13,23 
+4 | xen (5#) Fa, te daa) 
Nach (3,3) hat das zweite Integral in (13,23) den Wert ASO 7/00. Durch ein- 


malige partielle Integration nimmt die Beziehung (3,3) folgende Form an: 


7) 1 
S n iff (ep?) a dT». (13,24) 


mar 


Wir differenzieren diese Beziehung auf beiden Seiten nach o bei konstanter 
Temperatur 7 und erhalten 


0s ELEY, P i 
Go. =arf{* "Odo ap oe 40g =; (ae P| edt 


21 Sirona »Fortschritte der Physik*‘ 
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Nun integrieren wir das zweite Glied partiell und finden 


1 Oe 1 
——_ | n’ —— ‘ 13,25) | 
on” do edTp ( ) 
Das erste Integral in (13,23) lautet wegen (13,25) _ 


n O0c/0T S OT\ (08 a 0 
af Gras (On 7 ae erga al Ga)e= 45 (ae), 


Die Summe des ersten und des zweiten Integrals in (13,23) verschwindet also. 
Damit haben wir gezeigt, daB 


Cy = Ca. (13,26) 


Zum SchluB ermitteln wir die Form der Zusatzglieder im Energiestrom 
(12, 23), die bei Verletzung des Gleichgewichts auftreten. Zunichst formen 
wir das zweite Glied in dem Ausdruck (12,23) fiir den Strom ©, namlich das 
Glied nH 0H/Op um. Wir entwickeln die Verteilungsfunktion n in eine Reihe 
nach Potenzen von n — mp. Das nullte Glied verschwindet hierbei infolge der 
Symmetrie des Integranden im p-Raum. Das Glied erster Ordnung, auf das |) 
wir uns beschranken wollen, lautet 


fof hE a 
aaa (en) Oke) RoR reread 


Nach einer partiellen Integration erhalten wir ferner 


F) OH | 
nil x. H ak | + (pb,) iF dty. (13,27) | 


In der gesuchten ersten Naherung haben die Zusatzglieder im Energiestrom } 
wegen (13,23) und (13,27) die Form 


OH 
(np + oon [i Bae ae © dt, + fo No) |e + (pDp») ap (tt: 
Wir setzen hier den Ausdruck (13,9) fiir » — ny ein; unter Beriicksichtigung 


der Symmetrieeigenschaften der gewonnenen Integrale erhalten wir ahnlich | 
wie oben . 


btu den’ 
y d a 
(n,p+ Os) [aiv i OVn) )| 4 Too 3a pple 4 


3, f e.oTr 6 OT Oe 1 ds 
parm {a(S iter ait an dg ° op?) * 


ee n' oT 6a 
* 90 kT kT anol + Dn [av Gee) | 4 (F Ben x 


LDoieve e oF OT ¢« 
x (e+ 5? 5) ay pity + dive, [ACF 5 0+ 55S 8 


ince e\lnOe An 1 Oc 
ae? — 5 a5) ED (+ ap?) at + 
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VT Geral de\ n’ 
+ or | 2°35 (oe 2 ap) ane 
| ah OH de 1 de n' 
a onl C (p vq) ap (Phan — a Oe crabs 

OUnk Ovni 2 Ont 

‘ ee i gpermigec ze). 
Nun beriicksichtigen wir die Bedingung 
[e(n—n9) dty = 0 


und die Definition der Koeffizienten der zweiten Viskositét [Beziehungen 
(13,15), (13,16), (13,21) und (13,22)] und des Koeffizienten der ersten Viskositat 
(13,17). Wir erhalten schlieBlich folgenden Ausdruck fiir die Zusatzglieder 
in der 7-Komponente des Energiestroms, die der Abweichung vom Gleich- 
gewicht entsprechen: 


(js — 0 Ung) [63 div ({j —@Dq) + C4 div Dg] + Dag (6, div (j —O0n) + 
, dv Ovni 2 dv OT 
di ; nk IR as ste 2S nl elem. 
eC de a a) +25. (18,29) 
Die ersten drei Glieder in dem Ausdruck (13,29) beruhen auf der ersten und 
zweiten Viskositaét. Das vierte Glied bestimmt den zusatzlichen Energie- 
strom im HeTII, der bei Vorhandensein eines Temperaturgradienten /T 
auftritt. Der Koeffizient x entspricht dem Warmeleitungskoeffizienten und 

hat nach (13,28) den Wert 


Tey ee Oe ee de 
x= — pga | Bucs (p——* 5a) dey (13,30) 


14. Die Warmeleitfahigkeit des He II [30, 28] 


Liegt in He II ein Temperaturgradient vor, so resultiert eine makroskopische 
Bewegung. Die Geschwindigkeit der hierbei auftretenden normalen und 
superfluiden Bewegungen wird durch die Bewegungsgleichungen gegeben. 
Die normale Bewegung im He II ist nichts anderes als ein makroskopischer 
Warmestrom. Ein Temperaturgradient ruft also einen makroskopischen 
Warmestrom hervor. Es geschieht aber noch mehr. Wegen (13,29) gibt 
es in diesem Fall noch einen Zusatzstrom, dessen GréBe proportional 
VT ist. Diese Erscheinung entspricht der Warmeleitfahigkeit in den tiblichen 
Fliissigkeiten. Wir miissen feststellen, daB zwar der Ausdruck fiir den Strom 
(13,29) seiner 4uBeren Gestalt nach mit dem ublichen Ausdruck fiir den auf 
Warmeleitfihigkeit beruhenden Warmestrom tbereinstimmt, da aber 
trotzdem ein wesentlicher Unterschied zwischen diesen Erscheinungen besteht. 
Wie man leicht sieht, ist in einem reinen Phononengas der durch die Be- 
ziehung (13,30) bestimmte Koeffizient x identisch Null. In diesem Fall 
ist naémlich 
4H 


SiMe 
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Setzen wir diese Werte in (13,30) ein, so verschwindet der Faktor 
BaD Side 
On dp 

unter dem Integral. Nur die Tatsache, daB es im He II auch noch Anregungen | 


anderer Art, nimlich Rotonen gibt, garantiert einen von Null verschiedenen |), 
Wert des Koeffizienten x. 

Dieser Umstand zeigt, wie eigenartig der betrachtete Effekt ist, der nur sehr} 
bedingt als Warmeleitung bezeichnet werden kann. Der Koeffizient x, den! 
wir einen Warmeleitungskoeffizienten nennen wollen, setzt sich aus zweii) 
Anteilen zusammen, deren einer, x;, auf den Rotonen und deren anderer, |) 
%pn, auf den Phononen beruht: 


Der Rotonenanteil des Warmeleitungskoeffizienten (x;). 
Eine Anderung der Rotonenzahl in einem Phasenvolumen kann, abgesehen | 
von Absorptions- und Emissionsprozessen (§ 10) auf zwei Wegen erfolgen, | 
namlich durch elastische St6Be von Rotonen an Rotonen (§9) und durch 
Phonon-Roton-Streuung (§ 8). 
Wie einige einfache Rechnungen zeigen, ist aber die Roton-Phonon-Streuung 9 
hinsichtlich der Warmeleitfahigkeit unwesentlich gegeniiber der elastischen ij 
Roton-Roton-Streuung; jedenfalls gilt dies bis zu Temperaturen von etwa 
0,6 bis 0,7°K. | 
Beriicksichtigt man noch die Tatsache, da8 der Rotonenanteil des Warme- | 
leitungskoeffizienten bei Temperaturen unterhalb 1°K sehr klein gegen den § 
Phononenanteil ist, so sieht man, da man in der kinetischen Gleichung nur } 
die: Roton-Roton-Streuung zu bericksichtigen braucht. Das StoBintegral lf 
I(n) 1aBt sich fiir Rotonen nicht exakt berechnen, weil der Wechselwirkungs- 4) 
charakter der Rotonen unbekannt ist. Beschrinkt man sich jedoch auf eine # 
Ermittlung der Temperaturabhingigkeit des Koeffizienten x,, so vereinfacht J 
sich das Problem. In diesem Fall reduziert sich das StoBintegral auf 


t oJ 


(14,2) } 


wobei t eine Zeit von der GréBenordnung der mittleren Zeit t, zwischen zwei ll} 
StoBen der Rotonen ist. Wir haben die Zeit t, weiter oben unter der Voraus- : 
setzung berechnet, daB das Wechselwirkungspotential der Rotonen 6-funk- J 
tionsformig ist (9,11): 
ht 
a 4Pyw|VoPRN, 


Die Amplitude Vo, die die Wechselwirkung der Rotonen bestimmt [V = Vp, 
6 (1, — t)], 14Bt sich aus experimentellen Daten tiber die Viskositaét des He II| 
bestimmen. Nach § 9 ist 


(14,3) \j 


V, = 1,1 - 10-*8 erg cm?. (14,4) } 


Genauer gesagt: man kann aus den experimentellen Daten die Zeit t bestimmen. 
Identifiziert man diese Zeit mit der mittleren StoBzeit zweier Rotonen f,, so) 
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findet man die obige GréBe V). Diese Identifizierung ist méglich, wenn die 
Streuwahrscheinlichkeit fir Rotonen. an Rotonen ein scharfes Maximum 
fiir die Streuung um kleine Winkel hat. Wir wollen annehmen, da dies der 
Fall ist. (Im folgenden werden wir sehen, da diese Annahme das Endergebnis 
nicht wesentlich beeinfluBt.) Dann ist nicht nur ¢ = ¢,, sondern auch das 
StoBintegral I(x) stimmt im betrachteten Problem mit dem StoBintegral 
bei der Viskositaét des He II iiberein. Es ist also 


— Ng 
£, atoK 


Durch Vergleich von (14,5 und 13,9) stellen wir fest, daB der dort eingefiihrte 
Koeffizient B einfach gleich — t, ist. Wenn wir das beriicksichtigen, erhalten 
wir nach (13,30) 


1 de / ST de 
ats leat ; —e 1 
ya bs sem | ap (» os E 5) dTy. (14,6) 


Die Rotonenverteilung wird durch eine BOLTZMANN-Funktion 


I(n) = — 


(14,5) 


é 


n=e ** (14,7) 
gegeben; die Energie e des Rotons tapes 
Po)? 


=A es (14,8) 
=F 
Eine Integration des ersten Gliedes in (14,6) unter Beriticksichtigung von 
(3,3) liefert 
t d2e\, ST S18; 
OE Dee Bel en a pe = fy a 14 
sem | (95)? 7, 20 = alk 


(S, ist der Rotonenanteil der Entropie.) 
Kine Integration des zweiten Gliedes in (14,6) mit der Verteilung (14,7) 


liefert 
t de\? BIEN. 
des sim |" (5) dt) = me (14,10) 


Wir erhalten also schlieBlich 

Att.N; ee! 3ST?S,u 
3uT On, ’ 

Durch Einsetzen der Zahlenwerte der Parameter in (14,9) und (14,10) tiber- 


zeugen wir uns, daB das zweite Glied in (14,6) bei allen Temperaturen wesent- 
lich gro8er ist als das erste. Wir konnen also mit hinreichender Genauigkeit 


(14,11) 


“ny 


schreiben: 
1 de\? A*t,N 
ater tl \edauamere tS 14,12 
uy gem | ™¢ (5) Tp 3uT ( ’ ) 
Der Rotonenanteil des Koeffizienten der ersten Viskositat lautet nach § 16 
Pot N, 


14,1 
aaa? il (14,13) 
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Durch Vergleich von (14,12) mit (14,13) erhalten wir folgende einfache i 
Beziehung zwischen x, und 7;: : 
5A? 

= pep tr , 
Von der Giiltigkeit dieser Beziehung kann man sich auch durch Vergleichi] 
von (13,17) und (14,12) leicht tiberzeugen. 
Der Phononenanteil des Warmeleitungskoeffizienten. Die kinetische Gleichung 
welche die Verteilungsfunktion der Phononen » bei einem Temperatur-|} 
gradienten /7' festlegt, hat nach (13,7) die Form 
n Ores ST 5s | 

—— cos # ~— — — 

On Op 


ay 


FF je 7 |? as (ny: (14,15)} 
Der Einfachheit halber nehmen wir an, die Richtung des Temperatur-} 
gradienten falle mit der X-Achse zusammen. Der Impuls p des Phonons bilde¢ 
einen Winkel @ mit dieser Achse. 
Die grundlegenden GesetzmaBigkeiten fiir die Phononenstreuung in He II} 
wurden in Kapitel II aufgestellt. Wir miissen hierbei zwei Temperaturgebieteq 
betrachten. 
1. Das Temperaturgebiet oberhalb 0,9°K. In diesem Temperatur-} 
gebiet erfolgt die Streuung der Phononen vorwiegend an Rotonen. Dief 
Phonon-Phonon-Streuung mit Anderung der Impulsrichtung der stoBende 
Phononen hat eine viel kleinere Wahrscheinlichkeit als der oben genannte} 
Proze8. St6Be zwischen Phononen mit sehr ahnlichen Impulsrichtungen sing 
zwar wahrscheinlicher, aber nicht mit einer Anderung der Impulsrichtung der}; 
stoBenden Phononen verkniipft. Dieser Proze8 garantiert die Einstellungi 
eines energetischen Gleichgewichts zwischen den in einer bestimmten} 
Richtung bewegten Phononen innerhalb einer Zeit, die kleiner ist als die Zeit.4 
die fiir die Phonon-Roton-Streuung charakteristisch ist. Die Phononen, die sic 
in einer bestimmten Richtung bewegen, lassen sich also durch eine Tempe 
ratur J” kennzeichnen, die nicht gleich der mittleren Temperatur des Pho 
nonengases zu sein braucht. Es sind allerdings noch mégliche unelastische 
Streuprozesse von Phononen an Phononen. zu beriicksichtigen; sie sind mit 
einer Anderung der Phononenzahl verbunden. Der wahrscheinlichste Prozefif 
dieser Art ist die Umwandlung von zwei in drei Phononen (der Fiinfphononen.ff 
prozeB), der durch Zeiten von der gleichen GréRenordnung gekenzeichnet} 
wird, wie sie fiir die Phonon-Roton-Streuung charakteristisch sind. Beriick-| 
sichtigen wir alle diese Umstiinde, so kommen wir zu dem SchluB, da& died 
Verteilungsfunktion der Phononen, die sich in einer bestimmten Richtungg 
bewegen, folgendermaBen dargestellt werden kann: 
m = [e* tPger ft (14,16) 
Dabei ist a’ eine Funktion der Impulsrichtung des Phonons, die etwa den 
chemischen Potential entspricht. 


Die Abweichung der Verteilungsfunktion m von der Gleichgewichtsfunktio 
m, betragt nach (14,15) 


| 
| 
{ 
| 


m= Ny = = Ny (yh) LO (14,17) 


(T' ist die mittlere Temperatur des Phononengases). 
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Da8 StoBintegral J(n) auf der rechten Seite von (14,15) setzt sich aus vier 
Anteilen zusammen: J; (n) beruht auf der Phonon-Roton-Streuung (§ 8), 
ZIyx(n) beruht auf der Phonon-Phonon-Streuung (§ 7), Jni(m) rihrt 
von der spezifischen Phonon-Phonon-Streuung unter kleinen Winkeln her 
(§ 11), und Izy (x) schlieBlich kennzeichnet die Anderung der Phononenzahl 
infolge des Fiinfphononenprozesses (§ 10). 

Die Gesamtenergie der Phononen, die sich in einer bestimmten Richtung 
bewegen, und ihre Anzahl bleiben bei der Streuung um kleine Winkel im 
VierphononenprozeB erhalten. Der FiinfphononenprozeB, der ebenfalls auf 
kleine Winkel zwischen den Impulsen der stoBenden Phononen beschrankt 
ist, beeinfluBt die Energie der in der betreffenden Richtung bewegten Pho- 
nonen nicht, andert aber ihre Anzahl wesentlich. 

Wir integrieren beide Seiten der Gleichung (14,15) tiber alle Phononen und 
alle méglichen Energien. Da nach dem oben Gesagten die Integrale 


[Inr(») pdp, [Im(n)ep*dp und f ty (n) ep*dp 


verschwinden, erhalten wir 


cos 0 em | (p= —e x) pap = [Un lg) pd p + 


Ox kT? On 
+ [ li p*dp, ) (14,18) 
ota 41 ST Oe 
pa fi ee 2 = I - : 
cos 3 x on |* (» = e 55) eP dp fi 1 + In) ep?dp (14,19) 


Das Integral I}; (n) vernachlissigen wir im betrachteten Temperatur- 
gebiet gegeniiber J; (n). Das Integral / Iyy p? dp wurde in §10 berechnet. 
Nach (10,12) und (10,22) haben wir 
I 
kT 
Die linke Seite der kinetischen Gleichung enthalt eine Winkelfunktion von 
der Form cos #, so daB es nahe liegt, die Winkelabhangigkeit der Parameter a 


Thy (n) dT, = ols Loh = 1,0 1048 C Ti, 


| und (7” — T)/T in der gleichen Form darzustellen: 


ss = = B cos B. (14,20) 


a’ =acos 2, 


2. Der Temperaturbereich unterhalb 0,9°K. In diesem Temperatur- 
bereich wird neben der Phonon-Roton-Streuung auch die Phonon-Phonon- 
Streuung wesentlich. Hierbei ist der Fiinfphononenproze8 wirksamer als die 
genannten Streuprozesse. Die Phononen, die sich in einer bestimmten Rich- 
tung bewegen, befinden sich also im Gleichgewicht und lassen sich infolge- 
dessen einfach durch eine PLANCKsche Verteilungsfunktion beschreiben, 
die von der Phononentemperatur in dieser Richtung abhingt: 


pe -1 
n= | F_4| (14,21) 
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Die Abweichung der Verteilungsfunktion » vom Gleichgewicht wird in 
diesem Fall allein durch den Parameter 7” — T bestimmt: li 


ie | 
m— My = No (My + 1) Fr — (14,21') | 


Den Wert dieses Parameters findet man mit Hilfe von (14,19). Die Gleichung 5 
(14,18) ist in diesem Fall trivialerweise erfillt und bedeutet einfach, daB}) 
a = 0 ist. Wir zeigen nun, daB das Integral Ij; (m) identisch Null ist. Es ist i) 
namlich 
Ty: (n) = [do (p, Pr, P', P1) X 

x {nny (n’ + 1) (ny + 1) — n' nj (n + 1) (my + 1)$ at, (14,22) 
Hier bedeuten p, p, die Impulse der Phononen vor der Streuung p’, ); die 
Impulse der Phononen nach der Streuung; n, 7, n’, n; die entsprechenden 
Verteilungsfunktionen; do ist der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die 
Streuung eines Phonons mit dem Impuls p, an einem Phonon mit dem Impuls 
p. Wir setzen die Verteilungsfunktionen, die als Summen der Gleichgewichts- 
funktionen und der Zusatzglieder (14,21’) dargestellt sind, in (14,22) ein. | 
Da die linke Seite der kinetischen Gleichung (14,15) eine Winkelabhangigkeit 
nur in Form des Faktors cos # enthalt, hangt natiirlich die GroBe 7” — T) 
fiir die gegebene Richtung in der gleichen Weise von dem Winkel # zwischen 
der Bewegungsrichtung des Phonons und der z-Achse ab, d. h. es,ist 


T’ —T =f cos #. (14,23))° 


erhalten wir 


Tyz (n) = [ donne (m + 1) (m1 + 1) 


xX {pcos + pcos 0, — p’ cos # — p; cos Hi} dtp,. (14,24) 


Der Index 0 bezeichnet die Gleichgewichts-Verteilungsfunktionen; 3, 3,, 0.) 
&, sind die Winkel zwischen den entsprechenden Phononenimpulsen und der} 
x-Achse. Der Ausdruck in geschweiften Klammern in (14,24) verschwindet 
infolge des Impulssatzes. Es ist also tatsichlich Iq, (nm) = 0, und unsere 
Behauptung ist bewiesen. 
Krinnern wir uns an das, was oben iiber die relative GréBe von Jy; und J; im 
Temperaturgebiet oberhalb 0,9°K gesagt wurde, so kommen wir zu dem} 
SchluB, da bei allen Temperaturen die Warmeleitfahigkeit immer durch die 
Phonon-Roton-Streuung bestimmt wird. 

Wir berechnen nun das StoBintegral I; (n): 


I, (n) = (2ah)? [ [ edo (p, yp) {Nn (n’ + 1)—n' N’ (n + 1} dB. (14,255) 


Hierbei sind N und N’ die Verteilungsfunktionen der Rotonen vor und nack 
der Streuung; und n’ sind die Verteilungsfunktionen der Phononen x von 
und nach der Streuung; $ ist der Impuls des einfallenden Rotons; do (p, p 
ist der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung eines Phonons mii 
dem Impuls p an einem Roton, wobei sich die Bewegungsrichtung de? 


x 


Phonons um einen Winkel y andert. Nach (8,20) betrigt dieser Wirkungs- 
querschnitt 


Sy he ct eee: : lio P,\* 
do = (ai) es (1 + cos yw) cos v + 95 (<2) x 
~ (1 + Scost y + 5 cost y) + 14 20 5 
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x (1 + 2 cos? y) + as] dQ, (14,26) 


: dQ ist das Raumwinkelelement und 

: o? [2A 1 /OP,\? 

Aare ont hip (az) | 

: Bei der Ausrechnung der geschweiften Klammer in (14,25) haben wir beriick- 
sichtigt, daB die Rotonen der klassischen Statistik, die Phononen der BosE- 
Statistik gehorchen. Die Verteilung der Phononen und Rotonen bei Vor- 
handensein eines Temperaturgradienten /7' wird durch Nichtgleichgewichts- 
Funktionen gekennzeichnet. Da aber die Roton-Roton-Streuung in einer 
kirzeren Zeit als die tibrigen Prozesse erfolgt, ist die Abweichung der Rotonen- 
: Verteilungsfunktion vom Gleichgewicht viel kleiner als die entsprechenden 
_ Abweichungen fiir die Phonoen. Man kann also im StoBintegral I;(n) die 
'Verteilungsfunktion der Rotonen durch ihren Gleichgewichtswert ersetzen. 
Fir die Phononen hat man in (14,25) die Verteilungsfunktionen (14,17) oder 
(14,21) einzusetzen. Wir betrachten zunachst den Fall 7 > 0,9°K. Nach 


_Einsetzen in die Funktionen (14,17) und (14,25) sowie Integration tiber den 
Phasenraum der Rotonen erhalten wir 


\ 


dy (n) = Ne f mg (N% + 1) cdo (p, y) ( — cn pe) (cos #—cos 3’) (14,27) 


(XN, ist die Anzahl der Rotonen in der Volumeneinheit). Wir driicken nun den 
Winkel # durch die Winkel # und y aus: 


cos } = cos } cos y + sin # sin y COS @. (14,27a) 
‘Durch elementare Rechnung erhalten wir dann 
| / f (p) cos 8’ dQ, = cosd / cos py f(y) dQ, (14,27’) 


[f (y) ist eine Funktion des Winkels y]. 
Das Integral (14,27) enthalt eine Integration iiber den Raumwinkel. Unter 
Beriicksichtigung von (14,27’) kénnen wir I; (n) in der Form 


Iz (n) = cos ON,c [ do (p, p) (1 — cos y) (« —f i) My (M +1) (14,28) 


schreiben. Nach Integration iiber den Raumwinkel dQ, erhalten wir daraus 
schlieBlich 


yg 
Ty (n) = 19 (Mm + 1) (« — Pa) (Fr) 816 cos ?. (14,29) 
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Hierbei ist 9 eine GréBe von der Dimension einer Zeit: 
ole ee Po (kT/c)" 5; tnagiieis EA) Ul fod Ky UY ; (14,30) )) 
6 4nc h?0? 45 25 \uc 9 we | 
Wir setzen (14,29) in die Gleichungen (14,18) und (14,19) ein; dann erhalten )) 
wir nach einer nicht allzu schwierigen Integration die beiden linearen 
Gleichungen 


OT 424 ST a 

e 18: (eagle ae 

éT 36 /, ST\_2 1 i} 
C1680 (a eye ae mnie 14,31), 
an 6 (< | ream 7 heir ar aa 


Die GroBe Opn, welche die Dimension einer Zeit hat, kennzeichnet die Ande-) 
rungsgeschwindigkeit der Phononenzahl infolge des Fiinfphononenprozesses. ; | 
Die Zeit 6), hangt mit dem in § 10 berechneten Koeffizienten J’, folgender-’| 


maBen zusammen: ) 
1 — (2h) 

Opn 400 (kT'/c)® 

Lésen wir die Gleichungen (14,31) nach a und # auf und setzen die gewonnenent | 

Werte in (14,17) ein, so finden wir 


ale 14 papniaele ely eee S T 
Cee OTRO ( On 1 + 86/Oyn 


Mit Hilfe dieses Ausdruckes fiir die Abweichung von der Gleichgewichts< 
funktion konnen wir den Warmestrom bestimmen. | 
ze) 

q= | 5p? (mM) cos dt, = 


ar si 1 + 0,756/Opn 


meee Fort, Vi PS EH eee 
19 a, ONmnk ( A 1 + 86/On . 


SchlieBlich erhalten wir den gesuchten Ausdruck fiir den Warmeleitungs:| 
koeffizienten 


| 
RTT = B05 10SE® (14.31) 


31,2 — ae (3,5 — 3,70/Opn) 


1 + 0,756/Oon 

1+ 80/0 ~ 
Die Anzahl der Phononen in der Volumeneinheit eines Phononengase 
betragt 


Wh 
%ph = 19 (— =) ONpnk 


(14,344 


kT \3 | 
N p= . ——— |. fh 
ph 24-42 (53) (14,3 
Durch entsprechende Rechnungen fiir das Temperaturgebiet 7’ < 0,9°H4 
erhalten wir eine Gleichung fiir den in diesem Fall einzigen Parameter [yj 


4 
1 dT 4x (282) = 


F de 15 \"— cag 


Der Ausdruck fir den Warmeleitungskoeffi- 


teilen: ei Rot teil, d it ab- 
eer Toth pert tirinasbilomad(icaotc it} Piet At Wold Von] fab) dele. 
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Ferner finden wir die Verteilungsfunktion der Phononen: 


hd 7 Je pe 4x4 ST 
nN — Ny = nr — ~— } — —_—____._ [¢2 — —— 
N= 2 Fe cost iT 15.56 ( —}: (14,37) 
Mit Hilfe von (14,37) ergibt sich schlieBlich fir den Warmeleitungskoeffi- 
zienten g 
%pn = 1,8-ON pk (#—=). (14,38) 
n 


Setzen wir die Zahlenwerte der Parameter ein, so sehen wir, da’ wir das 
Glied ST/o, in der runden Klammer von (14,34) und (14,38) bei allen Tempe- 
raturen oberhalb 0,8°K vernachlassigen kénnen. Fassen wir die Ergebnisse 
von (14,12), (14,34) und (14,38) zusammen, so kénnen wir fiir den vollstan- 
digen Warmeleitungskoeffizienten schreiben: 


h4 A? 

SMP oelVar 
1 + 0,7560/6pn ,, . 
——_._—— (bei T > 0,9°K), 

1 + 80/6n ( (14,39) 

1,8 (bei 7’ < 0,9°K). 

Nach Einsetzen der Zahlenwerte der Parameter in (14,39) erhalten wir 
1 + 0,75 6/Opn 
—______—— (T > 0,9°K), 

1 + 86/Opn ( (14,40) 
7,8 (T= 0,9" KR), 


9 pay (— Ey, 19 


=) 84 


4 

1 a 
= 2-10?— 4 T's i= 
4 a + e ( one? 


zienten des He II besteht also aus zwei An- 


wachst, und einem Phononenanteil, der mit 
abnehmender Temperatur nach einem Ex- 
ponentialgesetz e4/7 wiachst. Der Phononen- 6 
und der Rotonenanteil des Koeffizienten 
stimmen in der Nahe des j-Punktes ungefahr 
iiberein; mit abnehmender Temperatur wird 
dann xp, erheblich gréBer als x, (unterhalb 
1,4° K). Die Temperaturabhangigkeit des _ 5 
Warmeleitungskoeffizienten x zeigt Bild 6. In 
dieses Diagramm sind auch die experimen- 
tellen Werte eingetragen, die SINOWJEWA [37] 
aus Daten iiber die Absorption des zweiten 
Schalls im He II erhielt. 

Mit abnehmender Temperatur steigt die durch 
Formel (14,30) gegebene Zeit 6 infolge des 


Bild 6. Temperaturabhangigkeit des Warmeleitungskoeffizienten x 
(erg/cm sec Grad) des He II; 
— Theoretische Werte, 3 
o Experimentelle Werte von SINOWJEWA [37]. i) 


~~ 
Ss 
~ 
> 
& 
Son | 
x 
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exponentiellen Abnehmens der Rotonenzahl schnell an. Dieser Umstand — 
kommt in der Formel (14,39) aber nicht stark zur Geltung, weil der gleich- | 
zeitig auftretende Faktor c? — ST/o, bei kleinen Rotonenzahlen wieder 
proportional dieser Zahl N, wird. Entwickeln wir den Ausdruck c? — ST'/o, 
bei kleinen Werten von N, in eine Reihe, so erhalten wir 


2 of 
e—Sae(s — Get ow oo (14,41) 
On Sph On ph 4kTE yp 
Mit Hilfe von (14,41) finden wir als Grenzwert fiir x bei tiefen Tempera- 
suren 2205 (902)? (he)! 


x (14,42) © 


Gb: Piel! 
4 i bg bee ee ea en 

Ds iae + 36 (=) + 9 (72) 4 + A? ~ 0,84. 
Dieses Ergebnis ist recht interessant. Weiter oben hatten wir angedeutet, 
daB in einem reinen Phononengas der Koeffizient x identisch verschwindet. 
Eine sehr geringe Beimischung an Rotonen geniigt jedoch schon, um diesen | 
Wert endlich zu machen. 
Die Formel, welche den Wert von x bei T > 0,9° K angibt, geht tibrigens in | 
die Formel fiir x im Gebiet 7’ < 0,9° K iiber, wenn das Verhaltnis 6/6pn gegen | 
Unendlich geht. Dieser Umstand entspricht durchaus unserer Voraussetzung ; 
iiber die iiberwiegende Geschwindigkeit des Fiinfphononenprozesses im 
Temperaturbereich unterhalb 0,9° K. 
Bei den Rechnungen benutzen wir folgende Werte fiir die Parameter: 


A =8,9°K, Py) = 2,1-10-™ g-cm-sec"!, np = 1,72 - 1024 g, A = —Otee 


Hierzu ist zu sagen, daB die angegebenen Werte infolge der unzureichenden 
experimentellen Daten, aus denen sie entnommen sind, ziemlich grob sind. J) 
Man muB8 daher die Méglichkeit im Auge behalten, daB sich diese Werte mit / 
Gewinnung neuer experimenteller Daten noch merklich andern k6nnen; ;) 
eine entsprechende Anderung fiir den berechneten Wert des Koeffizienten x ¢ 
ist also auch in Betracht zu ziehen. Im Zusammenhang damit ist das Ver- 4) 
haltnis der Phononenanteile des Viskositatskoeffizienten 7, und des Warme- - 
leitungskoeffizienten von besonderer Bedeutung; dieses Verhaltnis hangt tf 
nur schwach von der Wahl der Parameter ab. Der Phononenanteil des4 
Viskositiatskoeffizienten yp), unter Beriicksichtigung des Fiinfphononen- } 
prozesses betragt (§ 16) 


—1 + 0,750/Oon 
eae Wy eee 1 hs ree each ad 
lls ph i + 86/0on 


Die Zeit 0 wird hier durch die Formel 


Ls) MBF [Py (Tic)? 212 Bk Pl ta: 
6 ©4n¢ | h2 0 | er + alot) + 75 (jt) 4+ 43] 
gegeben. 


Dieser Wert fiir die Zeit @ ist nur wenig verschieden von der Zeit § nac 
Formel (14,30). Es gilt also angenihert die Beziehung (7' > 0,9° K) 


zpn/Nyn © 5e2/T. 
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(Die GroBe ST'/o, kann in dem betrachteten Temperaturbereich gegen c? 
vernachlassigt werden.) 

Man muB8 auch mit der Méglichkeit rechnen, daB sich die Zahlenwerte in 
der Formel fiir die GréBe 6,, andern. Der angegebene Wert dieses Koeffi- 
zienten stammt naimlich aus den experimentellen Werten fiir den Schall- 
absorptionskoeffizienten im He II innerhalb eines sehr kleinen Temperatur- 
bereichs in der Umgebung des A-Punktes; durch die Nahe dieses Punktes 
kénnten alle Erscheinungen kompliziert werden. AuBerdem benutzt man 
bei der Bestimmung dieses Koeffizienten die nur sehr grob bekannten Werte 
fiir die Ableitungen 0P,/00, 0A/do@ und dc/dg. Eine Veranderung dieses 
Koeffizienten wiirde die Gré8e xp, wesentlich beeinflussen. 

Freie Wegldnge der Phononen als wesentlicher Parameter fiir die Warmelettung. 
Wir berechnen die freie Weglinge, die die Warmeleitung kennzeichnet. 
Die Parameter a und f bestimmen die Abweichung der Verteilungsfunktion 
von ihrem Gleichgewichtswert und kennzeichnen ferner wesentlich den 
Wirmeleitungskoeffizienten. Bei gleichzeitiger Anderung dieser Parameter 
andert sich der Warmeleitungskoeffizient um den gleichen Faktor. Wir be- 
trachten die Parameter a und f als zeitabhangig. Dann kann man ganz 
analog zu den Gleichungen (14,31) die folgenden beiden Gleichungen auf- 


stellen mda 36 dB 1 1 
ee eee ett hae gies 7 f). cont. 
SAGE aio cdl Hered Bee gree 
36 da 4a*dp 7 : 
adisincise ino ee (14,48) 


Sie geben das Anderungsgesetz fiir die genannten Parameter im Temperatur- 
bereich oberhalb 0,9° K an. Wir setzen die Lésung dieses linearen Differential- 
gleichungssystems in einer Form an, die proportional zu e~‘/* ist. Die GroBe t 
verwenden wir als charakteristische Zeit fiir die Warmeleitung. Die ent- 
sprechende freie Weglange des Phonons App ergibt sich, indem man t mit der 
Phononengeschwindigkeit ¢ multipliziert. Zur Bestimmung von t erhalten 
wir aus dem System (14,43) eine quadratische charakteristische Gleichung 
mit den Wurzeln 


~~ 169 1 9/4O0n 6 1 


T+ 8O/0p, OT 3 14 80/0—n 
Bei makroskopischer Behandlung der Wairmeleitungseffekte ist hier die 
gréBere der beiden Wurzeln zu verwenden. Verwenden wir den gréBeren 
Wert, so erhalten wir fiir die freie Weglinge des Phonons mit Hilfe von 
(14,44) und (14,30) den Ausdruck 


ie 1” = 45, ae 


(14,44) 


Ayn ct 402 h2o 
hen oh ich En ae? ead ox 1 +80/Opn 
— + —~ {(— —_—A Az} ——___ 14,45 
x Fe T 35 (7) Beatie lia gdoy 2. 


Zur Bestimmung der charakteristischen Zeit t im Temperaturgebiet unter- 
halb 0,9° K ergibt sich in Analogie zu (14,43) die lineare Differentialgleichung 


arly (14,46) 
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In diesem Fall wird App, gegeben durch den Ausdruck 


1 15-56 1 Ne Vike all 
— = - — x 1500 — Pe 
Aph 4n4c }6=O0 42? h?o0 
4 LeefP Vth ea G 
— + —~|— —|(—])A-+ A*}. (14,47 
«las as Ge) te Ga) a at al 
7 Setzen wir in die Formeln (14,45) und (14,47) 
VAs die Zahlenwerte aller Parameter ein, so erhalten 
’ wir schlieBlich 
6 eee 7,85-108 T"/se-4/7 } 1+ 6/40pn (14,48) 
Apn 32. 


Bild 7 zeigt die Abhingigkeit der GréBe 1/Apn 
von der Temperatur. Wie man aus (14,43) 
leicht entnehmen kann, wird die Weglange der 
Phononen, die den Warmeleitungskoeffizienten 
charakterisiert, durch Phononen mit Energien 
von der GréBenordnung 7—8 kT bestimmt. 
In §11 haben wir die Zeit tp, berechnet, die die 
Einstellung des energetischen Gleichgewichts 
im Phononengas kennzeichnet. Wenn wir nun 
die Zeiten tp, [Formel (11,15)] und rt fir 
Phononen von der gleichen Energie vergleichen, 
so sehen wir sofort, daB bei allen Temperaturen 
oberhalb des A-Punktes die Einstellung des 
0 —%  energetischen Gleichgewichts schneller geht als 
46 10 1% 1.8 : : 
Bic osopan eeiiueaaneusicese tee die Streuprozesse der Phononen, welche die 
freien Weglinge der Phononen. Warmeleitung bestimmen. 


15. Die Koeffizienten der zweiten Viskositit des He II [21] 


Die Bewegungsgleichungen des He II lassen sich unter Bericksichtigung 
der zweiten Viskositaét nach (13,14) und (13,20) folgenderma8en schreiben: 


0j EL sist 
aE + Vp + 0, divj + ({ —@0,) div vp, + ({7) 0. + (va) (i —O0n) = 
= V {¢, div (i —@n) + Cy div dy}, (15,1) 


Ov, : aay , 
a +/ (1 4. +] = V {Cs div (j — ov,) + Cy div v,}. (15,2) 


Der ungewohnliche Charakter der Hydrodynamik des He II hat zur Folge, 
daB vier Koeffizienten der zweiten Viskositat auftreten. Nach dem ONSAGER- 
schen Prinzip sind die Koeffizienten ¢, und ¢, einander gleich. Wir stellen 
nun die Abhangigkeit der Koeffizienten der zweiten Viskositaét von der 
Temperatur und den iibrigen thermodynamischen GréBen fest. Dabei gehen 
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wir davon aus, daB die zweite Viskositit im He IL auf Prozessen beruht, 
die mit einer Anderung der Gesamtzahlen der Phononen Npn und der Rotonen 
N, verbunden sind. 

N; und Np seien die Anzahlen der Rotonen bzw. der Phononen in der 
Volumeneinheit des He II, u; und jp, seien ihre chemischen Potentiale. Im 
Gleichgewicht, wo wu, und pn identisch Null sind, sind die Anzahlen der 
Phononen und Rotonen Funktionen der Dichte o und der Entropie S des 
Heliums; wir bezeichnen diese Gleichgewichtswerte mit N,, und N ph,- 
AuBerhalb des Gleichgewichts andern sich die GréBen N, und Nyy mit der 
Zeit und streben den Gleichgewichtswerten NV. r, und Npn, zu. Wir betrachten 
kleine Abweichungen vom Gleichgewichtszustand, bei denen sich die Dichte 
und die Entropie nur wenig von den konstanten Gleichgewichtswerten unter- 
scheiden. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit werden wir auch die Ge- 
schwindigkeiten », und », als klein betrachten. Die Gleichungen fiir die An- 
naherung des Systems an den Gleichgewichtszustand kann man aufstellen, 
indem man die Anderungsgeschwindigkeiten der Teilchenzahlen NV, und Nyy 
nach Potenzen der chemischen Potentiale entwickelt. Beschrankt man sich 
auf Glieder, die in w,; und jp linear sind, so nehmen diese Gleichungen folgende 
Form an: 


Ny + div N,b_ = —Yerpr + Yepnfipns (15,3) 


Non + div None = Ypnrflr — pn phiéph- (15,4) 


Dabei sind y;;, Yrph, Yphph und Yppr die kinetischen Koeffizienten, die sym- 
metrisch in den Indizes r und ph sind. Die Glieder von der Form div NV De 
in den Gleichungen (15,3) und (15,4) beriicksichtigen die Tatsache, daB die 
Phononen und Rotonen sich am normalen Bewegungsanteil des He II mit 
der Geschwindigkeit », beteiligen. Vernachlassigen wir in den Gleichungen 
(15,3 und 15,4) die quadratischen Effekte, so erhalten wir 


N, ae se div Dz, = — Vrrltr SF Yrph/ph> (15,5) 
Non sp Non div Dn = Yohrlr — Yph ph/!ph- (15,6) 


Die zeitliche Anderung der thermodynamischen GréBen o und S wird durch 
die Kontinuitatsgleichungen fiir Dichte und Entropie bestimmt; diese 
nehmen in dem betrachteten Fall entsprechend den Gleichungen (15,5) und 
(15,6) nach Linearisierung die Form 
or 4s (15,7) 
S + S div v, = 0 
an. 
Die Anzahlen der Rotonen N, und Phononen N,, haingen von den drei 
Variablen 9, S und yp, oder wp, ab. Fiir hinreichend langsame Prozesse, die 
mit einer Abweichung vom Gleichgewichtszustand verbunden sind, folgen 
die Protonen und Phononenzahlen den Anderungen der thermodynamischen 
GréBen. In diesem Fall lassen sich die Ableitungen N, und Npn durch die 
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Ableitungen 9 und S ausdriicken: 


. ON, . ON, - a ON, . . ON, . 

Hs sige bat aa Smt neem ee a ta 
* ON pn e ON pn ~ ie ON pn é . ON yn . : 
Sear aE aS = — lp div j - a8 S div dq. 


Unter Beriicksichtigung von (15,7) und (15,8) kénnen wir die Gleichungen 
(15,5) und (15,6) in der Form schreiben : 


anew ae tae Da vere 
ado div (j— ov.) + (Ns— 3g 8 — 3, 2) div, = 
= — Vrrlr + Yrph/ph> (15,9) 
ONO ee: ON ON on : 
i a ({ —@0n) + (Mirage =F Bo 2) diva) = 
= Yphrl4r — Yph ph/ph- (15,10) 


Die gewonnenen Gleichungen (15,9) und 15,10) driicken die chemischen 
Potentiale u, und {pp durch div (j —ov,) und div bv, fir den Fall langsamer 
Nichtgleichgewichtsprozesse aus: 


} | eater aus v0) |G 4 ON on |+ 
ie vont — Yph phYrr | : ie do toy do aba 
ON, ON, 
+ div Dy Seen Sis Fai d| Youen oe 
ON ON 
aa (Non — Gg" 8 — ve 2) yous], (15,11) 
1 ON ON 
wate eee * orale Ua SeVE es ph 
Lph Ap gma Oe iv (i —@0n) E Yphret Tp | Ye + 


; ON, ON, 
+ div 0, I(%— Bo ° 7 355) vons| + 


ON ON : 
oe (on rant ae S—= a 0) Pel : (15,12) 


Dic in den Gleichungen dieses Paragraphen auftretenden kinetischen 
Koeffizienten y lassen sich einfach durch die in § 10 fiir konkrete Prozesse 
berechneten Koeffizienten J" ausdriicken. Vergleicht man (15,5) und (15,6) 
mit (10,15) und (10,18) und beriicksichtigt die Definition von I’, so erhalt 

man | 


Vir I, + Done, Yrph = Yphr — DP pn; Yph ph = Don + Pont: (15,13) 
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Wir bericksichtigen nun, daS der Koeffizient J’, verhaltnismaBig klein 
gegeniiber Jy, und J’py ist. Die Beziehungen (15,11) und (15,12) gehen dann 
tiber in’): 


1 4ONeS ON ON, s 
Tee tON: ONY “ONE i * 
Tras | Bat 8 G08) —(e— Fy 8 — GE e) vba, cs 
ion ON ON : 


Die Zusatzglieder in den Bewegungsgleichungen (15,1) und (15,2) beruhen 
auf den Prozessen, die mit einer Anderung der Gesamtzahlen der Rotonen 
N, und der Phononen Nyy verbunden sind (u;=+ 0, “pn == 0). Die erwaihnten 
Glieder beruhen also auf der Abhangigkeit des Druckes p und des Potentials u 
von den chemischen Potentialen yu, und “pp und lauten 


Op Op Ou Ou 
V oe Mr + Dien Pon) V (Fe a Som on) 


Setzen wir die rechten Seiten der Gleichungen (15,1) und 15,2) den genannten 
Ausdriicken gleich und die Ausdriicke (15,14) und (15,15) fiir uw, und “pn ein, 
so erhalten wir die beiden Gleichungen 


Cy div (j — 005) <a Co div 0, = 


1 ON ON : ON. Bees 
= Fa (8 ap 0) Bm Fe em 


ope 0D 
a Ga ‘ Opn 4 


al _ ON, __ ON, : ON, ; i ap 


Cz div ({ —e@0n) + Cadiv 0, = 


~ Fa {("— 3s 8— ar?) div te — 5 div i—evn)| x 


Loti Os do 0 
0 Ou ) 
+ 
( Mr =~ Oph 
1 ON. 0 ON, ;. Ou 
Baie a ind d ia 
Toa. {(".— os * 0 0) Pe ieee Va le 


1) Anm. d. dtsch. Red.: N = Ny + Npn. 
22 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik’ 
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Da die gewonnenen Gleichungen fiir beliebige Werte von divob, und | 
div (j — ebv,) erfiillt sein miissen, ergibt sich daraus 


1 /Op Op ) ON 1 Op ON, 
= ——— |. + S| 6 ee ,—" (15,16) | 
oi Ton (aur Oupn) 9@ = I pnr Or OQ 
1 (0p oP.) ( aN ON ) 
Ea Bee —>;~S-—-—s 
7 ee (52 v OLyh as do yr 
1 Op ON, 4 ON, 
—_— = {N,— —_~ § + —— 0}, 15,17) ) 
Peaeoie ( i O08 do e) (5.10 Hf 
; 1 /Ou Ou \ 1 Ou ON, 
gin 8 a8 Fo say eee ER ie Od 2 15,18) | 
ss Pon on Oupn! 09 = L'pnr Om OQ ce 
1 jeu Ou ) ( ON ON ) 
Uae ARE OV [pe SOONS of Sut aso? 
oe In ee Oppn 0s do hit 
1 Ou ON, ON, 
Wir definieren mit Hilfe der Identitat 
de = TdS + udo — N,du, — Npndupn (15,20) i 


eine Funktion «. Sie stellt ein Analogon zur Energie dar und geht bei kon- | 
stanten chemischen Potentialen in die Energie der Volumeinheit der Fliissig- 
keit tiber. Der Druck p lat sich durch die Funktion ¢ nach der Beziehung 


p=—e+S8T +0 (15,21) | 
ausdriicken. [ 
Aus (15,20) und (15,21) ergeben sich Ausdriicke fiir die Ableitungen 0p/du, | 
und 0u/Ou, usw. 


Op ON, ON, 
Ou; Poe eee eae 
Op at ON pn ON pn 
Oph — Di aoe S aN — QO do ; (15,22) 
Ou ON, Ou ON on | 
se ced SR Se ee 15,23 
Oy Ga Oi, do ( 


Unter Benutzung von (15,22) und ( 15,23) kénnen wir die Ausdriicke fiir die 
Koeffizienten der zweiten Viskositat des He II folgendermaBen schreiben: 


Py oO aN ON 

eal 2 OS 00 a) — 

— pa B(x, — OM gO moo Ml 
Pons do : OS ‘ do 0): ( : ) 


art aN OND Atal ON, ON, \ 


por 
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1 /ON\2 1 ON,\2 
= Riga FA reenter [la 9 15,26 
Ss Ts (Bp) +r (GR) ( ) 
} ON ON \ON 
: onion oma Gears iamera dha 
1 ON, ON, ON, 
Tur 90 ( ie O51 M61 Go e) piee 


: 
Die Koeffizienten ¢, und ¢, sind also einander gleich, wie nach dem Prinzip 
der Symmetrie der kinetischen Koeffizienten auch zu erwarten war. Die Ab- 
 leitungen, die in dem Ausdruck fiir die Koeffizienten der zweiten Viskositat 
 auftreten, lassen sich mit Hilfe der bekannten Beziehungen fiir die Anzahlen 
_ der Rotonen und Phononen und fiir die Entropie des He II (2,5), (2,8’) und 
_ (2,11) berechnen. Durch eine nicht allzu komplizierte Differentiation und 
_ nach Ubergang zu den Variablen go und T erhalten wir 


ON ON tae 
(3g 8— Ge) = 


=[*~e(3e).] (Gr) Gr). Le Ge), 2529 


ONon ON on \ pila 
: (¥on — Asie aeatO oi 


: ON yn ONyn\ (OT as 
= [se (ae"),| ~ Co), aa), |8 ele), 052 


| Die Ableitungen der Parameter A, P, und yw nach der Dichte, welche die 
_ GréBe ON,/dg bestimmen, wurden in §6 berechnet. Unter Benutzung der 
| dort angegebenen Werte finden wir entsprechend (2,8’) 


o ON, 1 A 
(1 =i 7) x (1 = a (15,30) 


Die Ableitung der Geschwindigkeit des zweiten Schalls nach der Dichte 0 
 148t sich aus den Daten von KEESOM [27] iiber die Druckabhangigkeit der 
Dichte des He II berechnen. Aus diesen Daten folgt (g/c) 0c/do ~ 1,8 


und damit 
o ON«h 30 5.) 
See eee ae 1 — —] 6,4. 
( watery eal erat 


Unter Benutzung der angegebenen Werte fiir die Ableitungen kénnen wir 
schlieBlich schreiben 


(x, — Fe au 8) Meg x 


ao ° as ara 
A ot 30 Oc) 2% 
IEG SVR. on 
ON oh ON on Crf, , 39 dAc| 15. 
(®n — d =e 8) = Nn GP have ds fitat eh wh a? 


phe 
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Die Absorption des ersten Schalls im He II wird durch den Koeffizienten ¢, 
bestimmt (siehe §17). Die experimentellen Werte fir den Absorptions- | 
koeffizienten des ersten Schalls im He II fiir das Temperaturgebiet von | 
1,57—2,0° K gestatten eine Bestimmung der unbekannten Koeffizienten a 
und b in den Formeln (10,13) und (10,21) fiir Jp, und Iynr mit ausreichender | 
Genauigkeit. Wir erhalten so’) 


Pd 108 TE Sp ed sae eA, (15,33) 


Der angegebene Wert fiir I'pn; liegt natiirlich unterhalb der durch die Formel | 
(10,20) gegebenen oberen Grenze. 


16. Der Koeffizient der ersten Viskositat des He II [31,30] 


Die Frage nach der Viskositat des He II haben wir schon friher [5] ein- 
gehend untersucht. In letzter Zeit hat sich die Méglichkeit ergeben, die da- 
mals gewonnenen Ergebnisse durch exaktere Beriicksichtigung des Finf- 
phononenprozesses noch etwas zu verfeinern. AuBerdem konnten die Ab- 
leitungen der Parameter A und Py nach der Dichte, welche den Wirkungs- | 
querschnitt fir die Phonon-Roton-Streuung festlegen, etwas genauer be- | 
stimmt werden. Um das Bild hinsichtlich der kinetischen Koeffizienten des | 
He II abzurunden, bringen wir hier die damals gewonnenen Ergebnisse mit | 
den in letzter Zeit méglich gewordenen Verfeinerungen. 

Der Viskosititskoeffizient 7 setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, die auf 
den Rotonen bzw. auf den Phononen beruhen: 


” = Nr + Nph- (16,1) | 


Die Rotonenviskositét. Das StoBintegral fiir Rotonen laBt sich, analog wie 7 
bei der Berechnung von x,, folgendermafen darstellen: 


__ nu % 


2) 
rac (16,2) fF 


Dabei ist ¢ eine GréBe, die sich von der mittleren StoBzeit zweier Rotonen ¢, J 
um einen Faktor von der GréBenordnung Eins unterscheidet. Da der Aus- 4 
druck (9,11) fiir t, einen unbekannten konstanten Faktor V, enthalt, werden if 
wir keinen Unterschied zwischen ¢ und ¢, machen, wobei wir also den Faktorg 
von der GréBenordnung Eins mit in die GroBe V, einbeziehen. In diesem Fall }}) 
wird der Faktor in der Formel (13,17) fiir den Viskositatskoeffizienten einfach | 
identisch mit ¢,, wir erhalten 


= — vat , (de 2 q 
Me eat a, pdt. (16,3) | 
Fihren wir die Integration tiber ty aus, so erhalten wir 
Pete N 
ete (16,4)] 


1) Die angegebenen Werte fiir die Koeffizienten a und 6 sind etwas verschieden von deni 
in [38] genannten Werten. Diese Abweichung beruht auf einer genaueren Bestimmung; | 
der Ableitung 0N;/0e, welche die GréBel, bestimmt; diese genauere Bestimmung; 
wurde in letzter Zeit auf Grund neuer experimenteller Daten méglich. 
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Die GroBe t,N, ist nach (9,11) unabhiingig von der Temperatur und hat den 
Wert 


N e 
iin 16,5 
"= PuVeP on 
Setzen wir (16,5) in (16,4) ein, so erhalten wir schlieBlich 

ALP, 


i 16a LAG : (16,6). 
Der Ausdruck (16,6) enthalt nur temperaturunabhangige Faktoren, und 
folglich ist der Rotonenanteil 7, des Viskositatskoeffizienten eine nicht von 
der Temperatur abhangige Konstante. 
Der Phononenanteil des Viskositdtskoeffizienten np,». Wir betrachten ein 
Volumen, in dem ein verhaltnismaBig kleiner Gradient der normalen Ge- 
schwindigkeit v, in Richtung der x-Achse vorliegt. Die Geschwindigkeit b, sei 
der Einfachheit halber in Richtung der z-Achse gelegen. Wir kennzeichnen 
die Bewegungsrichtung eines Phonons durch die beiden Winkel # und 
in einem Polarkoordinaten-System mit der Achse z. Die kinetische Gleichung 
' fiir die Hapa 1aBt sich dann so schreiben: 


n(n + 1) £2 “cos }sin } cosy = Jy (n) + Iqq(n) + Iqur (n) + [gy (n). (16,7) 


oa 
Dabei sind J; und Iz; die StoBintegrale, die auf der Phonon-Roton- bzw. auf 
der Phonon-Phonon-Streuung beruhen; das StoBintegral Jy; riihrt von der 
Phononen-Streuung um kleine Winkel her; Jqy schlieBlich kennzeichnet die 
_Anderung der Phononenzahl infolge des Fiinfphononenprozesses. 
Bei der Berechnung des Phononenanteils 7, des Viskositaétskoeffizienten 
gehen wir von einer Voraussetzung aus, von deren Giiltigkeit wir uns ganz 
zum Schlu8 tiberzeugen wollen, namlich der, daB die Hinstellung des ener- 
-getischen Gleichgewichts im Phononengas wesentlich schneller erfolgt als die 
Phonon-Roton- und die Phonon-Phonon-Streuung. Hinsichtlich der Pro- 
-zesse, die mit einer Anderung der Gesamtzahl der Phononen verbunden sind, 
‘haben wir hier ebenso wie bei der Bestimmung von xp, zwei Temperatur- 
-bereiche zu unterscheiden. Bei Temperaturen oberhalb 0,9° K wird die Ein- 
stellung des Gleichgewichts in der Phononenzahl (Fiinfphononenproze8) 
durch Zeiten gekennzeichnet, die vergleichbar mit den Zeiten fiir die Phonon- 
Roton-Streuung sind. 

Bei Temperaturen unterhalb 0,9° K dagegen stellt sich das Gleichgewicht 
in einer kiirzeren Zeit ein, als die Streuprozesse der Phononen erfolgen, welche 
die Viskositaét kennzeichnen. 

Das Temperaturgebiet oberhalb 0,9° K. In diesem Gebiet liefert die kinetische 
Gleichung (16,7) nach Integration iiber alle Phononen und tber alle Phonon- 
energien die beiden Gleichungen 


foe cos # sin # cos ~ fn (n+ l)ep?dp = [h + Iqr) € p? dp, 
c Ov 4 
x d = 
iT Ox cos # sin J cos p [n (n + 1) p> dp 


=| (Zr + In) pdp + [iy p*dp. (16,8) 
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Die Verteilungsfunktion der Phononen hangt von den beiden Parametern « 
und 7” ab, die ihrerseits wieder von der Bewegungsrichtung der Phononer 


abhangen: 


n = [er + Peet” — 1]-2 (16,% 


(T" ist die Temperatur der Phononen, die sich in der gegebenen Richtung bel 
wegen). Die Abweichung der Verteilungsfunktion vom Gleichgewichtswert m 
1aBt sich nach (16,9) folgendermaBen ausdriicken | 


T’ —T 
n— NM =—n(n+ 1) a’ Fo ‘ (16,10 


Unter Beriicksichtigung der Symmetrie des Problems stellen wir die Abl 
weichung der Temperatur der Phononen, die sich in der betreffenden Rich, 
tung bewegen, von der Gleichgewichtstemperatur T' sowie das Entsprechends 
fiir die GréBe a’ folgendermafen dar: 


iB a ss = BP, (cos), a’ =aP, (cos?) 


[P.(cos #) ist eine Kugelfunktion]. 

Bei Temperaturen oberhalb 0,7° K kann man das Integral Jj; gegentiber J 
vernachlassigen. Das StoBintegral I; laBt sich durch einfache Umformunge 
unter Benutzung des Additionstheorems fiir die LEGENDREschen Funk 
tionen nach Einsetzen der Verteilungsfunktion (16,9) auf folgende Form) 
bringen: 


I; (n) = P, (cos #) w,[e do (p, y) [1 — P; (cos 9)] (« —Bin)n (n + 1). | 


(16,17) 
Hierbei ist do (p, y) der durch (8,20) gegebene differentielle Wirkung i 
querschnitt fiir die Phonon-Roton-Streuung, y ist der Streuwinkel. Setzed 
wir (8,20) in (16,11) ein und integrieren iiber den Raumwinkel dQ,, so ea! 
halten wir fiir das StoBintegral 


I, (n) = = P, (cos 9) n(n + 1) (« hem) (Fe) (16.13) 


Dabei wurde folgende Bezeichnung eingefiihrt : 


1 N,6! [Po | | 2 33 [py 2 14A sl 
22 EE | Ee RAY EER Sy pec 2 

| Wo (is) 75 iz ee : on) 
Die GroBe 6 hat die Dimension einer Zeit und ist groBenordnungsmas: 
gleich der Zeit 6, die wir bei der Bestimmung der Warmeleitfahigkeit untd 
(14,30) berechnet haben. Mit Hilfe von (16,12) und (16,8) erhalten wir zw’ 
Gleichungen fiir die Parameter a und B: 


474 Ov, 7 36 dv 1 1 . 
me a 3 se (6 —, 8B) ee ! 
1S Or Gj 8 Fay HG Oa) + eee 


6 4c 


15 35? 


Das Temperaturgebiet unterhalb 0,9° K. In diesem Gebiet ist nur die ersi 
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nulser? ,onon-Phonon-Streuung beruht, liefert einen erheblichen Bei- 
g, seine Ve nachlassigung ist nicht mehr mdglich. Dieses Integral kon- 
iert anak) Pangig _von der Boriicksichtigung der Phononendispersion. 
eh keohkt pene wierige Rechnungen mit einer Verteilungsfunktion von der 


m (16,9) oo wir 


£4 
y [ts (n) ep?dp = — P, (cos 0) BkT =) pnaine (16,15) 
hei ist ret ret Grin von der Dimension einer Zeit, die durch folgende 
ps hung jee n a ; 
- 13! 2 eT'\* 
pets eal il ig (16,16) 
| / Ton 5-219 (22)? h’ otc \c 
- oe 
(« =@ 5.): 
ie Gl eig*hung fiir den Parameter f geht in diesem Fall tiber in 
= oe = p(y Be = (16,17) 


aeons glee StoBzeit des Phonons, welche die Viskositat kennzeichnet. Analog 
1 ( 31) erhalten wir zur Bestimmung der fiir die Viskositaét charakteristi- 
i mittleren Zeit zwischen zwei StéBen des Phonons die Gleichungen 


medé da) 3698 gg) 

3. at 5 dt ( 7B) = ig 
. | ee re T >0,9°K, (16,18) 
iF A] ee ao 
9 4a‘ dB 56 ol 
| OB: ee eS iG 2B. T 0,9° K. 16,19 
A 15 dt a (7 ") < (16,19) 


: ‘ie Lésung des Gleichungssystems (16,18) und der Gleichung (16,19) setzen 
'1 > in einer zu e~’/* proportionalen Form an. Wir erhalten also aus (16,18) 
Tie beiden Werte 

€ 

7 oft eee oder a LL —— (16,20) 
: 1 + 86/Opn 1+ 86/9pn 

‘um Vergleich benutzen wir die gréBere der beiden Wurzeln. Wir finden aus 
eer Gleichung (16,19) 
i yt 4x4 
f 15 - 56 
1Setzen wir die Zahlenwerte fir die Parameter in (16,20) und (16,21) ein, so 
erhalten wir schlieBlich 


O(1 + 6/56 tpn). (16,21) 


1+ 86 
7,5 - 1010 "2-4/7 bis T > 0,9° K, 


1 
ae 1+ 0/40on (16,22) 
4,75 - 1047"): e-4/7, Tinea 0,92 1K 


) 


a 


' 


Durch Vergleich der gewonnenen Werte fiir die mittlere Zeit 7 Zwischen:sw 
StoBen eines Phonons und der Zeit tpn, die die Einstellung des', energetisch 
Gleichgewichts kennzeichnet, kénnen wir uns davon iiberzeu igen, dat 

allen Temperaturen unterhalb des j-Punktes tp, < 1 ist. Di | anfangs j 
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machte Voraussetzung tiber die Einstellgeschwindigkeit des ¢ onergetise 
Gleichgewichts im Phononengas ist damit gerechtfertigt. Bil: 17 zeigt k 
Temperaturabhangigkeit der freien Weglinge des Phonons Aph 2_ ey weld 
die Viskositaét kennzeichnet. at 4 i 
Die Temperaturabhingigkeit des Phononenanteils des Viskositédtsk 


oeffizienten 
Wir lésen das Gleichungssystem (16,14) nach @ und # auf und set y 


aE : zen die g4) 
fundenen Werte in den Ausdruck (16,10) fiir die Abweichung 7 a 
Verteilungsfunktion von ihrem Gleichgewichtswert ein. Dann er. ee: al) 
x t 
2 — Ny = — N (M + 1) cos F sin # cosy A x 1 
Pos 5 3 7070,,)| Ore 
31,2 — (8,5 — 3,76/8pn) as 
== . 9 } 
{1 + 86/Opn} ae 
Hierbei ersetzen wir die Funktion P, (cos#) durch P, (cos?) cos ?> daa 
der linken Seite der kinetischen Gleichung in Wirklichkeit die Y Vinke 
funktion P, (cos @) cos y steht. Analog erhalten wir aus (16,17) und ( 16 \ 
1 — Np = — Np (M% + 1) cos Psin 8 cosm x . 
oS —_ _1 pc Ov, I 
aT O(1 + 6/56 tpn) rae (1 gs 


Die in diesem Fall von Null verschiedene xz-Komponente des Spannul | 
a 
tensors hat den Wert 


mM 


ae | 
ee | 


0 i 
Ore = Nph an =— (22h)-8 | pe (2 — np) cos 0 sin 3 cose~ p?dpdQ. (16.ngeg 


Ze 
Aus (16,25) erhalten wir mit Hilfe von (16,23) und (16,24) folgende Ausdriicier, 
fiir Yph: } 


1 + 0,756/Oon 
1 + 86/0 


ph = 0,36 - Non kT'O (1 + 0/56 tpn) bei T < 0,9°K. asa | 
{ 


Nh = 3,8» Non kT O bei T>0,9° K, \ 


Wir setzen hier die Zahlenwerte aller Parameter ein und finden so schlie 
lich 


CY 


3,75 10-8 1-% edit 1 + 0,75 8/Opn 


Nph i 1 ++ 86/Oon 
3,50 - 10-9 PH eT (1 4 2.15. 10-8 TM ed/7)-1 Hoy < 0,9° K. 


bei T>0,9°K, i) 


(16,27) \j 
ienten steigt mit abnehmender | 
Temperaturen unterhalb 0,7°K 


Der Phononenanteil des Viskositatskoeffiz 
Temperatur nach dem Gesetze e4/T an. Bei 
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wo nur noch die; Phonon-Phonon-Streuung wesentlich ist, geht dieses Gesetz 
liber in ein > Gesetz. 
Die Temperaturabhingigkeit des Viskosititskoeffizienten des He II. Der Ro- 
tonenanteil des Viskosititskoeffizienten ]aBt sich nicht exakt berechnen, 
wohl aber atis Gem Experiment bestimmen. Subtrahiert man von den 
experimentell=» Werten des Viskosititskoeffizienten [18] den nach Formel 
(16,27) bezecpneten Phononenanteil, so bleibt im Temperaturintervall 
1,9—1,+° 1 jeine nahezu konstante GréBe von 1,15 - 10-5 Poise, die wir mit 
dem Rotonenanteil des Viskositatskoeffizienten identifizieren konnen. Wir 
erhalten alsso 
i ht Py 
a 2 2 
15 pu" |Vo| 
Aus (16,2!8) ergibt sich die Konstante V, 
é V, = 1,1- 10-*8 erg/cm. 


Der Visikositatskoeffizient des He II ergibt sich als Summe des Rotonen- 
anteils (16,28) und des Phononenanteils (16,27): 


= 1,15 - 10-5 Poise. (16,28) 


1 soos & (16,29) 
3,5 - 10-47% e4/T (1 + 2,15 - 10-5 Tl: e4/T)-1, 


| 3,75 - 10-3 1% e4/7 
m7 - 108 — 1,15 + 

v | 
Das Verhaltnis der charakteristischen Zeiten fiir die Phonoy-Roton-Streuung 
(6) -und den FinfphononenprozeB (6p,) berechnen wir mit Hilfe der Formeln 
(15,13) und (14,31’). Die Zahlenwerte dieses Verhialtnisses fiir verschiedene 
Te mperaturen zeigt Tabelle I. 


Tabelle 1 
ri 14 | 12 | 10 | 08 | 0,7 
6/6» 2,18 | 3,10! 6,05 | 20,5 | 56 


: gn der Arbeit [31], die die Viskositat des He II ausfiithrlich behandelt, wird 


er Phononenanteil des Viskositaitskoeffizienten fiir zwei Grenzfalle be- 


qechnet. Im ersten Grenzfall 7 > 1,0° K wird das Verhiltnis 6/6pn als so klein 
Pugenommen, daB das Gleichgewicht der Phononenzahl wihrend einer Zeit, 
¢wie sie fiir die Phonon-Roton-Streuung charakteristisch ist, sich noch nicht 
Ainstellen kann. In diesem Fall braucht man das StoBintegral des Fiinf- 
qphononenprozesses nicht zu beriicksichtigen. Im anderen Grenzfall T' < 0,8° 
{wird dieses Verhdltnis als so groB angenommen, daB das Gleichgewicht der 
yPhononenzahl sich innerhalb der fiir die Phonon-Phonon-Streuung charak- 
‘teristischen Zeiten einstellen kann. Im Zusamimenhang mit den gefundenen 
‘genaueren Werten fiir die Zeit 9pn, die man ausgehend von den experimen- 
tellen Werten fiir den Absorptionskoeffizienten des ersten Schalls berechnen 


/kann [32], hat sich die Méglichkeit ergeben, die Theorie in dieser Richtung zu 


’ verfeinern. Bei der Lésung der kinetischen Gleichung fiir die Phononen unter 


Beriicksichtigung des Fiinfphononenprozesses ergibt sich in den entsprechen- 
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den Formeln fiir den Phononenanteil des Viskositatskoeffizientien bei 7’ >0,9°K 
ein Zusatzfaktor 140,75 AO, 


Dieser Faktor ist auch bei sehr kleinen Verhaltnissen 6/0), yon Eins ver- 
schieden, weil er im Nenner den groBen Faktor 8 bei dein Verhialtnis 
6/Opn enthalt. Diese Tatsache beeinfluBt die GroBe des Phononenanteils des 5, 
Viskositatskoeffizienten merklich. \ +H 
Bei Temperaturen oberhalb 1,4 bis 1,5° K, wo der Phonone.nanteil des ; 
Viskositatskoeffizienten wesentlich kleiner ist als der Rotonenantyeil, andert) 
sich natiirlich der gesamte Viskositatskoeffizient 1 bei dieser Verfeinerung 5 
praktisch nicht. Bei tieferen Temperaturen, besonders in der Nahe \von 1° K,, 


wo friither der Wert pn durch Interpolation gefunden wurde (6/6\ von der: 
GroBenordnung Eins), liefert die Formel (16,27), die den Fiinfphiononen- - 
prozeB in exakterer Weise beriicksichtigt, einen Wert pn, der kleiner ist! 
als der durch Interpolation gefundene. Die friiheren Ergebnisse ifiir das; 
Temperaturgebiet unterhalb 0,8° K bleiben dabei in Kraft. Der Kor.rektur- - 
faktor weicht bei 7’ = 0,8° K nur um 5% von dem Grenzwert 3/32 a:b, der: 


sich fir den Grenzfall eines sehr schnellen Fiinfphononenprozesses (A< 8) ) 
ergibt. Die Werte 7), nach Formel (16,27) sind in Tabelle II zusammen- - 


\ | 


a 


gestellt. t 
6 Tabelle 2 ' 
T°K 2,0 1,8 1,6 1,2 a 
5 
Nn(Poise)} 3,1 - 10-7 6,5 - 10-7 2,55 - 10-6 ' 


PLEAS 


Npn( Poise) 175 - 10-5 


Bild 8 zeigt die Temperaturabhingigkeit des Viskositiatskoeffizienten 
=n + Hr (Hr = 1,15 - 10-5 Poise). 


Zum Vergleich sind im gleichen-Diagramm auch die Werte des Viskositats- | 
koeffizienten dargestellt; die AN DRONIKASCHWILI [33] aus der Dampfung der 
Drehschwingungen einer im He II aufgehiingten Scheibe bestimmt hat. 
Diese Experimente wurden von einer Gruppe von Autoren wiederholt [34] 54) 
es ergab sich eine vollstindige Bestitigung der Ergebnisse von AN DRONI ~) 
KASCHWILI. Dabei ist zu erwihnen, daB die erwihnten Autoren [34] bei ders) 
Berechnung der Korrektur auf Randeffekte einen Fehler gemacht haben. In‘ 
der richtigen Formel, die in [33] angegeben wird, haben sie an einer Stelle 
0, durch ¢@ ersetzt. 

Berechnet man aus dem Dimpfungsdekrement, das diese Autoren gemessen | 
haben, den Viskositatskoeffizienten, indem man die richtige Formel fiir die | 
entsprechende Korrektur benutzt, so erhilt man Werte von y, die im all- | 
gemeinen mit den Daten von AN DRONIKASCHWILI [33] gut iibereinstimmen, ! 
bei tiefen Temperaturen aber um 10 bis 15% kleiner sind als diese. | 
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In jiingster Zeit erschien eine Arbeit von HoLLIs-HALLET [35, 36], in der 
ebenfalls die Versuche von ANDRONIKASCHWILI wiederholt werden. Der in 
dieser Arbeit ermittelte Viskositiatskoeffizient liegt etwas tiefer als der von 
AN DRONIKASCHWILI, mit Ausnahme eines Temperaturwertes (7' = 1,255°K) 


? 


fiir den der Autor einen ungewohnlich 
hohen Wert 7 erhielt. Im groBen und 
ganzen stimmen die Ergebnisse von [35] 
mit anderen Messungen des Viskosi- 
tatskoeffizienten fiir das He II gut 
uberein. Aus einem Vergleich aller 
angegebenen Versuchsergebnisse kann 
man die allgemeine Schlu8folgerung 
. ziehen, daB die Voraussagen der Theorie 
| uber die Temperaturabhangigkeit des 
| Viskositiatskoeffizienten durchaus be- 
: statigt worden sind. 
Bei allen Autoren beobachtet man fiir 

hohe Temperaturen einen temperatur- 
_unabhingigen konstanten Abschnitt in 
2 der Temperaturabhangigkeit von 7. Bei 
einer Abnahme der Temperatur steigt 
die Viskositat des He II an (Phononen- 
-anteil der Viskositat). Die nach der 
Formel (16,29) berechneten theore- 
_tischen Werte fiir den Viskositatskoeffi- 
zienten stimmen innerhalb der Fehler- 
grenzen des Experiments mit den 
| Messungen in den Arbeiten [33, 34, 35, 
| 36] iiberein. 

Man kann den Viskositatskoeffizienten 
des He II auch aus Beobachtungen iiber 
die Dampfung des zweiten Schalls 
bestimmen. Diese Methode benutzte 


fi 


7 poi 


DOISE 


. Temperaturabhangigkeit des Koeffi- 


zienten der ersten Viskositat; 

o SINOWJEWA [37]; 

A HEIKKILA und HOLLIS- 
HALLET [36]; 

x HOLLIS-HALLET [35]; 

+ DE TROYER und VAN ITTER- 
BEEK [34]; 

— ANDRONIKASCHWILI [33]; 

— Theoretische Werte [30]. 


SINOWJEWA [37], die die Absorption des zweiten Schalls in einem zylin- 
drischen Gefai8 ma. Der durch die Schallstreuung an den GefaBwanden be- 
dingte Anteil der Absorption hangt im wesentlichen von der Viskositiit des 

He II ab und hat eine charakteristische Frequenzabhangigkeit (der Absorp- 
tionskoeffizient ist proportional der Wurzel aus der Schallfrequenz). Durch 
Abtrennung dieses Anteils von der Gesamtabsorption erhielt SINOWJEWA 
den Viskositatskoeffizienten bis zu Temperaturen von 0,8° K. Die in dieser 
Arbeit gewonnenen Werte von 7 stimmen mit den friiher berechneten theo- 
retischen Werten iiberein. 


Ubersetzt von H. VoGEL 
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Von I. M. CHALATNIKOW 


I. Hydrodynamik des He II: 


Ou He GO bo ee 


. Hydrodynamische Gleichungen des He II; 

- Die lokale Entropieerzeugung im fliissigen He II; 

- Der Schall in He II; 

- Schallabsorption in He II; 

- Die anomale Schallabsorption in der Umgebung des 4-Punktes. 


II. Hydrodynamik von Lisungen: 


6. 
a. 
8. 
9, 


,»,Fortschritte der Physik“ Bd. 5, S. 287—319, 1957 
: 


Hydrodynamische Gleichungen der Lésungen von Fremdteilchen in He IT; 
Dissipative Prozesse in Lésungen; 

Die Schallausbreitung in Lésungen von Fremdteilchen in He hi Ue 
Hydrodynamik von Mischungen zweier superfluider Fliissigkeiten. 


jeail. Sprungstellen und Schallwellen groBer Amplitude in He II: 


10. 


11. 
12: 


Sprungstellen in He IT; 

Schallwellen groBer Amplitude in He II; 

Schallausbreitung in bewegtem He II und EinfluB eines Warmestroms auf die 
Ausbreitung des zweiten Schalls. 


IV. Warmeaustausch zwischen einem Festkorper und He IT: 


13. 
14. 
15. 
16. 
a7: 


Quantelung der elastischen Wellen; 

Energieemission durch eine schwingende Festkérperoberflache; 
Energieaustausch bei StéBen von Rotonen und Phononen mit einer festen Wand; 
Warmeaustausch zwischen einem Festkorper und fliissigem He II; 

Durchgang des zweiten Schalls durch Metallplatten. Absorption des zweiten 
Schalls an den Wanden eines zylindrischen Gefafes. 


I. Hydrodynamik des He II 
1. Hydrodynamische Gleichungen des He II 


Die Hydrodynamik einer superfluiden Flissigkeit 1aBt sich auf die Erhaltungs- 
sdtze grinden. Auf diese Weise hat zuerst LANDAU [1] die hydrodynamischen 
Gleichungen des He II abgeleitet. In dieser Arbeit werden allerdings nur 
Gleichungen angegeben, die fiir kleine Geschwindigkeiten der normalen und 


*) Ungekiirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. Nauk 60, 69—160 (1956). 
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der superfluiden Bewegung gelten. Spater erschienen mehrere Arbeiten, in — 
denen hydrodynamische Gleichungen abgeleitet wurden, die fiir kleine 
Geschwindigkeiten bp, 0, gelten. Diese Ableitungen weisen jedoch im Gegen- ! 
satz zu der von LANDAU eine Reihe von Schwachen auf. Beispielsweise 
leitete ZILSEL [2] die hydrodynamischen Gleichungen des He II mit Hilfe | 
einer Variationsmethode ab. Offensichtlich war ihm nicht bekannt, daB die | 
iiblichen Variationsmethoden schon zur Herleitung der hydrodynamischen | 
Gleichungen der iiblichen Flissigkeiten nicht brauchbar sind. Ublicherweise | 
gelingt es nur, die Gleichungen fiir Potentialstromungen aufzustellen. Es ist , 
daher nicht verwunderlich, da& aus den Variationsgleichungen in ZILSELs } 


Ableitung die Bedingung 
rot [ees] =O (1,1a). 
oS 


folgt, die keinerlei physikalischen Sinn hat. Der Autor geht auf diesen Um- | 
stand nicht ein!). 
NAKAJIMA, TOMITA und UsulI [3] benutzten ebenfalls die Erhaltungssatze : 
zur Aufstellung der hydrodynamischen Gleichungen des He IT. Der Ausdruck 4 
fiir die Energie der Volumeneinheit, den sie verwenden, ist jedoch nur far} 
kleine Differenzen der Geschwindigkeiten vp, und », brauchbar. AuBerdem i 
ignorierten die Verfasser dieser Arbeit bei der Ableitung die Bedingung. daB i) 
die superfluide Bewegung eine Potentialstrémung ist; ohne diese Bedingung 
1aBt sich die Bewegungsgleichung tiberhaupt nicht eindeutig festlegen. 
Wir beginnen mit einer Herleitung der hydrodynamischen Gleichungen des 
He II, die fiir beliebige (nicht nur fiir kleine) Geschwindigkeiten der beiden | 
Bewegungen richtig ist. Dabei werden wir die dissipativen Prozesse noch! 
nicht beriicksichtigen [4]. 
Wir betrachten ein Volumen mit fliissigem He II, in dem gleichzeitig zwei} 
Bewegungen stattfinden, namlich eine superfluide Potentialbewegung mit der 
Geschwindigkeit py, und eine Normalbewegung mit der Geschwindigkeit b,. 
Da der Impuls und die Masse der gesamten Flissigkeit erhalten bleiben, 
kann man aussagen, daB die Gleichungen, welche die Anderung der Dichte @ 
und des Impulses j beschreiben, die Form von Kontinuitatsgleichungeni 
haben miissen: 


0 + div j == (), (1,1) . 
oo" a OTT ;y had 0 1.2 
Ap Bane (1,2 


Wir driicken den Impuls pro Volumeneinheit der Fliissigkeit j und de 
Tensor des Impulsstroms J7;, durch ihre Werte in einem Bezugssystem aus, 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Nach.unserer Ansicht geben diese Bemerkungen den Inhalt den] 
ZiLsELschen Arbeit [2] unzutreffend wieder. Z1LSEL hat keine der ,,iiblichen Variations 
methoden‘’ benutzt, sondern auf ein (klassisch nicht verstandliches) Vorgehen vor 
©. Eckart, Phys. Rev. 54, 920 (1938), zuriickgegriffen. Es gelang ihm dabei, im wesent+ 
lichen die LANDAUschen Gleichungen unter der Bedingung (1,1 a) zu erhalten. 
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in dem keine superfluide Bewegung stattfindet. Mit Hilfe der bekannten 
Transformationsformeln finden wir!) 


i= eb. +p, (1,3) 

TTik = 0055 Vex + Dirsn + Pe roe + Mie. (1,4) 

Hierbei ist p der Impuls pro Volumeneinheit der Flissigkeit in dem mit der 
Geschwindigkeit », bewegten System; 2;, ist der symmetrische Tensor der 


Impulsstrémung im gleichen Bezugssystem. Die Form des Tensors i, Wird 
im folgenden festgestellt werden. 


AuBer der Masse und dem Impuls der Flissigkeit gelten auch fiir die Gesamt- 
energie und die Gesamtentropie Erhaltungssatze. Man kann also schreiben 


Si diy =0, (1,5) 

E+divQ—0. (1,6) 

Hierbei ist S die Entropie, E die Energie, } der Entropiestrom, © der Energie- 

strom ; alle diese GréBen beziehen sich auf die Volumeneinheit der Flissigkeit. 
Wir stellen den Entropiestrom folgendermaBen dar: 

& = Sv, +f. (1,7) 


Analog zu (1,4) kann man eine Beziehung aufstellen, die die Energie # mit 
der Energie der Volumeneinheit der Flissigkeit ¢in dem mit der Geschwindig- 
keit ), bewegten Bezugssystem verknipft : 


Ds 
E=o>4+hpb, +e. (1,8) 


Fir die Energie ¢ gilt die thermodynamische Identitat 
de = udo + Td + (v, — vg, dp), (1,9) 


1) Der Zusammenhang zwischen den Werten des Tensors der Impulsstré6mung in einem 
ruhenden Bezugssystem (J7;,) und in einem mit der Geschwindigkeit » bewegten System 
(7;,) 1aBt sich im Fall der klassischen Hydrodynamik, wo die Form des Tensors IT ix 
bekannt ist, leicht angeben. In der klassischen Hydrodynamik lautet dieser Tensor 


TT; p = QU; Uy + pdyy 
(u ist die Geschwindigkeit der Fliissigkeit, p der Druck). Wir driicken die Geschwindig- 


keit der Fliissigkeit im ruhenden Bezugssystem durch ihre Geschwindigkeit u in einem 
mit der Geschwindigkeit » bewegten System aus: 


u=u'+bd. 
Setzen wir diesen Ausdruck fiir u in die oben angegebene Formel fiir J7;, ein, so ergibt 
sich 
Lie = OY; 0% + QU; Ye + OUy' 0; + (QU; Uy! + pdjy)- 
Wir bezeichnen den Impuls der Volumeneinheit der Fliissigkeit im bewegten Bezugs- 
system mit dem Buchstaben p und erhalten schlieBlich die gesuchte Beziehung 


IT; = QU; % + Pi My + Pye; + HE. 


Natiirlich behalt die so gewonnene Transformationsformel fiir den Tensor ihre Form auch 
im Fall der Hydrodynamik des He II. 
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in der die Temperatur 7’ und das chemische Potential ~ von sdmtlichen — 


unabhingigen Variablen (9, S und p) abhangen. Das dritte Glied in (1,9) kann | 
man als Definition der Geschwindigkeit », auffassen, die hier in unseren | 
Formeln zum ersten Mal auftritt. Den Energiestrom © driicken wir durch i 
seinen Wert q in dem mit der Geschwindigkeit », bewegten Bezugssystem aus: || 


evs ds | 
a= (+p, te)u+ op tan ta (1,10) © 
((% 05); = ik * Yok). = i 
Die Form des Vektors q wird ebenfalls im folgenden geklart. 
Wir setzen die Gleichung fir die superfluide Bewegung so an, daB die Be- 
dingung rot v, = 0 erfiillt ist: 


2 
tr (hee)mo a 


Die Gleichungen (1,1), (1,2), (1,5) und (1,11) liefern uns nach Einsetzen der » 
Funktionen 2;,, q, f und g das gesuchte System hydrodynamischer Glei- . 
chungen fiir das He II. Die Gleichung (1,6), die den Energiesatz ausdriickt, , 
benutzen wir zur Festlegung der unbekannten Funktionen 7;,, f, q und m. Zu 
diesem Zweck berechnen wir die zeitliche Ableitung E, driicken in ihr die : 
zeitlichen Ableitungen der thermodynamischen GréBen und der Geschwindig- - 


keiten mit Hilfe der angegebenen Gleichungen aus und erhalten dann nach t 
(1,8) und (1,9) 


— 


B= (J +u) e+ (ore + PB + ood + 28 = 
= — & +n) div (0. + P) — Dap div db, — 


= (Dot Oss OVn) Vp — T div (Sv, + f) — (ov, + $) (v.V) 0, — 
— Dn (PV) De — Dy (02V) DP — Dy (V2). (1,12) 


Wir berechnen ferner die GréBe —div q; aus (1,10) erhalten wir 


— 


a div Ey es es div (gb, + p) + (e+ pv,) div v, + 
ai Vs (00s + P, V) 0, + P (0. V) 0s + Dn (02V) + 
+ (v,Vo)u + (ve VS) T + div (zv,) + div a| . (1,13) | 


Wir setzen den Ausdruck (1,12) fiir E gleich dem Ausdruck (1,13) fiir —div 0) 
und erhalten nach einigen einfachen Rechnungen 


div qc = — (%V) 0, + (Dp — 0g) (Vx) — 
—[e— TS — pe — (Dn — 0g, p)] div vs + [p —e@ (Wn — 04)] Vp + | 
+ T div f + wdiv p + d_ (pV) ve — P (0,7) dg. (1,14) || 


1) Genauer gesagt folgt aus (1,11) die Beziehung rot », = const. 


OI OO EE 
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Der Ausdruck (1,14) vereinfacht sich wesentlich, wenn man den Tensor Mik 
in folgender Form vorgibt 

Me = — [€ — TS — wo — (Dn — Vg, p)] Og, + Mex, (1,15) 


wobei m,, der gesuchte Tensor ist. Setzen wir diesen Ausdruck fiir ip In 
(1,14) ein, so erhalten wir 


div q me — (mV) De + (Un — Dg) (Vm) se p (Dy — dz, V) (On — Dz) f= 
+ Dp (pV) De—p (v,V) Ds + bred (Un — ¥s)] V (yp — ph) a 
ae VT ij —S (v, — »,)] me div (Tf ae py). 1,16) 


Ist keine Energiedissipation vorhanden, so sind die GréBen m, be q, f und @ 
Funktionen der thermodynamischen Variablen und der Geschwindigkeiten, 
hangen aber nicht von deren Ableitungen nach der Zeit oder den Koordinaten 
ab. Auf Grund dieser Tatsache kénnen wir aus (1,16) eindeutig die Bezie- 
hungen!) 


Mik = Pi (Une— Vez), F=S(Wn—d.), Y= Lh, (1,17) 
q = TH + UP — (Bn — Bg, Ds) P + (Dn — Dg) (Dn) 
ableiten. Mit Hilfe (1,15) und (1,17) erhalten wir schlieBlich 
ee =f Sep —' Sy, (1,18) 
TT ig = 0Uei Vex + Ysi Pe + Une Di —[€e — TS — po — 
— (VD, — 0s, p)] 6;, (Impulsstrom) (1,19) 


ay == ( + =) (p + ev.) + STv, + dy (v,p) (Energiestrom). (1,20) 
Der Ausdruck in der eckigen Klammer von (1,19) ist nichts anderes als der 
Gesamtdruck ?) Pir et TS 4b ppede (oe oify), (1,21) 
Setzen wir die Ausdriicke (1,18), (1,19) und (1,20) in die entsprechenden 


_ Gleichungen ein, so nimmt das vollstiindige System der hydrodynamischen 
- Gleichungen folgende Form an: 


b+ div4 =O" (1,22) 

oj + vy div j + (i7) by + p div vy + (va) » + Pp =O, (1,23) 
S + div Sv,.= 0, (1,24) 

¥ +0 (F +n) <0. (1,25) 


3) Hierbei muB man beachten, daB wegen der Bedingung rot v, = 0 die Beziehung 


gilt. Dn (PY) Ds = P (0, 7) Ds 
*) Der Druck ist definitionsgema8 die Ableitung der Gesamtenergie einer Fliissigkeit 
nach dem Volumen bei konstanter Gesamtmasse 9 V, konstanter Gesamtentropie S V 
und konstantem Gesamtimpuls p V. Nach (1,9) gilt 

O(eV 

= — : i= e+ TS + wo + (0, —d,, p). 
V 
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Wir eliminieren aus den Gleichungen (1,25) und (1,23) die GrdBe », un 
erhalten so folgende Gleichung, die eine der genannten ersetzen kann: 


+ p div vo, + (pV) dy + (oa) p + [p - rot by] + SVT =0. (1,26) 


Aus Symmetriebetrachtungen erkennt man, da die Richtung des Impulses p; 
mit der Richtung von b, — », tibereinstimmen muB8. Wir schreiben also dem) 
Impuls p in der Form 


P = On(Un — Dz); (1,27 


0, ist die Dichte der Flissigkeit, die mit der Normalbewegung verbunden ist), 
Die Dichte des Normalteils der Flissigkeit 0, ist eine Funktion der thermo ). 
dynamischen Variablen (9 und s) und der Geschwindigkeitsdifferenz vp, — 0, 
Bei kleinen Werten dieser Gré8e kann man die Abhangigkeit der Dichte 9,))| 
von dieser Differenz vernachlassigen. | 
Nach (1,3) und (1,27) gilt fiir den Gesamtimpuls j die Beziehung 


j =p+ CVs = OnUn + 0605; (1,283) 


0, ist die Dichte der Flissigkeit, die mit der superfluiden Bewegung verkniipft i 
ist: i 


Os = 0— On; (1,299) 


unter Beriicksichtigung von (1,28) kann man den Tensor der Impulsstrémung/ 
IT; folgendermaBen schreiben: 


Tie = On Uni Pak + Qsreitoe + POix- (1,307) 


Das chemische Potential « 148t sich am einfachsten in den Variablen p und T) 
ausdriicken. Nach (1,21) haben wir 


edu = — SdT + dp—pd(v, —»,). (1,311) 


Bei kleinem b, — v, laBt sich der Ausdruck fiir das Potential in eine Reiha) 
nach dieser Differenz entwickeln, wobei man sich auf das erste Nicht+ 
verschwindende Glied beschriinken kann. In Ubereinstimmung mit (1,311 
erhalten wir auf diese Weise 


= poly, T)— a (0, — 0,)?. (1,322 


Die Funktion 4) hangt vom Druck und der Temperatur ab und erfillt dic} 
thermodynamische Identitat 


oduy = — SdT + dp. (1,33 3] 


Wir wollen nun kurz auf die Ableitung der hydrodynamischen Gleichungen dee 
He II nach der Variationsmethode eingehen. Damit eine solche Ableitung] 
widerspruchsfrei ist und tiberfliissige Bedingungen, wie sie bei ZILSEL auf!| 
treten [2], vermieden werden, benutzen wir die etwas abgedinderte Method¢] 
von CLEBSCH [5]. Wir gehen dabei von einer LAGRANGE-Funktion aus, die witi 
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nach (1,8) folgendermaBen schreiben kénnen: 


1 
L =| (5 ov; + pv, — ’) dv dt. (1,34) 


Die innere Energie e’ sehen wir hier als Funktion der Dichte, der Entropie 
und der Relativgeschwindigkeit », —», an. Unsere Funktion ¢ ist nicht 
identisch mit der inneren Energie (1,9), sondern unterscheidet sich von dieser 
durch ein vollstindiges Differential. Eine solche Transformation ist, wie man 
weiB, fiir die LAGRANGE-Funktion zulassig. 

Um das vollstandige System der hydrodynamischen Gleichungen fiir eine 
superfluide Flissigkeit zu erhalten, muB man die LAGRANGE-Funktion (1,34) 
unter Zusatzbedingungen variieren. Die beiden naheliegenden Bedingungen 
sind die Kontinuitatsgleichungen fiir die Dichte @ und die Entropie S: 


6 + divj =0, (1,35) 
S 4 div Sb, = 0. (1,36) 


Wir nehmen also in diesen Zusatzbedingungen an, daB die gesamte Entropie 
im Normalteil der Flissigkeit enthalten ist und durch die normale Bewegung 
mit der Geschwindigkeit », transportiert wird. Diese Bedingungen reichen 
aber noch nicht aus. Entsprechend [5] figen wir zu.ihnen noch eine Kon- 
tinuitatsgleichung fiir eine Funktion f hinzu: 


f + div-fv, = 0. (1,37) 


In die endgiiltigen Gleichungen geht die Funktion f nicht ein. Ihre Ein- 
fihrung auf einer Zwischenstufe der Ableitung fiihrt zur Vermeidung un- 
vernunftiger Folgerungen fiir physikalisch sinnvolle GréBen. 

Wir suchen die Bedingungen fiir das Extremum des Integrals (1,34) unter 
den Zusatzbedingungen (1,35) bis 1,37). Zu diesem Zweck bilden wir die 
Summe 


1 ; Lindt 
iG OU +pv,—"'} eto div) == 


ye 


+ B(S + div Sv,) + y (f+ div fo,)| dv dt 


(a, B, y sind Funktionen der Koordinaten und der Zeit). 
Wir variieren dieses Integral nach den Variablen 0, S,j,v,,v, und f und 
setzen das Ergebnis gleich Null. 


Us q ; d¢ 
[\(-#-#-4) 60 + (io. — 5 Ov, + 


de 


+ (SVB —Jdy — 5) 8% + (0 — Pa) 5 + 


OS a 8h 817 Of (—# — va y)| dv dt = 0. (1,38) 


23* 
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Alle totalen Ableitungen nach der Zeit und nach den Raumkoordinaten r 
lassen wir fort. Aus (1,38) ergeben sich dann folgende sechs Bedingungen 


i. 
2 iT 


F+ut+a=0, (1,39) )) 

| 

oe (140) 

Oe | 

SVB +107 + 5 =0, (140) | 
T+fh+v,V6 =9, (1,43) | 
yt+oVy =0. (1,44) || 


Die Bedingung (1,42) ist aquivalent mit rot», = 0 und besagt, daf die :| 
superfluide Bewegung eine Potentialstromung ist. Wie man leicht einsieht, | 
tritt sie nur dann auf, wenn in den Bedingungen (1,36) und (1,37) unter dem . 
div-Symbol die Geschwindigkeit », steht. Diese Bedingung wiirde verletzt, _ 
wenn der Entropiestrom ein Glied, das von », abhangt, enthielte. t 
Die Bedingung (1,12) ist also eng verknipft mit dem Ansatz Sv, fiir den 
Entropiestrom. 

Eliminieren wir den Parameter a aus den Gleichungen (1,42) und (1,39), so 
erhalten wir als Gleichung fiir die superfluide Bewegung 


: v 
b= —V ( + >): (1,45) 


Nach unserer Definition der Funktion é’ ist ferner 


Oe Oe 


ae, (Law 
Unter Benutzung dieser Beziehung kénnen wir aus den Bedingungen (1,40) | 
bis (1,44) die Parameter f und y sowie die Funktion f eliminieren. Wir erhalten | 
so folgende Bewegungsgleichung: 


p+ pdivv, + V(pv,) — [v, rot p] + SVT = 0. (1,46) © 
Sie ist identisch mit der Gleichung (1,26). Die Gleichungen (1,35), (1,36), 


(1,45) und (1,46) bilden ein vollstiindiges System hydrodynamischer Glei- 
chungen fiir das He II, das fiir beliebige Geschwindigkeiten », und », gilt. 


2. Die lokale Entropieerzeugung im fliissigen He II [6] 


Das Gleichungssystem (1,22) bis (1,25) beschreibt die Bewegung des fliissigen 
He II fiir den Fall, daB keine Energiedissipation vorhanden ist. Wir versuchen 
die Form zu ermitteln, die die genannten Gleichungen in Anwesenheit von 


dissipativen Prozessen annehmen. Natiirlich fihrt die Abweichung vom | 
Gleichgewicht zum Auftreten von Zusatzgliedern in allen Gleichungen mit | 


Ausnahme der Kontinuitatsgleichung. Das liegt daran, daB auBerhalb des | 
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leichgewichts der Begriff des Materiestroms unbestimmt ist, so daB die 
amit verbundene Freiheit es erméglicht, den Vektor j ebenso zu wahlen wie 
m Gleichgewichtsfall. Infolgedessen behilt die Kontinuitatsgleichung ihre 
bliche Form: 
o+divj=0. (2,1) 

u den iibrigen hydrodynamischen Gleichungen (auBer der Kontinuitiats- 
leichung) fiigen wir einige Zusatzglieder hinzu, durch die wir die dissipativen 
ozesse beriicksichtigen und deren konkrete Gestalt wir nun feststellen 
ollen: 

a} 

arse” da, 


be $V (u +f +h) = 0. (2,3) 


. 
(Ti, + Tex) = 9, (2,2) 
: 


ie Zusatzglieder t;, und h werden in die Gleichungen in der Weise auf- 
Be ommon daB (2,2) und (2,3) die Form von Kontinuitatsgleichungen be- 

alten und da8 auBerdem die Bedingung rot v, gleich Null erfillt bleibt. Die 

leichung fiir die Entropie kann in Anwesenheit einer Dissipation nicht mehr 
die Form einer Kontinuitatsgleichung haben. Die Gesamtentropie bleibt in 
diesem Fall nicht erhalten, sondern wachst an. Die Geschwindigkeit dieses 
Anstiegs wird durch die lokale Entropieerzeugung bestimmt, deren Form wir 
ebenfalls bestimmen wollen. Wir werden davon ausgehen, da8 die Gesamt- 
energie des Systems 


: few=f6 ovs + dsp 4 e) de, p = j—od, (2,4) 


erhalten bleibt. Die zeitliche Ableitung der Energie pro Volumeneinheit der 
Flissigkeit EZ mu8 also gleich der Divergenz eines Vektors Q' sein [dieser 
wird mit dem Energiestrom identifiziert, ist aber jetzt natiirlich nicht mehr 
gleich © (1,24)]. 

Die innere Energie wird durch die Identitit (1,3) definiert. Differenzieren wir 
den Ausdruck (2,4) nach der Zeit, so erhalten wir 


B= 6 (u + F) + Grid + Cons) + 28. (2,5) 


Ferner driicken wir die zeitlichen Ableitungen mit Hilfe der Gleichungen 
(2,1) bis (2,3) aus; durch einige einfache Umformungen erhalten wir 


B= — div i (1 + 5) + ST 0_ + (BaP) On + A(j — On) + r| 


a 8 (Une Hex) + T (Ss 5 div Svd,) - h div (j — 00,) + 


Ox, 
J 1 Ovni OVar 2 Ovnt 
+t div te + > Me (ae F ie 3 Oik 7): 


Den symmetrischen Tensor 1;, setzen wir folgendermaBen an: 


Tin = TO, + Max: (2,7) 
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Dabei ist ,; ein symmetrischer Tensor mit verschwindender Spur. AuBerhall, 
des Gleichgewichts kommt in dem Ausdruck fiir den Energiestrom noch eir} 
Zusatzglied q hinzu, dessen Form wir feststellen wollen. Wir fiigen auf de} 
rechten Seite von (2,6) den Ausdruck div q hinzu und ziehen ihn dann wiedeii(: 
ab. Wir erhalten so | 


B= — div fi (u + F) + 87, + (ap) b9 + hi ods) + 
+1 +447 +28 + aiv(sv, +4) + h div (j —ov_,) + ‘| 


: qVT 1 OVng One 2 Ont 
RUS arma ee (ae ne © aece aa 


("% = Ung Mix)- (2,84) 

strom 
2 

Y= j ( als 3) + ST 0q + (Dep) ¥, + h(j—@Dn) + TV, + q +9, (2,94 


ferner folgt daraus eine Gleichung fir die Geschwindigkeit der Entropie: 
anderung: 


ae {s + div (se, + ty = — | iv ({— evn) + tdivy, + 
qVvT 1 Ovnt OVnk 2 Ovnt 
cl ges a + Om, 3 Oe a) : Ce 


Der Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung (2,10) stellt die lokaly, 
Entropieerzeugung fiir das He II dar: 


k= — [A div (i — ob. + tdivo, + ils 
1 One’, Any 2 Ont 
+ as Mik (= + Ox, — 3 Oi Ox; ) A (2,11 


Sind die raéumlichen Ableitungen der Geschwindigkeiten und der thermo 
dynamischen Variablen klein, so sind in erster Niherung alle Zusatzgliede, 
in den Gleichungen (t, j;4, h, q) lineare Funktionen der genannten Abi 
leitungen. Die lokale Entropieerzeugung ist in diesem Fall bekanntlich eine 
positiv definite quadratische Form dieser Ableitungen. Damit diese Be: 
dingung erfillt ist, miissen die Koeffizienten t, h, 4; und q folgende Form 
haben: 

t = — C, div ({ — ov,) — 0, divd,, 


h = — ¢, div ({ — 0d,) — C, divog, ; 
On; Ong 2s re) | (2,126) 


Bik = sau ae Eee Wake Ox, 
q=—xVT. 


Hydrodynamik des Helium IT 297 


Wegen der ONSAGERschen Reziprozititsrelationen fiir die Koeffizienten gilt 
ie Beziehung 
Cy = oy. (2,13) 


Die Koeffizienten ¢,, ¢,, ¢3, 4, haben die Bedeutung von Koeffizienten der 
zweiten Viskositat. Es gibt also im ganzen drei unabhangige Koeffizienten 
der zweiten Viskositit. 7 hat die Bedeutung eines Koeffizienten der ersten 
Viskositat, x ist der Warmeleitungskoeffizient des He II. Wir schreiben nun 
die hydrodynamischen Gleichungen des He II unter Beriicksichtigung der 
dissipativen Glieder in der endgiltigen Form 

’ 


: au oll; 0 Ov Ov 2 Ov 
ae tk = J nt EN We Sets ot ah et It 
meee ape Os, a, \" te A Begs geet 7)| at 


) 
+ a {L, div ({—o0,) + ¢:div dy}, 


i 


” (2,14) 
ee oe (1 + 3) = V {C,div (j—ov,) +f. div dy}, 
: SE Asrlidi pes 0 mesiaatine| Sages btn 
: p f=Y; VOD, T = p . 
Die lokale Entropieerzeugung F betragt 
R =, (div v,)? + ¢, [div(j — ovn)]? + 2¢, div(j — @v,) divv, + 
4 iy Ty 1 : Ovni OUnk 2 OVnt 2 

| snk T or 2 n( Ge O3e Wadi Kile aes 


Aus dem positiv definiten Charakter der Funktion & ergibt sich, daB die 
Koeffizienten fiir Viskositaét 7 und Warmeleitfahigkeit x wesentlich positive 
‘GréBen sind. AuBerdem miissen auch die Koeffizienten ¢, und ¢; positiv sein. 
Das Vorzeichen des Koeffizienten ¢, liegt nicht fest; die GroBe dieses Koeffi- 
zienten wird durch die Ungleichung 


Co i leonl tg (2,16) 
eingeschrankt. 
: 
3. Der Schall in He II 


In einer Schallwelle werden die Geschwindigkeiten », und », als klein be- 
trachtet 4); ferner nimmt man an, daf die thermodynamischen GréBen nahezu 
gleich ihren Gleichgewichtswerten sind. Die Schallausbreitung im He II 
wird durch das System hydrodynamischer Gleichungen (1,22) bis (1,25) be- 
schrieben, das im vorliegenden Fall linearisiert werden kann. Nach der 
Linearisierung nehmen diese Gleichungen folgende Form an: 


co 4 div i= 0, (3,1) 


1) Damit ist gemeint, daB b, und v, klein gegeniiber der Schallgeschwindigkeit sind. 
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=a +oedivo,=0 (og = 8), (3,2 i 
aj i 
dv | 
8 a) a 
| at ap Vu — Or (3, 
Wir eliminieren aus den Gleichungen (3,1) und (3,3) den Impuls j und erhalte i 
a2 . 
aa = 4P- (3,2) 


Aus den drei Gleichungen (3,2), (3,3) und (3,4) eliminieren wir dann noch dik 
Geschwindigkeiten », und »,. Zu diesem Zweck differenzieren wir die Glex 
chung (3,2) nach der Zeit und wenden auf die Gleichungen (3,3) und (3,4) dik) 
Operation div an. Eliminieren wir aus den so gewonnenen Gleichungen dii| 
Glieder 0/0t div », und 0/0t div »,, so ergibt sich . 
ig OF || 

es Au—Ap ane (oq) =.6. (3,64 

In dieser Gleichung driicken wir die Ableitung 020/0¢ mit Hilfe der Gleichuns j 
(3,5) aus und benutzen die thermodynamische Identitat (1,31). So finden wit 
a 

0 


Die Gleichungen (3,6) und (3,7) bestimmen die Anderungen der thermc! 


= & yr, (3,7 
On } 

j 

dynamischen GréBen in der Schallwelle. 


Wir gehen in den genannten Gleichungen zu den unabhangigen Variablen «+ 
und 7' iiber, die wir in folgender Form darstellen: 


R=Pe tp, T=T +7. 
Die Groen mit dem Index 0 sind die Gleichgewichtswerte, die gestrichene 


Groen stellen ihre Anderungen in der Schallwelle dar. Damit nehmen di! 
Gleichungen (3,6) und (3,7) folgende Form an 


ap oe 4? + on oa =? (354 
Oo Oy. dg OT . ott, 2. te 
dn-Oi-A5 OW nice gtk bend (a9 


Wir suchen eine Lésung des Systems (3,8) und (3,9), die eine in einer bestimmy) 
ten Richtung fortschreitende ebene Welle darstellt. In dieser Welle anderr| 
sich die GroBen p’ und 7” nach dem Gesetz e¢@(t— 2/u) (die x-Achse leger| 
wir in die Fortpflanzungsrichtung der Welle; w ist die Frequenz, w die Schall!| 
geschwindigkeit). Bei einem solchen Gesetz fiir die Anderung der GréBen pj 
und 7” geht das Gleichungssystem (3,8) bis (3,9) tiber in 


(52 u? — 7 p + as u2 7” = 0, (3,100 
in 2p + (a uw Fo q” <Q (3,111) 
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Bedingung fiir die Vereinbarkeit dieser Gleichungen ist das Verschwinden ihrer 
Determinante. Rechnen wir diese Determinante aus, so erhalten wir die 
biquadratische Gleichung 


(a, 
ut Bee) (Fo + ot ee) +2 of =o, (3,12) 


Nach einigen einfachen Umformungen nimmt diese Gleichung folgende Form 


an: 
‘Op 0 oT 0 OT\ (Op 
eee a ees ps Bee eg tif cee) Hise, | Gees 
, (ae). om (Fa) one (5c), (st), eda 
Die Gleichung (3,13) bestimmt die beiden méglichen Schallgeschwindig- 
keiten im He IT. Der thermische Ausdehnungskoeffizient (00/0 T), ist bei allen 
Korpern praktisch sehr klein. Beim He II ist er jedoch ganz besonders gering. 
Nach bekannten thermodynamischen Beziehungen sind also die spezifischen 
Warmen bei konstantem Druck und konstantem Volumen c, und c, im 
He II als praktisch gleich anzusehen. In diesem Fall sind aber auch die Ab- 
leitungen (0 p/d0)7 und (0 p/00),, die durch die Beziehung 


ORY | cs se) 
(2), = Cy & ib 


verkniipft sind, mit groBer Genauigkeit einander gleich. Dieser Umstand ver- 


_einfacht die Gleichung (3,13) wesentlich. Ihre Wurzeln haben in diesem Fall 


die Werte 


(3,14) 


(3,15) 


Die erste Wurzel gibt die Geschwindigkeit fiir den tiblichen (ersten) Schall 


im Hell. Mit dieser Geschwindigkeit pflanzt sich nach Gleichung (3,5) 


eine Druck-(Dichte-)Welle im He II fort. Die zweite Wurzel u, gibt die Ge- 


_schwindigkeit des sogenannten zweiten Schalls. Nach der Gleichung (3,7) 


breiten sich im He II Schwankungen der Temperatur (der Entropie) mit 
dieser Geschwindigkeit aus. Die Moglichkeit zur Fortpflanzung ungedimpfter 
Temperaturwellen ist eine Eigenttimlichkeit des He II. Die nach Formel 
(3,15) berechnete Temperaturabhangigkeit der Geschwindigkeit des zweiten 


Schalls ist in Bild 1 graphisch dargestellt. Im A-Punkt ist 0, gleich Null, 


und die Geschwindigkeit u, verschwindet ebenfalls. Bei hinreichend niedrigen 
Temperaturen (unterhalb 0,5° K), wo alle thermodynamischen Gréf8en aus- 
schlieBlich durch die Phononen bestimmt werden, strebt die Geschwindig- 


keit u, gegen den Grenzwert c//3. Experimentell wurde der zweite Schall im 
He II von PESCHKOW entdeckt [7]. Die experimentellen Werte fiir die Ge- 
schwindigkeit des zweiten Schalls bei verschiedenen Temperaturen nach den 
Angaben von PESCHKOw [7] sind in Bild 1 dargestellt. Zum Vergleich sind 


300 J. M. CHALATNIKOW 


hier auch die letzten Daten von MAURER und HERLIN [8] eingetragen; diese\ 
Autoren maBen die Geschwindigkeit des zweiten Schalls nach einer Impuls-;) 
methode bis zu einer Temperatur von 0,86° K. Wie aus dem Diagramm her-+ 
vorgeht, stimmen die theoretischen und experimentellen Werte fir die Ge-) 
schwindigkeit des zweiten Schalls gut tiberein. Die Messungen der Geschwin-i 
digkeit des zweiten Schalls bis zu Temperaturen von 0,2° K, die ATKINS sa } 


NERRRESRLS 
CSET TTT RTT 


0 
0,8 09 140 17 4,2 73°14 °25' 26 47:18 1920) 27-22TK 


Bild 1. Temperaturabhingigkeit der Geschwindigkeit des zweiten Schalls: e PESCHKOW [7]; 0 MAURER) 
und HERLIN [8]; — Theoretische Werte. 


OSBORNE durchgefiihrt haben [9], lieferten ebenfalls eine gute Uberein- 
stimmung mit den theoretischen Voraussagen. Die Autoren geben an, dafi 
bei 0.2° K die Geschwindigkeit des zweiten Schalls tatsichlich den Wert 
c/V3 hat. Man kann jedoch die erwihnte Arbeit nicht als sehr zuverlassigy) 
betrachten. Bei so niedrigen Temperaturen ist die freie Weglinge der Pho-| 
nonen (Rotonen sind in diesem Temperaturgebiet praktisch nicht vorhanden) 
wesentlich gré8er als die Wellenlainge der Schallwellen, und infolgedessen ist} 
eine Ausbreitung der Schallschwingungen unméglich. Uberzeugender scheinen'| 
die Ergebnisse von KRAMERS, VAN DEN BERG und GORTER [10] zu sein, in| 
denen sich fiir die Geschwindigkeit einer Wellenfront des zweiten Schalls in 
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der Nahe von 0,1° K ein Wert von 230 m/sec ergab, also ein Wert, der der 
Geschwindigkeit des iiblichen Schalls sehr nahe kommt. Bei so niedrigen 
Temperaturen erreichen die von der Heizvorrichtung emittierten Phononen 
das registrierende Thermometer praktisch ohne StoB und die Geschwindig- 
> om Phononen ist bekanntlich gleich der Geschwindigkeit des iiblichen 
halls c. 

Bekanntlich ergibt sich die Existenz eines zweiten Schalls im He II nicht nur 
aus der Theorie von LANDAU, sondern auch aus der von TISZA [11]. Bei 
‘Temperaturen oberhalb von 1° K liefern beide Theorien die gleiche Tempera- 
turabhangigkeit fiir die Geschwindigkeit des zweiten Schalls. Diese Uberein- 
stimmung beruht darauf, da8 die im Grunde nicht richtigen Gleichungen von 
TISZA in erster Naherung bei entsprechender Wahl der willkiirlichen Kon- 
stanten mit den Gleichungen von LANDAU iibereinstimmen?). Fiir Tempera- 
turen unterhalb 1° K weichen beide Theorien in ihren Voraussagen tiber den 
Verlauf der Geschwindigkeit des zweiten Schalls voneinander ab: Nach der 
‘Theorie von LANDAU liegt in der Nahe von 1° K ein Minimum, und bei weiterer 
Abkihlung steigt die Geschwindigkeit u, wieder an. Nach TISZA muB die 
Schallgeschwindigkeit uw. von 1,6° K mit abnehmender Temperatur ebenfalls 
monoton abnehmen. Alle Daten tiber die Geschwindigkeit des zweiten Schalls 
bestatigen vollstandig, daB die Temperaturabhangigkeit ein Minimum auf- 
weist, widersprechen also der Theorie von TISZA. 


4. Schallabsorption in He IT [12,13] 


Die fir die Erzeugung von Anregungenim He II kennzeichnenden 
Relaxationszeiten. Bei einer schnellen Zustandsinderung eines K6rpers, 
beispielsweise bei einer Temperatursteigerung oder -senkung wird sein 
thermodynamisches Gleichgewicht gestort. Die damit verbundenen inneren 
Vorgange sind bestrebt, wieder ein Gleichgewicht herzustellen. Ist die 
Relaxationszeit dieser Prozesse hinreichend klein (erfolgen also diese Prozesse 
schnell genug), so stellt sich das neue Gleichgewicht so schnell ein, daB das 
System praktisch immer im thermischen Gleichgewicht ist. Liegen dagegen 
Prozesse mit groBen Relaxationszeiten vor, so stellt sich das Gleichgewicht 
verhaltnismaBig langsam ein und kann der Zustandsainderung nicht folgen. 

a die Einstellung des Gleichgewichts ein irreversibler ProzeB ist, ist sie mit 
einer Energiedissipation verbunden. Im He II gibt es als langsame Prozesse 
die Erzeugung und Absorption der Elementaranregungen (der Phononen und 
Rotonen). Hier wollen wir den Einflu8 dieser Prozesse auf die Schallaus- 
breitung im He II untersuchen. Die Schallfortpflanzung im He II wird durch 
das linearisierte System hydrodynamischer Gleichungen (3,1) bis (3,4) be- 
schrieben. Im Gleichgewicht haingen alle thermodynamischen Funktionen in 
den Gleichungen (3,1) bis (3,4) nur von zwei Variablen ab, als welche wir o 
und S wiahlen. In diesem Fall kann man fir den Fall, da sich im He II 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Die von LANDAU und T1Sza erhaltenen Gleichungen sind fast 
Aquivalent. Der Unterschied riihrt von einer sehr verschiedenen Interpretation der vor- 
kommenden GréBen her. Die Experimente haben zugunsten der LANDAuschen Auf- 
fassung entschieden. 
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Schallschwingungen geringer Frequenz ausbreiten, annehmen, daf die Ein1) 
stellung des Gleichgewichts imstande ist, der Zustandsainderung zu folgeni) 
Folglich wird in jedem Zeitpunkt der Zustand durch thermodynamische: 
Gleichgewichtsfunktionen beschrieben. Anders liegen die Dinge bei der Aus\| 
breitung von Schallwellen, deren Frequenz so hoch ist, daB sich kein Gleich |, 
gewicht mehr einstellen und den Zustandsanderungen folgen kann. In diesem) 
Fall ist die Anzahl der Phononen und Rotonen in jedem Zeitpunkt verschie\ 
den von den Gleichgewichtswerten, und man muf folglich die Abhangigkei> 
der thermodynamischen Funktionen nicht mehr nur von g und S, sondern) 
auch von der Anzahl der Phononen und Rotonen (oder den entsprechender;) 


chemischen Potentialen) beriicksichtigen. Das Gleichungssystem (3,1 | 
| 


bis (3,4) ist dann nicht mehr vollstandig. Es mu8 durch die Gleichunger 


N, + div Ny0_ = —YrrUr + Yrph/pn: (4,1) 


Non + div Npn On = parr — Yph phUph 


erginzt werden [siehe (15,5, 1) und (15,6, Dj), welche die Anderung dev} 
Phononen- und Rotonenzahl beschreiben. Wir eliminieren aus den Gleichungex) 
(3,1) bis (3,4) und (4,1) die Geschwindigkeiten pv, und », und erhalten 


G2 

ge ~ 4? (4,2! 
O29 S 
sao ee (4,3: 
und auBerdem 
GN; Nis | 
rob. a (Oe > — Yrrflr + Yrphfphs | 
4,4) 
ON on Non 0S ( : 

“Or” OS OE athe Yon ph ph: 


In dem System (4,2) bis (4,4) lassen sich alle thermodynamischen Funktione 

durch die vier Variablen g, S, wu; und wp, ausdriicken. Die Entropie S und di | 
Dichte @ lassen sich als Summen der konstanten Gleichgewichtswerte unit 
kleiner Zusatzglieder darstellen, die von der Schallwelle hervorgerufe' 
werden. Wir bezeichnen diese Zusatzglieder mit den gleichen Buchstaber| 
aber mit einem Strich (S’ und 0’). Die Lésung des Systems ist als ebene Wells 
anzusetzen, in der S’, 9’, my und py proportional dem Faktor e'@(-#/* 
sind (wu ist die Schallgeschwindigkeit). Die Lésbarkeitsbedingung fiir unset 
System 1aBt sich dann durch das Verschwinden einer Determinante vierte? 
Ordnung ausdriicken; die Lésung der entstehenden Gleichung liefert uns di® 
Werte fiir die Schallgeschwindigkeit 2). 


1) Hinweise auf den ersten Artikel des Verfassers (abgedruckt in diesem Hef) 
S. 211—286, werden durch die Ziffer I gekennzeichnet. 
*) Wir machen darauf aufmerksam, daf zwar das System (4,2) bis (4,4) auf eine Dete | 
minante vierter Ordnung fiihrt, daB aber die entsprechende Gleichung, die die Gi+ 
schwindigkeitswerte festlegt, biquadratisch ist (quadratisch in u?). Das hangt damit 


= 3 
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Um nicht mit einer Determinante vierter Ordnung arbeiten zu miissen, wollen 
wir etwas anders vorgehen. Wir driicken namlich alle Funktionen in den 
Gleichungen (4,2) und (4,3) durch die Entropie S und die Dichte o aus. Hier- 
bei ist bei allen Differentialoperationen die Abhangigkeit der Funktionen 
von den Variablen uw; und yp, zu beriicksichtigen. Die partielle Ableitung 
einer thermodynamischen Funktion f nach 9 oder S lautet also, ausfiihrlich 
geschrieben, folgendermaBen: 


<2 Co poi Tac naar 
do/s \do | 4,5 
& Ss do S, fr, ph Our do a Opn do ( ) 
id = of Of Ofte Of OMyn 

Se bee) Ly; oy Our OS F O Lph ONS (4,6) 


Die Ableitungen bei konstanten (verschwindenden) Werten der chemischen 
Potentiale sind die Gleichgewichtswerte der entsprechenden Ableitungen. 
Die in den Ausdriicken (4,5) und (4,6) auftretenden Ableitungen der chemi- 
schen Potentiale uw, und wp, nach @ und S bestimmen. wir mit Hilfe der 
Gleichungen (4,3) und (4,4), die den Zusammenhang zwischen uw; und ppp 
einerseits und den kleinen Anderungen der Dichte 9 und der Entropie S in 
der ebenen Welle andererseits herstellen. 

Driicken wir wie oben geschildert die kleinen Anderungen von 9 und S in der 
Schallwelle in einer Form aus, die proportional zu e'?—2/“) ist, so erhalten 
wir als Losbarkeitsbedingung fiir das (4,2) und (4,3) entsprechende Gleichungs- 
paar das Verschwinden folgender Determinante zweiter Ordnung: 


Op Op 
Se al FE Sg se 
lado (35), 


Ou Dis Op 
ponds bas Qn 2 29 
vols), Fe +e (55), 


Die aus (4,7) folgende quadratische Gleichung enthalt Glieder verschiedener 
Ordnung. Alle Glieder mit der Ableitung 0p/0S sind klein, weil nimlich in 
He II die spezifischen Warmen c, und c, bei allen Temperaturen sehr nahe 
beieinander liegen, wahrend doch die Ableitung (0p/0S), nach bekannten 
thermodynamischen Beziehungen proportional zu c,—c, ist. Auf Grund 
dieser Tatsache kénnen wir die Wurzeln der Gleichung (4,7) in folgender ein- 


facher Form schreiben: 
a Op Op S = 
VA (as).+ (55) .o° sa! 


F Opel Lap i Om 
eae On ; E (Fa), Gant oe 


zusammen, da das Gleichungspaar (4,4), das die Anderung der Anzahl der Elementar- 
anregungen beriicksichtigt, keine Differentiation der Variablen nach den Koordinaten 
enthalt, und daB infolgedessen bei der Darstellung der Lésungen in einer Form, die 
proportional zu exp [tm (t — x/u)] ist, die Geschwindigkeit in diesen Gleichungen nicht 
auftritt. Das Quadrat der Geschwindigkeit kommt also nur in den ersten beiden Zeilen 
der entstehenden Determinante vierter Ordnung vor, und die entsprechende charakte- 
ristische Gleichung in wu? ist quadratisch. 


= 0, (4,7) 
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Nach der Gleichung (4,4) kann man die chemischen Potentiale uw, und ppp | | 
durch die kleinen Anderungen der Entropie S’ und der Dichte g’ ausdriicken. F 
Zur Bestimmung von fy und (pp erhalten wir aus (4,4) das Gleichungspaar | . 


OLN. a LO Ne vitae ON Be ne 
(i Bus + Yer) fer — Yrph ph = — 10 ( aa + a9 5 — i i 


. ON yn 6 ONpn , ONph ’ Non 5 
asta + (io + Yon) tom = —io ( do (De ae aN SS — 8 S Ag 


Daraus ergibt sich sofort 


} N ON, ON, , 
ce. {(sa Set + ranma) (BE st — SM gy — )+ 
hh 


Mt = Dio) Ou 8 as do ° 
+ Yeph ( ss — gat s’ — “ue é)| (4,10) 
fips = ao (ie oe z Yer) (“2 coe set Bans “a é) - 
+ Yphr (= c= a Ss’ — = é)| (4,11) 


mit der Bezeichnung 


ON ) ON. 
D(w) = (ie + Yer) (io F, pak = i Yon) — )rph Yphr- 
ph 


Op: 


Die Ableitungen der chemischen Potentiale nach o und S, von denen nach 
(4,5) und (4,6) die Ausdricke fiir die Geschwindigkeiten u, und w, abhiingen, 
lassen sich mit Hilfe der Beziehungen (4,10) und (4,11) berechnen: 


Our\ iw Cee en ON, ONpn 
(),— D(@) |— (i OMpn mm) (2), + Yeph ( do ),t (4,12) 
Ott» iw _ ON, ON aN; ? 
; (aan D(w) fs (ie Ou, * re) ( do ), aes (Feel 
Oly _ to ON yx N,. aN 
Gs e Dw) (iw dais Zo) ee as) es 
ay. (Ae _ IONpn 
Penney) Poel 
OMtyn 3 k® ot ON, Nyon ONdh 
(ai), Bias [io at +) CPSP) 


Ny. Os 
— Yphr Sunt S : 


Nachdem wir die Ausdriicke (4,12) und (4,13) fiir die Ableitungen der thermo- 
dynamischen GréBen gewonnen haben, ist die Bestimmung der Geschwindig- | 


(4,13) 


— eo ee eee eae eS 


: 
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keiten uw, und wu, nicht mehr schwierig. Nach (4,8), 


haben wir 


Op S (Op 
ieee i A ie ieateey (pak 5 
¥ (32), Q Een 2 


{Q: 2 
+ Yph ) (55) ai 2Yrph 


‘ 


op ap 
Our Oupn 


ma) 


ON 


; ONpn 
D(o) ee Olyn 


+ 
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(4,9), (4,12) und (4,13) 


: f Op \2 
i (i Omen J] ipa | it) 


fi (tog ng LS Op $4) 
5 = — SN ee : 
ig On E Ga & @ fer ere 


tw " ONon Op 
” Do) (i “Filey tas n) (ay, 


+} 


Ou 


: Our 


ON, 


a (ie Ofer ° rm) ( 


den chemischen Potentialen sind Gleich 


Op 
» 
=Yrph (52 @ x) 


Op Ou ia 
er ‘ Oupn) - 


Op 


Ou ph 


Ou \* 
0g) 


Die Geschwindigkeiten des ersten und des zweiten Schalls bei verschwinden- 


6) 2 
aie 


(4,15) 


gewichtswerte, die der Ausbreitung 


eines Schalls mit einer Frequenz, die nahezu gleich Null ist, entsprechen. 
Bezeichnen wir diese Werte mit dem zusatzlichen Index Null, so erhalten wir 
aus (4,14) und (4,15) die Beziehungen 


: 7) 
“= [G),+ 


2 _ 0 [1 (dp 

sa On s| (55), 
(dabei ist ¢ = S/o). Die Ausdriicke (4,16) und (4,17) sind identisch mit den 
gewonnenen Gleichgewichtswerten. Aus den Beziehungen (4,14) und (4,15) 
ergibt sich, daB die Geschwindigkeiten wu, und uy komplexe GréBen sind. Die 
Ausbreitungsvektoren, die mit der Frequenz nach der Beziehung k = w/u 
zusammenhangen, sind also ebenfalls komplex. Ein komplexer Charakter des 
Ausbreitungsvektors ist bekanntlich der formale Ausdruck fiir die Tatsache, 
daB eine Absorption stattfindet. Der Realteil des Ausbreitungsvektors be- 
stimmt die Phaseninderung der Schwingungen mit dem Abstand, der 
Imaginarteil ist einfach der Absorptionskoeffizient. 
Fir groBe Frequenzen streben die Werte w, ‘und Uz nach (4,14) und (4,15) 


O ty OMtyn 


gegen die Grenzwerte 


1 
2 2 
U] co = Uy + 


¢ (3). 


+r (5), “4 


_ (9p 
Pa (55): 


Os ge (5 3) 
e 


~ Q0n 


as 


n 


| 


( 


aN, 
Oly 


a 


ON pn 
Ouyn 


’ 
2,8 


(4,16) 


(4,17) 


(4,18) 
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Gn "tal. Gem Fal 
2 2 Oe | \Our © Our Ofpn © Opn . (4,19) | 


U2 wo = U5 0 On ON, (a 
| : (Gn) Oupn 


2,58 


Mit den Geschwindigkeiten nach den Ausdriicken (4,18) und (4,19) wiirde | 


sich eine Schallschwingung mit so hoher Frequenz ausbreiten, daB die An- 
zahlen der Phononen und Rotonen keine Zeit mehr hatten, sich zu andern 
und infolgedessen konstant blieben. Die in den Gleichungen dieses Para- 
graphen auftretenden kinetischen Koeffizienten y lassen sich durch die 
Koeffizienten J’ ausdriicken [Beziehungen (15, 13, I)]: 


Yer = 1+ Lpnr, Yepn = Yphr = Tpnrs Ypnph = Ln + LD pnr- 


Fir das folgende wird es giinstig sein, statt der kinetischen Koeffizienten 
und I’ die Relaxationszeiten zu benutzen, die folgendermaBen definiert sind: 


1 Our 1 Ss Our Oupn 
Os aa (aR), s Or ph re Fons on of + Baas s’ 


1 Ou h 
eS P 4,20 
Opn o Ge ph/e, S ( 


Unter Beriicksichtigung von (4,20) kénnen wir die Ausdriicke (4,14) und 
(4,15) folgendermaBen schreiben: 


to i 
Op Op dp \* 
io + fy, | + Sea) 
Ada) ( Op Our i 1h \Ou Otten 
1 ON, Opnr ON, | ONgn 
Our Our — Oupn 
(io + a) (Gs) 
oe 6, Oupn 
} att | 4,21 
Ou ae (4, ) 


19N, , 1 ONp 


O Mr Oupn 0,8 


| 


I 
i 


j 
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- APG tw A,(w) 
UZ = Uy + e D(o)’ 
(i + 3) ee 2 ae 
; — ph Mr tr 
: A,() ON, “i 
Z 
| Op , Op Ou Ou ) 
a 4,22 
nee? On Oty, © Ou Ofyn eae 
: 6; ph ON, ON pn 
Our — Oltpn 
1\/ Op Ou ) 
¥ (ie ‘5 ‘5, & . Oupn 
Non 
Oupn 0,8 


Diese Ausdriicke bestimmen die Abhangigkeit der Geschwindigkeiten des 
ersten und des zweiten Schalls von der Frequenz infolge der langsamen 
_Erzeugungsprozesse von Elementaranregungen im He II. 
‘Wir betrachten das Gebiet kleiner Frequenzen, die ‘folgender Bedingung 
-genugen 

wOn <1, wOrpn <1. 
Wegen der Kleinheit des Koeffizienten J, vernachlassigen wir in (4,21) und 
(4,22) alle Glieder, die auf einem Fiinfrotonenproze8 beruhen. Unter Be- 
riicksichtigung des oben Gesagten vereinfachen sich die Ausdriicke (4,12) und 
(4,22) in diesem Frequenzgebiet wesentlich: 


fT ie tw Op Op \* Oupn 
er adi a oO or Ge el ON 


Op\* (Our | OMyn 
+ Gr ph (52 Be af a} (4,24) 


2 x2 tw Qe Op Op — Ou = Ou ) Opn 
mets On [om om Our ‘ Our : Oupn) ON yn 


Op OUN [Olipe, Oly : 
tim (Ge edad) (ON, tae) f 


Der mit Hilfe von (4,24) berechnete Imaginarteil des Ausbreitungsvektors 
liefert einen Absorptionskoeffizienten a, fiir den ersten Schall, der auf den in 
diesen Paragraphen betrachteten langsamen Prozessen beruht: 


Sy i: a? Op Op \* Oppn 
@, = Im ‘a ~ 2ec8 [om Ge t ana) ON | 


Op\? (Our , Ippn 
+ om (in) (ont, + aaa 620 
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In ganz ahnlicher Weise bestimmen wir auch den Absorptionskoeffizienter:| 
fiir den zweiten Schall I | 


ie w\  — Og Op HV Op) , ae Op y sae iq 
eo a ¥ | m (oun * Otis? Dun Dptn! ON 1 | 


Op oH) (se Opn ) iN 

z- —On—-) las 4,271 

Hil (ay. : Our ON, * ON» 0,8 Hh) 

Die Ableitungen 0p/0u, die in den Ausdruck fiir 4, vorkommen, werden durch} 


die Formeln (15,31 I) und (15,32 I) bestimmt. Die Ableitungen von der Form : 
(Op/Ou, — 9 Ou/Our) haben nach (15,22 I) und (15,23 1) die Werte (in der 


Variablen @ und 7’) 


Op Ou ON, 
= = Kh — Ee 
a e ain) ° 38 | 
S (A 1 J 
= Ne ] =— ris (F — =) (4,28% 
Cray fe Motta tity a Mae ji—3 : 


Mit Hilfe der experimentellen Werte fiir den Absorptionskoeffizienten dee 
ersten Schalls im He II kann man, wie bereita 
erwihnt, die Koeffizienten I, und Ipnr bei 
stimmen. 
Kennt man die genannten Koeffizienten, 8c 
kann man nach den Formeln (4,20) die Re+ 
laxationszeiten 4p, und 6,,, ausrechnen. Diese. 
beiden Relaxationszeiten sind bei nicht allzw 
niedrigen Temperaturen verschwindend klein. 
von der GréBenordnung 10-1" sec. Die Tempe~. 
raturabhangigkeit der beiden Relaxationszeiter: 
ist in Bild 2 dargestellt. Weil diese beiden Zeiter 
so sehr klein sind, ergibt sich eine unerwartet:. 
geringe Schallabsorption im He II. Merklich) 
wird diese Absorption erst bei Frequenzen vor 
der GréBenordnung 1/Opnr oder 1/Opn. 
Die Ableitungen (ON,/01;)o, s und (ON pn/Optpn)o, s 
die in den Formeln (4,20) fiir Opn Und Oppy ent-t 
0 Terr ro halten sind, lassen sich am leichtesten in dew 
of le LMR EL Variablen o, 7 ausdriicken. Der Ubergang VANE 
ae HY pes tt ote ie diesen Variablen kann mit Hilfe der bekannter 
Kigenschaften der Funktionaldeterminanten 


————— 


0(N,,8) (5 
(5) wi O (ur, L') (5.') cd (sr) aah 
Our Ss O (Ur 9) oy Our, 1 OT tr 


OS (4,29) | 
(sz), 


O(tur, T) 


OO) EOE ooOOoOorereoeoererererrese_eE nn 
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erfolgen. Ferner benutzen wir eine Beziehung, die sich aus der thermo- 
dynamischen Identitat 

(eae ge 

OT eS O ur T 


ergibt, und schreiben (4,29) in der Form 


ON,\? 
(5) ar 5) ake Boies 
Our S a Our Wi On Ve (4,30) 
OT ur 
_ Ganz analog erhalten wir 
| ONn\? 
ON vn ONon OL) oe 
ic), Gabe (7) ; (o1) 
; 0 Zz Hph 
Aus der Verteilungsfunktion fiir die Rotonen (nach der klassischen Statistik) 
folgt 
ON, iN 
= —, 4,32 
(an) re kT 


Unter Benutzung der Formel fiir die Gesamtzahl der Phononen pro em? in 
einem Zustand auBerhalb des Gleichgewichts mit dem chemischen Potential 


ph 


ail 
Nm = @xays] E 4 ish 4np*dp (4,33) 
erhalten wir 


i ere 
i) — Non 5x aan 
e,T 


pe ET 36" 


Die tbrigen Gleichgewichtswerte der Ableitungen erhalten wir aus den Be- 


ziehungen 
(or eve! A ON _ 38Npn 
Peper: Par). 


OS k A? A 33 gh Wee 
pais at 7 a= 4.é 
Cra Nese bal Cale deg a 


Jetzt benutzen wir unsere Gleichungen (4,32), (4,34) und (4,35), nach (4,30) 
und (4,31) ergibt sich 


EDA? 24 BS Vy. ox! 
O lig advan iN, \(qa + Pos o) we ‘i 7 
(55), 67 


(4,36) 


24* 
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36 7G Ais a) a] 


ORRIN eae eee 
(se) 2 0? Ni eee (4,37) | 
ONpn/o,s I 


A A 3 a0 37402. 
| | | 


| 
Schallabsorption in HelII. Die oben betrachteten kinetischen Er- - 
scheinungen — erste und zweite Viskositat, Warmeleitfahigkeit — sind l 
Ursachen fiir eine Schallabsorption im He IL. Wir berechnen den Absorptions- - | 
-koeffizienten fiir He II, der auf diesen dissipativen Prozessen beruht. Das 3) 
linearisierte System hydrodynamischer Gleichungen, das die Schallfort- -| 
pflanzung im He II unter Beriicksichtigung der dissipativen Prozesse be- 4 
schreibt, liBt sich nach (2,14) in folgender Form darstellen: . 


t 

e+divj=0, (4.38) ) 

Oe Op | 0 Ovni Ovnk 2 a) sh | 
ar 7% oP Ox; eat im (an B: Ox; 1383, Oix Ox, J ) 


ae Ox {C1 div G a OVn) = Ce div Oat; (4,39) } 

hy i 

Ds + Vu = V {E35 div ({ — edn) + Cy div Vy}, (4,40) | 
T {(69) + og div v,} = xVT. (4,41) | 


In einer ebenen Schallwelle setzen sich alle Groen aus den konstanten | 
Gleichgewichtsgliedern und kleinen Zusatztermen zusammen, die sich nach © 
dem Gesetz e'#¢-*/”) andern (a ist die Ausbreitungsrichtung der Welle, : 
w die Schallfrequenz, w die Schallgeschwindigkeit). Die Geschwindigkeiten : 
vp, und », in der Schallwelle sind ebenfalls klein und andern sich nach dem: 
gleichen Gesetz. Als unabhangige Variable wahlen wir die Dichte 9 und diet 
Entropie o (bezogen auf 1g He II) und eliminieren aus den Gleichungen: 
(4,38) bis (4,41) die Geschwindigkeiten », und »,. Unter Beschrinkung auf 
Glieder, die linear in den kinetischen Koeffizienten sind, erhalten wir zwei: 
Gleichungen. 

Im allgemeinen Fall sehen diese Gleichungen sehr kompliziert aus, bertick- 
sichtigt man jedoch, da der thermische Ausdehnungskoeffizient des He IL. 
ungewohnlich klein ist, so daB man also alle Glieder weglassen kann, welche« 
die Ableitungen (07'/d0), und (dp/dc), enthalten, so vereinfachen sich diese« 
Gleichungen wesentlich!). Wir erhalten also erstens 


ORV ke 4 Near 4 a ; 
(us — om 0 =tw I Flo i) 7 ote (= / a t— ets) = (4,42): | 
1) Nach der thermodynamischen Identitit 


1 
du = a et 


sind die Ableitungen (07/0), und (@p/0c), durch die Beziehung 
oT Op | 
pe ae | 
00 00 
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nd zweitens 


ve ep sp oe OAS pe ae 
Seal ta ele 
: A Q Oye. Set OL 
+t ts 9 3 @.— cs) a Too 0a (4,43) 


9 und o’ sind die variablen Glieder in der Dichte und der Entropie). Wir 
liminieren aus der linken Seite der Gleichung (4,43) mit Hilfe von (4,42) 
as Glied mit 9’. Dann geht die genannte Gleichung iiber in 


: oT On 2 a a { Ce 4 1) o 
Bor s5o8) ear) 


. , 
: + (u-e&— 2 +5) 5-8 all, (4,44) 


Jie Bedingung fiir die Vereinbarkeit der Gleichungen (4,42) und (4,44) laBt 
sich dadurch kennzeichnen, daB die Systemdeterminante verschwinden muB: 


: a aoe & (4 1 

fe io (1+) io ($1 +&—eh) — 

1g Pel eked 1) OD On 35 e 
Bett 3 0] 0 Ge ey Lisi 
: BO) Og Ard span. la 08 

: 4 lon th Bern ee ne 


m Gebiet nicht allzu hoher Schallfrequenzen w laBt sich die Gleichung (4,45), 
lie die Schallgeschwindigkeiten in He II bestimmt, in zwei Gleichungen auf- 
palten: 


| Op, Iga 
ieee ee Beaty | Mae 
) u oP tw . (5 1" +b) (4,46) 
OT Verne 
(° da 039 ) > 
Sy sash 4 eee OT 
| == AO oo fe = ea) ge Co 3 - T do (4,47) 


Jie Wurzel der Gleichung (4,46) 


aio Pealned: 
= (i)tieg tei +4) ae 


erknipft. Mit Hilfe der bekannten Higenschaften der Funktionaldeterminante kann 
aan leicht zeigen, daB bei einem kleinen thermischen Ausdehnungskoeffizienten 
/o(00/0T), folgende Gleichung gilt: 


al 
Ca 


00 Oa\ ;00\ ~ 
iT), lap T 


-5 
06 08 10 42 4% 16 487°K PELLAM und SQuIRE [14] gemessenen Werte wil 


312 J. M. CHALATNIKOW 


bestimmt die Geschwindigkeit des ersten Schalls in He Il unter Beriick’ 
sichtigung kinetischer Erscheinungen. Die Wurzel der Gleichung (4,47) 


Piet ee 
z 00 On 
BRAC 

Q 


On 


* 4 
C+ oC —eli— ou to on | (4,44 


liefert die Geschwindigkeit des zweiten Schalls unter Beriicksichtigun} 
kinetischer Erscheinungen. Die Geschwindigkeiten wu, und u, sind komplex} 
GréBen. Folglich sind auch die Ausbreitungsvektoren k =a/u komplex 
Der Realteil des Ausbreitungsvektors gibt die Anderung der Schwingung : 
phase mit dem Abstand, der Imaginarteil ist einfach der Absorptionskoeffi 
zient fiir den Schall. | 
Absorption des ersten Schalls in Hell. Der Imaginarteil des Aun 
breitungsvektors fiir den ersten Schall hat nach (4,48) die Form 


2 
a, = Im (=) = ($ y+ m). (4,50) 


uy) 2en} 


Der Absorptionskoeffizient fiir den ersten Schall 
hangt also nur von zwei kinetischen Koeffizientd} 
ab, namlich von der ersten Viskositat 7 und eine 
Koeffizienten der zweiten Viskositaét ¢,. DaB dif 
iibrigen Koeffizienten (¢,, 3 und x) nicht in de# 
Ausdruck fiir a, vorkommen, beruht im weseni) 
lichen auf der Vernachlassigung der thermische) 
Ausdehnung des He II. Beispielsweise liefert di 
Warmeleitfahigkeit in dem Ausdruck fir de 
Absorptionskoeffizienten des ersten Schalls doy 
Zusatzglied 


of” «Ft 
Zour C \c, 


Helium aufgehiingt ist. Versuche tiber die Ad 
sorption des ersten Schalls sind also dazu geeignel 


Bild 3. Temperaturabhangigkeit den nach Formel (15,24,1) berechneten Wert 


peer Niner ok bes! kann man die Konstanten a@ und 6 bestimmen, cl 
des Koeffizienten. der inden ¥Formeln fir die kinetischen Koeffizienten J ¢ 
mylene be, a und Jnr auftreten. Der Koeffizient der zweit|* 
auf der sorption des : 2 ue . j 
ersten Schalls im He1r  ViSkositat ¢,, der aus den experimentellen Wert} 


beruht, fiir den Absorptionskoeffizienten des ersten Scha) 
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iskositaét 7, und zwar im gesamten Temperaturbereich von 1,57 bis 2° K, 

dem gemessen wurde. Die Absorption des ersten Schalls beruht also in 
er Hauptsache auf der zweiten Viskositat. Bild 3 zeigt die Temperatur- 
abhingigkeit des Koeffizienten ¢,. 
Dieser Koeffizient ist im ganzen im 
Bild 3 dargestellten Temperatur- 
bereich gréBer als der Koeffizient n. 
Der zu Beginn des Paragraphen 
berechnete Absorptionskoeffizient 
des ersten Schalls @, infolge lang- 
samer Prozesse im He II ist natiir- 


: 
: 


He II bestimmt wurde, ist betrichtlich groBer als der bekannte Wert fiir die 


Me Asks 
fem 


7 42 44 46 16 207 K 


Id 4. Temperaturabhangigkeit der Absorptions- Bild 5, Absorptionskoeffizient des ersten Schalls 
koeffizienten des ersten Schallsa, und des im He II: 
zweiten Schalls a,im He II. — Theoretische Werte; 
© experimentelle Werte von ATKINS 
und CHASE. 


th identisch mit demjenigen Teil von a,, der auf der zweiten Viskositat 
sruht. Man kann sich hiervon leicht iiberzeugen, indem man (4,25) mit 
00) vergleicht und dabei die Definition der Relaxationszeit (4,20) beriick- 
chtigt. Die Temperaturabhangigkeit des Absorptionskoeffizienten des ersten 
challs im He II ist in Bild 4 dargestellt. In jiingster Zeit haben ATKINS 
ad CHASE [15] den Absorptionskoeffizienten des iiblichen Schalls in einem 
‘oBen Temperaturbereich gemessen; sie sind dabei zu weit tieferen Tempe- 
turen vorgestoBen als PELLAM und SQUIRE, nach deren Daten wir unsere 
oeffizienten bestimmt haben. 

ie Autoren hatten sich eine Nachpriifung unserer Theorie zum Ziel gesetzt. 
ie Schallfrequenz betrug 14 Hz. 
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Die gemessenen Werte des Absorptionskoeffizienten stimmten mit den the 
retischen Werten im gesamten Temperaturbereich gut iiberein (Bild 5). 

erwihnten Experimente bestitigen also die hier dargelegten Vorstellung 
iiber den Mechanismus der Schallabsorption in He IT. 
Absorption des zweiten Schalls in He II. Der Absorptionskoeffizi 
des zweiten Schalls ist gleich dem Imaginiarteil des Ausbreitungsvektors, ¢ 
mit Hilfe der Gleichung (4,49) fiir die Schallgeschwindigkeit 


wd @ wo. {4 Hummer: Cn ae 
dg = Im (2) = 5 SL nt lta tts Zeb) + rage 


berechnet worden ist. : 
Der Absorptionskoeffizient besteht also aus drei Anteilen, die von der erst 
Viskositat, der zweiten Viskositaét bzw. der Warmeleitfahigkeit des He Il: 
hangen. Die Koeffizienten der ersten Viskositat und der Warmeleitfahig 

sind bekannt (siehe [14] und [76]), die von diesen Koeffizienten abhangig 
Effekte in der Schallabsorption lassen sich mit Hilfe der gewonnenen Forr 
(4,51) leicht berechnen. Die in der Formel (4,51) auftretende Kombinat 
der Koeffizienten der zweiten Viskositat hat nach (4,24) bis (4,27) den Wi 


ie oy see Nae as roi. --& y 
fa + ott — 20 = F_(N— 555) += ("By 8) « 
Mit Hilfe der Beziehungen (4,20), (4,22) und (4,23) iiberzeugen wir uns leic 
da® der Ausdruck (4,51) genau mit dem Ausdruck in eckigen Klammer 
(4,27) iibereinstimmt. Das kann auch gar nicht anders sein, da der Abs 
tionskoeffizient des zweiten Schalls @, (4,27) und der von der zweiten 
kositat abhingige Anteil des Koeffizienten a, den gleichen Effekt berti 
sichtigen, der auf langsamen Relaxationsprozessen im He IT beruht. 
Der in der Formel (4,52) vorkommende Ausdruck von der Form N — (0N/0 
wird durch die Formel (4,27) bestimmt. Bild 4 zeigt die Temperatu 
hingigkeit der Glieder in der geschweiften Klammer von (4,51); bei a 
Temperaturen spielt die Schallabsorption auf Grund der Warmeleitfahig: 
im He II die tiberwiegende Rolle. Die nach der Formel (4,51) berechne 
Werte fiir den Absorptionskoeffizienten des zweiten Schalls in He II sine 
Bild 4 dargestellt. Da (4,51) einen Faktor g,/0, enthalt und die Geschwins 
keit des zweiten Schalls wesentlich kleiner ist als die des ersten, ist der 

sorptionskoeffizient des zweiten Schalls ag um mehrere GroSenordnum 
hdher als der Absorptionskoeffizient des ersten Schalls a, bei der gleic 
Frequenz w. Bei einer Temperatur von 1° K beobachtet man also eine mi 
liche Absorption des zweiten Schalls bei einer Frequenz von w = 104 se 


Dieser Sachverhalt wurde in letzter Zeit von SINOWJEWA [16] experimer 
bestiitigt; sie maf die Absorption des zweiten Schalls in einem mit H 
gefiillten zylindrischen Resonator. Oberhalb 1,2° K beruhte bei der benut: 
Schallfrequenz (weniger als 104sec~!) die Absorption vorwiegend auf 
viskosen Prozessen an den GefaBwanden. Zwischen 0,8 und 1,2° K wur 

vollstindiger Ubereinstimmung mit der Theorie auch eine merkliche 
sorption im Volumen beobachtet. . ey | 
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Die in diesen Versuchen gewonnenen Werte fiir den Absorptionskoeffizienten 
des zweiten Schalls im Volumen sowie die Temperaturabhangigkeit dieser 
GréBe entsprechen der Theorie (Bild 6). Diese Abbildung zeigt MeBergebnisse 
fiir die Absorption des zweiten Schalls von HANSEN und PELLAM[17] sowie 
von ATKINS [39]. Auch sie 

stimmen mit den theore- Pa 
tischen Daten gut iiberein. /g/* ay 
Hier ist die Bemerkung am -9 
Platze, daB man in Ver- 
suchen tiber die Absorption 
deszweiten Schallsimwesent- -10 
lichen den Warmeleitungs- 
koeffizienten des HeII miBt, 
dessen direkte Bestimmung 
infolge der hohen makro- 
skopischen Warmestro6me im 


pen alt ar2 ps] Lal i hi lie 
ee sens een, Fed Pen Fe a a ee 
heit auch fest, daB nahezu -13 att ete 
im ganzen_ untersuchten Pais 
Temperaturbereich (unter- 


halb 1,6° K) der Phononen- "0708 09 1077 121374 75 1647 18 19 201K 
anteil des Warmeleitungs- Bild 6. Absorptionskoeffizient des zweiten Schallsim He IT: 
koeffizienten wesentlich ist, © SINOWJEWA[J6]; 4 HANSON und PELLAM [17]; 


bei dessen Bestimmung x ATKINS und HART [39]; — Theoretische Werte. 


auBer den  charakteristi- 

schen GréBen fiir das Energiespektrum des He II (pp, uw, c) keine neuen 
Konstanten eingefiihrt worden sind. Die charakteristischen GroBen des 
Spektrums ergeben sich aus thermodynamischen Messungen. 

In den Arbeiten von DINGLE [1/8] und KRONIG und THELLUNG [19] wurde 
versucht, die Schallabsorption im He II zu behandeln. Hierbei wurde die 
zweite Viskositat, die auf die betrachteten Effekte von wesentlichem EinfluB 
ist, nicht beriicksichtigt. Auch die Rolle der Warmeleitung wird in diesen 
Arbeiten nicht geklart. 


5. Die anomale Schallabsorption in der Nahe des A- Punktes [20] 


Mit Hilfe der allgemeinen Theorie der Phaseniibergange kann man auch die 
Schallabsorption in der Nahe des A-Punktes behandeln. Wir zeigen, daf in 
diesem Gebiet eine anomal hohe Schallabsorption auftreten muB. 
In der Umgebung eines Phaseniiberganges zweiter Art lift sich das thermo- 
dynamische Potential ® in der Form 

D(p, Tn) = Do(p, T) + Alp, TP? + Olp, Ty... (5,1) 
darstellen. Hierbei ist C > 0. In der bei tiefen Temperaturen bestandigen 
(unsymmetrischen) Phase ist A < 0, in der bei hohen Temperaturen be- 
standigen (symmetrischen) Phase A > 0. Der Sprungpunkt wird durch die 
Bedingung A(p, 7’) = 0 definiert. Bei vorgegebenem Druck la8t sich in der 
25 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Umgebung des Sprungpunktes die Funktion A (p, 1’) in eine Reihe nach 
Potenzen von 7' — 1, entwickeln (7', ist die Sprungtemperatur) : | 


A(p, T) = a(p) (1 — 1). (5,2) | 


schen Phase ist 7) = 0, in der unsymmetrischen ist der Parameter 7 von Null | 
verschieden. Die Temperaturabhangigkeit des Parameters 7 in der Umgebung > 
des J-Punktes ergibt sich aus der Minimalbedingung fiir das Potential D. 
Aus der Bedingung 0/07 = 0 erhalten wir einen von Null verschiedenen | 
Wert fir 73: 


A 
n= — fp = SP (7). (5,3) 


der einem Gleichgewichtszustand der unsymmetrischen Phase entspricht. 
Es werde etwa ein System, daf sich in unsymmetrischem Zustand befindet, , 
aus diesem Gleichgewichtszustand herausgefiihrt. Die Geschwindigkeit, mit : 
der der Parameter 7 gegen seinen Gleichgewichtswert 7/5 strebt, wird be- - 
stimmt durch die kinetische Gleichung , 

dy O®@ ~ | 

dt =e On $ (5,4) F 


y ist ein kinetischer Koeffizient, von dem wir voraussetzen wollen, da8 er in | 
der Umgebung des 4-Punktes keine Singularitat besitzt. Wir entwickeln die ¢ 
Ableitung 0/07 in eine Reihe nach der Differenz 7 — 7 und erhalten mit 
Hilfe von (5,4) : 
dy, 5 1 
ot = 270 nsn — 0) = — > (0) (5,5) 


Daraus ergibt sich fiir die Relaxationszeit 1, welche die Einstellung des Gleich- 
gewichts in der unsymmetrischen Phase kennzeichnet, folgender Wert: 


1 
= =~. 5,6 
"* 20yni 
In der Umgebung des A-Punktes gilt 
| 11 
=p: (5,71) 


Die Relaxationszeit wichst also in der Umgebung des Sprungpunktes miti | 
Anniiherung an diesen sehr schnell an, und infolgedessen verlaéuft die An.) 
naiherung an das Gleichgewicht in der Nahe des A-Punktes sehr langsam, was 
zu einer erheblichen Schalldimpfung fithrt. Natiirlich kann eine solche 
anomale Dampfung des Schalls nur in der unsymmetrischen Phase, d. hij 
unterhalb 7’, (bei gegebenem Druck) auftreten. In der symmetrischen Phase} 
ist der Parameter 7 in allen Zustinden, sowohl im Gleichgewicht als auch inj 
Nichtgleichgewicht, identisch Null, und infolgedessen treten in der Schall’ 
absorption keine Anomalien auf. | 
In dem betrachteten System mége sich eine Schallwelle von der Frequenz ad 
ausbreiten, d. h. es mége eine adiabatische Kompression und Dilatation aufi} 
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treten. Nach LEONTOWITSCH und MANDELSTAM!) betragt das Quadrat 
der Schallgeschwindigkeit in der bei tiefen Temperaturen stabilen Phase 


1 Siler sats. 0 
hs — earn [cgi —twrc;]. (5,8) 
-Hierbei ist cg die Schallgeschwindigkeit bei einem so langsamen ProzeB, daB 
‘sich das System stiindig im Gleichgewicht befindet. Diese Geschwindigkeit 
ist in unserem Fall offensichtlich gleich dem Gleichgewichtswert der Schall- 
geschwindigkeit cy; in der bei tiefen Temperaturen stabilen Phase?) : 


Cg = Cir. (5,9) 


Die Geschwindigkeit c, ist die Schallgeschwindigkeit bei einem so schnellen 
Proze, daB der Parameter 7 bei der Schallausbreitung konstant bleibt. In 
der Umgebung des A-Punktes ist c, gleich dem Gleichgewichtswert der Schall- 


geschwindigkeit in der bei hohen Temperaturen bestandigen Phase: 
: 


niet (5,10) 
Wir erhalten also schlieBlich 
1 
2-5 aol Pre ery 27 By ial 
op naohpreor geet (a mat AALS 8 (5,11) 
Der Koeffizient fir die Schallabsorption a ist gleich dem Imaginarteil des 
_Ausbreitungsvektors 


= 
a eda: etal Se (5,12) 
Cc Cl] — Cytwt 


‘Unter der Annahme, daB die Differenz der Geschwindigkeiten cyy und cy 
klein gegen c, ist, erhalten wir daraus 


ot i| 


a= Ink = ——— —, 
1 + w*t? 2c} 


(cj — ci). (5,13) 
Die Relaxationszeit t wird in der Umgebung des A-Punktes durch die Formel 
(5,7) gegeben. Bei Annaherung an den A-Punkt nimmt sie schnell zu. Nach 
(5,13) steigt bei Annaherung an diesen Punkt (bei gegebener Schallfrequenz 
w) der Absorptionskoeffizient ebenfalls an. In unmittelbarer Nahe des A- 
Punktes (wt ~ 1) erreicht die GroBe a ein Maximum und beginnt dann wieder 
abzunehmen. So sieht die anomale Schallabsorption in der Umgebung des 
A-Punktes in der Tieftemperaturphase in ganz allgemeinen Ziigen aus. In 
der Hochtemperaturphase darf keine anomale Schallabsorption auftreten. 
Der Sprung der Schallgeschwindigkeiten am A-Punkt ey; —cy, der in der Formel 
fiir a auftritt, 1a4Bt sich durch den im allgemeinen gut bekannten Sprung der 
spezifischen Warme am A-Punkt ausdriicken. 


. 
‘) Siehe z. B. [27]. 

+) Wir bezeichnen die auf die Tieftemperaturphase bezogenen GréBen mit dem Index II, 
die auf die normale Phase bezogenen mit I. 

25° 
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Da wir die Absicht haben, im folgenden unsere Ergebnisse auf den Fall des)) 
j-Punktes im He II anzuwenden, leiten wir den gesuchten Zusammenhang| 
ab. Wir gehen von der Tatsache aus, da8 das Volumen und die Temperatur Ti 
im Ubergangspunkt stetig sind (wir benutzen als unabhangige Variable den 
Druck p und die Entropie S); ihre Spriinge AV und AT verschwinden. || 


AV UA (5,14)I 


Differenzieren wir diese Gleichungen nach der Entropie lings der Ubergangs-s 
kurve, so erhalten wir 


OV 0p , OY 
Age O87 Op 61H 
Onin Sdpw Ds, & - tall 
Ag gongs Sane (5.16 Ff 


Wir beriicksichtigen nun die Gleichheit der Ableitungen dV/dS und 0T/d pz} 
und kénnen damit aus den obigen Gleichungen die GréBe A 0V/0S climi- 
nieren: 


S\2 
ole ae 


dp ~ aS\dp 
Hieraus erhalten wir die gesuchte Beziehung zwischen den Sprtingen det 
Schallgeschwindigkeit und der spezifischen Warme am A-Punkt: 


1 fhe 1 dS 2 : 4 
Aa =-;(4 a (5) . (5,18! 


Die Ableitung dS/dp lings der Kurve des Phasengleichgewichts labt sich 
durch den thermischen Ausdehnungskoeffizienten 0V/07' und die Ableitung’ 
OT ,/0p ausdriicken: 


dS dS dS\ dT, aV din 7’; E 

— = |(—] +|(—] -—_— = — 4 = ¢.—— (5.109 

dp (is) (77), dp (or gas oP | 
Die oben gewonnen Ergebnisse tiber die Schallabsorption in der Umgebuni 
des 4-Punktes lassen sich auf simtliche Phaseniibergiinge zweiter Art am’ 
wenden!). Wir benutzen sie zu einer Analyse der Daten tiber die Absorptioi| 
des ersten (iiblichen) Schalls in der Umgebung des A-Punktes im He IE) 
CHASE [22] beobachtete ein anomales Anwachsen des Absorptionskoeffi:. 
zienten fiir den iiblichen Schall in He II bei Annaherung an den A-Punkt)| 
Oberhalb des J-Punktes wurde keine anomal hohe Schallabsorption b 
obachtet. Unter Benutzung der Daten von [23] fiir cp und 0V/07' sowie de 
Daten aus [24] iiber die Druckabhangigkeit der Sprungtemperatur 74 
aware wir mit Hilfe von (5,18) als Sprung der Schallgeschwindigkeit a1 

-Punkt: 


Bt) 
} 


Cyy — Cr & 12,5 m/sec. (5,2) 


1) Insbesondere lassen sie sich auf Uberginge vom normalen in den supraleitenddl 


Zustand anwenden, wo eine anomale Schallabsorption in der Nahe des Sprungpunkt< 
experimentell bisher noch nicht beobachtet werden konnte. | | 
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Vergleichen wir ferner die experimentellen Werte des Absorptionskoeffi- 
zienten bei verschiedenen Temperaturen (die in [22] benutzten Frequenzen 
betrugen 2 und 12,1 MHz), so finden wir die Relaxationszeit t. Der experimen- 
telle Wert fir die Relaxationszeit entspricht ausgezeichnet der durch die 
Formel (5,7) dargestellten Temperaturabhingigkeit : 
4-10-18 
ee pee . 
In dem Temperaturintervall, wo die Messungen stattfanden, war wt nicht 
groBer als 10-*. Das Glied w*t? im Nenner des Ausdrucks (5,13) kann hierbei 
also vernachlassigt werden. Dieses Glied konnte nur bei Temperatur- 
differenzen 7 — T,~3.-10-5K (fiir die betrachteten Schallfrequenzen) 


wesentlich werden. Oberhalb dieser Temperatur wire eine Verringerung des 
Schallabsorptionskoeffizienten a zu erwarten. 


(sec). (5,21) 


(Fortsetzung im nachsten Heft) 


»Fortschritte der Physik“ Bd. 5, S. 321 —377, 1957 
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Von I. M. CHALATNIKOW 


Il. Hydrodynamik von Lésungen 
6. Hydrodynamische Gleichungen der Lésungen von Fremadteilchen in He II 


Das Verhalten von in Hell gelésten Fremdteilchen. LANDAU und 
POMERANTSCHUK [25] zeigten, da Fremd-Atome oder -Molekile, die in 
geringer Menge im He II gelést sind, an der superfluiden Bewegung nicht 
teilnmehmen kénnen. Wir betrachten das Energiespektrum eines Volumens 
He II, das eine geringe Menge von Fremdatomen enthalt. In diesem Fall 
braucht man die Wechselwirkung der Fremdatome untereinander nicht zu 
beriicksichtigen. Die Wechselwirkung dieser Atome mit den He*-Atomen 
dagegen fiihrt dazu, daB zusatzliche Energieterme auftreten. Es gibt also 
auBer dem Phononen- und dem Rotonen-Ast des Energiespektrums noch 
einen weiteren Zweig, der auf den Fremdatomen beruht. Der Bewegung eines 
Fremdatoms durch das Helium entspricht ein bestimmter Impuls, und die 
Energie der Bewegung hingt von diesem Impuls stetig ab. Die Abhingigkeit 
der Energie vom Impuls kann fiir verschiedene Arten von Atomen ver- 
schieden sein. Hierbei sind logisch zwei Typen von Energiespektren moglich: 
in dem einen Fall entspricht dem Energieminimum ein verschwindender 
Impuls, im anderen Fall ein von Null verschiedener Impuls py. Im ersten 
Fall 148t sich die Energie in der Umgebung des Minimums darstellen als 


= a 

E= Ey + om (6,1) 
(€, ist eine Konstante, m die effektive Masse des Fremdatoms in der Lésung). 
Im zweiten Fall gilt in der Umgebung des Minimums 


aoe ONY: 
(p aed (6,2) 


—E=€&+ 


Aus einer Analyse der experimentellen Daten tiber die Geschwindigkeit des 
_zweiten Schalls in Lésungen von He? und He* kann man eine Entscheidung 
zwischen den beiden genannten Moglichkeiten treffen. 

Es zeigt sich, daB die experimentellen Daten nur mit der Annahme vereinbar 
sind, daB das Energiespektrum einer Losung von He? in He‘ von der ersten 
Art ist. Fir den Fall, daB es sich bei den Fremdteilchen um Atome des 


1) Fortsetzung und Schlu8 aus Heft 5/6. 
26 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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Isotops He® handelt, hat also das Energiespektrum die Form } 
2 


eg tee 


om (6,3) | 

Bewegt sich ein Fremdatom im Helium, so kann es dabei Phononen emit- 
tieren. Aus den Erhaltungssdtzen fiir _Impuls und Energie folgt, daB dies 
méglich ist, wenn die Geschwindigkeit des Fremdatoms (p — po)/m groBer 
ist als die Schallgeschwindigkeit. Eine Emission von Rotonen ist ebenfalls 
moglich; hierfiir ist jedoch notwendig, daB die Energie des Fremdatoms héher 
ist als 8,9° K. Dies ist der Fall, wenn die Geschwindigkeit des Fremdatoms 
gréBer ist als ein gewisser Wert (fir He* von der GroBenordnung der Schall- , 
geschwindigkeit); dieser Wert hangt von der effektiven Masse m ab. Fremd- . 
teilchen, die sich im He II mit Geschwindigkeiten unterhalb der Schall- - 
geschwindigkeit bewegen, treten also mit dem superfluiden Anteil der Flissig- . 
keit titberhaupt nicht in Wechselwirkung. Beim StoB8 mit Phononen und | 
Rotonen werden die Fremdteilchen gestreut. Sie bewegen sich also gemeinsam | 
mit Phononen und Rotonen und gehéren infolgedessen zum normalen Anteil | 
der Flissigkeit. 
Wir miissen noch hervorheben, daB unsere SchluBfolgerung tiber die Teil- - 
nahme der Fremdatome an der normalen Bewegung nicht davon abhangt, , 
ob die Fremdatome an sich einer superfluiden Phase angeh6ren oder nicht. . 


—— .—— 


Die Energieverteilung der Fremdatome wird im Bereich nicht allzu niedriger » 
Temperaturen durch die BOLTZMANN-Statistik bestimmt. Fir sehr tiefe | 
Temperaturen hat man die Entartung des ,,Fremdgases‘‘ und die Wechsel- - 
wirkung der Fremdteilchen untereinander zu beriicksichtigen. 
Die Bedingungen, unter denen Abweichungen von der klassischen Statistik ; 
auftreten, wurden von POMERANTSCHUK [26] untersucht. Fir schwache » 
Lésungen treten solche Abweichungen erst bei sehr tiefen Temperaturen (von } 
der GroBenordnung 0,1° K) auf. Man kann im klassischen Gebiet leicht die » 
thermodynamischen Funktionen fiir schwache Lésungen der Fremdatome im 1) 
Helium ableiten. 
Die normale Dichte. Der Beitrag der Fremdsubstanz zur normalen Dichte *) 
der Flissigkeit wird nach der allgemeinen Formel (4,2, I) berechnet. Wenn 1) 
Po +0 ist, sind die Rechnungen ganz analog, wie wir sie fiir das Roton durch- - 
gefiihrt haben (siehe [26]) und liefern 


Po 
3kT 
(n ist die Anzahl der Fremdatome im cm? des Heliums). Bei p, + 0 ist also: 
die auf der Fremdsubstanz beruhende normale Dichte der Flissigkeit um- - 


gekehrt proportional zur Temperatur. In dem interessanteren Fall po = OF 
erhalten wir 


Ont = 1 (6,4) 


oem 
™ | 
(e ist die molare Konzentration, m, die Masse des Het-Atoms). Bei py = 0!) 


ist also der Beitrag der Fremdsubstanz zum normalen Teil der Dichte un-- 
abhingig von der Temperatur. 


Ont = (6,5) ) | 
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Die Entropie. Wenden wir die allgemeinen Formeln fir die Entropie 
schwacher Lésungen und idealer Gase auf den Fall yp) = 0 an, so erhalten wir 
folgenden Ausdruck fiir die Entropie von 1 g der Losung: 


o ke mkT\": (28 + 1) vo 5 
Coa isan? In (So) ‘aitaeoaies! +3], (6,6) 


6, ist die Entropie des reinen Heliums, v9 das Volumen eines Heliumatoms. 
Auf ganz ihnliche Weise ergibt sich fiir den Fall py += 0 der Ausdruck 


ke (28 + 1l)vgp? y/mkT 3 
= Sed [ey ee ee Ps ai 
c= 0,4 ee n hee 73 + af: (6,7) 


Die spezifische Warme. Die spezifische Warme, bezogen auf 1 g der 
Fremdsubstanz, betragt bei py == 0 
3 ke 
C=C,+ eons (6,8) 

'C, ist die spezifische Warme des reinen He‘. 
‘Bei p, = 0 gilt 
ke 
| | C=Ot+ 5, (6,9) 
Der Beitrag der Fremdsubstanz zur spezifischen Warme ist also weniger 
terheblich als der zur Entropie oder zur normalen Dichte. 
)Die Hydrodynamik schwacher Losungen von Fremdatomen im Helium 
wurde in der bereits erwihnten Arbeit [26] behandelt. Die Anwendung der 
Bie oesccen Gleichungen auf die Schallausbreitung im He II war hier aller- 
‘dings nicht ganz korrekt. Der Autor beriicksichtigt nicht, daB die Dichte o 
ider Fliissigkeit von der Konzentration der Fremdsubstanz ¢ abhangt. Dieser 
-Umstand kam nur deshalb in der Formel fiir die Geschwindigkeit des zweiten 
)Schalls in schwachen Losungen nicht zum Ausdruck, weil die fortgelassenen 
| Glieder im Endergebnis'mit den thermischen Ausdehnungskoeffizienten 0 p/dT 
tmultipliziert werden missen, der fir das Helium praktisch verschwindet. 
Die hydrodynamischen Gleichungen fir Lésungen [4]. Wir wenden 
suns nun der Ableitung der hydrodynamischen Gleichung fir Losungen von 
\Fremdteilchen im He II zu. Dabei wollen wir nicht voraussetzen, daB die 
_ Lésungen schwach sind und werden Gleichungen gewinnen, die bei beliebigen 
.Konzentrationen in der Lésung giiltig sind. Wir wollen nur annehmen, dai 
‘die gelisten Teilchen der FERMI-Statistik gehorchen (Lésung von He® in He‘) 
jund selbst noch keine superfluide Flissigkeit bilden’). 
‘Wir betrachten eine Lésung von Fremdteilchen im He II mit der Konzen- 
tration ¢ (oc ist die Masse der gelosten Substanz bezogen auf 1 cm® der 
Lésung). Auf Grund der Erhaltung der Gesamtmasse der Fliissigkeit konnen 
wir wie bisher die Kontinuitatsgleichung in der Form 


6+divj=90 (6,10) 
\2) Der Fall einer Losung zweier superfluider Flissigkeiten wird im nachsten Abschnitt 


| behandelt. 
26* 
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schreiben. Die Bewegungsgleichung 


Diy tip l gem | | 
re ae fee 0, (6,11) 


die den Impuls j der Volumeneinheit der Lésung bestimmt, behalt ebenfalld) 
seine frihere Form, da der Druck p und damit auch der Tensor J/;, fiir die) 
Losung und fir das reine He II in gleicher Weise definiert ist. 
Allerdings muB jetzt beachtet werden, daB die thermodynamische Identiti‘), 
fiir die Energie ¢ eine zusitzliche Variable, namlich die Konzentration «}) 
enthalt: 

de = TdS + wdo + Zdc + (dv, — 0g, dp) (6,12( 


(Z ist das Potential, ausgedriickt durch die chemischen Potentiale der Fremd( 
teilchen und des Heliums in der Lésung). Die Erhaltung der Gesamtentropie) 
und der Gesamtmasse der gelésten Teilchen liefert die beiden Gleichunger’ 


S + div (Sv, + f) =0, (6,13: 


(ec) + div (ocv, + g) = 0. (6,14. 


Hierbei sind f und g noch unbestimmte Vektoren. 

Wir sagten bereits, daB man aus allgemeinen Uberlegungen schlieBen kann, 
da die im He II in geringer Konzentration gelésten Fremdteilchen voll 
standig zum normalen Teil der Fliissigkeit geh6ren und sich nur an der nor 
malen Bewegung beteiligen. Mit anderen Worten: bei kleinen Konzem 
trationen c ist der Strom der Fremdsubstanz gleich ocv,, der Entropiestrom 
gleich Sv,. In diesem Fall ist damit die Form der Vektoren f und g bekannw 


f= S(v, — ¥,), 


§ = EC(V_, — dg). . 
| 


Das Verhalten konzentrierter Lésungen lat sich damit noch nicht erfasser 
In diesem Fall kénnten Entropie und Fremdsubstanz selbst prinzipiell sowohl 
in der normalen als auch in der superfluiden Bewegung transportiert werden. 
Unsere Aufgabe wird vor allem darin bestehen, festzustellen, in welchem MaB: 
Fremdsubstanz und Entropie in einer konzentrierten Liésung an den beide: 
Bewegungsformen teilnehmen. 

Beachten wir, da rot », = 0, ist, so kénnen wir die Gleichung fiir die supers 
fluide Bewegung in der Form 


2 
i +0 (S +9) =0 (6,15 


schreiben, wobei eine vorlaufig noch unbekannte Funktion ist. | 
Ebenso wie im Abschnitt I benutzen wir den Energiesatz in der Form (1,61 
In diesem Fall weicht jedoch der Ausdruck fiir den Energiestrom von (1,20) 
ab. Wir berechnen die zeitliche Ableitung der Energie (1,8), indem wir all 
zeitlichen Ableitungen mit Hilfe der Gleichungen (6,10), (6,11), (6,13) bis 


Hydrodynamik des Helium II 325 
(6,15) ausdriicken: 


B= (F +n) 6+ ere + vb. + vod + 2S + Bo = 


v ’ v5 
--(F 2 p) div (90, + ») —(e% + »)P (° +$)- 


—p (0,7) Vp — Va(0,V) p + OtnAV (~p — pw) +0,Z2Ve + ey div p — 
Z 
_ = div g — Sv, VT — (bap) div v, — T div Sv, — T div { — Zv,Vc. 
(6,16) 


Sammeln wir nun in (6,16) alle Glieder, die sich als Divergenz einer Funktion 
| darstellen lassen, so erhalten wir 


—— a 


. ; Z : 
E = —div {iee. + p) (u— = + 3) + 
+ Zev, + TS8v_ + (0nP) Vn + [Ff —S(¥_ —05)] T + 


+ [g — ec¢(¥, — ¥.)] =| + [f —S(v,—v,)| VT + 


te ee te ee 


Z 
+ [g —ec(dn — e) V] aie [p — @(0n — 05)] X 
Z 
oe v (p—u + <4). (6,17) 
Durch Vergleich von (6,17) mit (1,6) finden wir fir den Energiestrom 
| O =i (u— + F) + Zev, + 8704 + (ap) b6 + 
Z 
i + [f — S(v, — v.)] T + [g —ee(¥n— Y5)] ee (6,18) 


i Die unbekannten Funktionen f, g und g miissen hierbei so gewahlt werden, 
| daB die Bedingung 


| Z 

i V T[f — S(dn — ¥q)] oe sel aT aceon ees 

| Z 

| —v(r—n +> 9) [p — 0 (0, — v4)] = 0 (6,19) 
I. 

» erfillt ist. Aus Symmetriebetrachtungen kann man folgern, daf die Richtung 


( der Vektoren f, g und p mit der Richtung von b, — 0, iibereinstimmt. Man 
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kann also die Beziehung (6,19) als Gleichung zwischen vollstindigen Differen- ,|. 
tialen schreiben: 


(bse (ned 
Be San frees) 7 


w = |D_ — Vg]. 


vereinfacht sich die Leet (6,20): | 
g Z Z ) j 

— — dig — —c})=0. 6,21) | 

(Z gc) d +0 (1 inn oe (6,21) | 


Bei der Aufstellung von (6,21) haben wir die Klammer (p/w) — @ durch ihren t 
Wert 


POL ae OO ee 
eS as ee 


ersetzt. Wir fiihren noch folgende Bezeichnungen ein: 


b= Jeu ae c 

Y 0 4> 0 : | 

Aus (6,21) folgt, daB die Funktion 7 bei 7 = 0 nur von ¢ abhangt. Die) 
Ableitung . 


Ui (2 = oe) ex RC) (6,22) 


Funktion symbolisch mit F'(¢). 
Geht die Konzentration gegen Null, so verschwinden auch der Strom der 
Fremdsubstanz und damit die Funktion F(¢): | 


FCs an see (£ a oe) =0 (¢+0). (6.28)) 


Fur Fremdteilchen, die der FERMI-Statistik gehorchen, liBt sich das Potentiah 
¢ bei geringen Konzentrationen c folgendermaBen schreiben’): 


$= A(o) + Blo)c® +... (6,24), 


Die Dichtefunktion A(g) ist das Potential des reinen Lésungsmittels|| 
(He II). Das zweite Glied in (6,24) beruht auf den gelésten Teilchen. Dic} 
Funktion F (2) verschwindet nach (6,23) bei geringen Konzentrationen und 
bei allen Werten der Dichte 9. Eine Funktion, die bei allen Werten der mT 


1) Wir erinnern daran, daB die Temperatur nach Voraussetzung gleich Null ist. 
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bhangigen Variablen verschwindet, ist identisch Null; wir haben also 
F(¢) =0. (6,25) 
egen (6,22) ist in diesem Fall 
g=ocw. (6,26) 


im absoluten Nullpunkt beteiligen sich also die im He IT gelésten Fremd- 
eilchen bei beliebiger Konzentration nur an der normalen Bewegung’). 
n zwei Grenzfallen, nimlich beim absoluten Nullpunkt der Temperatur und 
iebigen Konzentrationen der Fremdsubstanz einerseits und bei von Null 
verschiedenen Temperaturen und kleinen Konzentrationen der Fremd- 
ubstanz andererseits gilt also die Beziehung (6,26). Eine eingehende Analyse, 
vale die Giltigkeit der Beziehung (6,26) in den erwaihnten Grenzfallen 
ricksichtigt, fiihrt zu dem SchluB, daB diese Beziehungen bei allen 
emperaturen und Konzentrationen der Lésung erfillt sind. Der Gesamt- 
= der Fremdsubstanz in der Lésung hat also stets den Betrag ocv,, 
ih. die Fremdsubstanz wird bei beliebigen Konzentrationen nur durch 
lie normale Bewegung transportiert. Unter Berticksichtigung von (6,26) 
kann man die Bedingung (6,20) folgendermaBen schreiben: 


f Z )= 
(L—s)ar+ed(p—n + Fe 4) 


Daraus ergibt sich, daB der Ausdruck 


| Z 

| gh ra oe 

} Q 

anabhangig von der Konzentration c ist. Da bei kleinen Konzentrationen 
_/w — S = 0 ist, haben wir 


{ Z, 
: y—p+—e=0, 

f 0 

nfolgedessen gelten bei allen Konzentrationen die Beziehungen 
| 


p—n+ oem, (6,27) 


4 f = Sw. (6,28) 


Jie Bedeutung der Beziehung (6,28) ist klar: Die Entropie der Lésung wird 
rbenso wie im reinen HeII ausschlieBlich durch die normale Bewegung 
‘ransportiert. 


as 
+) Anm. d. dtsch. Red.: P. Mazur und J. PRIGOGINE, Physica 17, 680 (1951), haben 
‘benfalls vorgeschlagen, daB die He* Komponente mit der Normalkomponente von Het 
‘ine dynamische einheitliche Fliissigkeit bilde. Vgl. hierzu auch C. Hort, Sci. Rep. 
Jap. I, Vol. 37, 349 (1954); dieser Autor gibt gewisse Begrenzungen an, die fiir diese 
/\uffassung gelten. 
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Das vollstandige System hydrodynamischer Gleichungen fur Losungen vo 
Fremdatomen nimmt also schlieBlich unter Bericksichtigung von (6,2@/) 
(6,27) und (6,28) folgende Form an: i 


ij 
H 
ii 
1 
t 
f 


I. o+divj=0, 


II. - j + v, div j + (j7) v. + (0,.V) p + 
+pdivo,+Vp=0, 

Ill. S + div Sv, = 0, 

IV. (gc) + div (ocv,) = 0, 


. ve Z a 
We +7 (F +u——e) =0. 
An Stelle der Gleichung (6,29, II) kann man auch die Gleichung 
p +p div bv, + V (pv,) — [v, rot p] + ocV > +SVT=0 (6,309 


benutzen. Man erhilt sie, wenn man in II die Ableitung von v, mit Hilfe von 
ausdrickt. 
Der Ausdruck (6,18) fiir den Energiestrom © 1a8t sich unter Beriicksichtigury 
von (6,26) und (6,28) schreiben: 


= j(u—F e+ FF) + Bedy + ST + (ap) De (6,31 


Wir dricken die in den Formeln dieses Paragraphen vorkommenden Poter 
tiale u und Z durch die chemischen Potentiale «4, des He II und der geléstet 
Teilchen uw, aus. Auf Grund der Additivitat der freien Energie der Lésung 
kann man diese in folgender Form darstellen: 


V Nm | 
F = (Nam, + N,m (. merenwwae Ne ) 6,35) 
rie ama) f N3gmz + Nam, Ngmz, + Nym, ( . 


Hierbei sind N, und N, die Anzahlen der He II-Atome und der geldstet 
Substanz, m, und m, sind die Massen der entsprechenden Atome und J ist dai 
von der Lésung eingenommene Volumen. 

Die freie Energie F der Volumeneinheit der Losung betragt offenbar 


F = of. (6,38 


Das chemische Potential 7, des He II in der Lésung hat den Wert 
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uf ganz analoge Weise erhalten wir fiir die gelésten Teilchen den Ausdruck 


1 OF A of. 
eee Gy 9, aes (6,35) 
N. 
= ade (Konzentration der Lésung) 
v= beuldtiok. su dhe | (spezifisches Volumen) 
Nam, + Nym 0 


ir differenzieren die Ausdriicke (6,33) und beriicksichtigen die Beziehungen 
,34) und (6,35); dann erhalten wir fiir den gesuchten Zusammenhang 


OF 

| a (5a). : = 0 (Hs — Ha), (6,36) 
. aF 

| = Gel = chy + (1 —c) py. (6,37) 
Tit Hilfe von (6,37) ergibt sich fiir die Entropie der Masseneinheit der Lésung 
_ Ausdruck 

i) oo 7) 

| a= —(Fn) ——¢ gg — (10) aft. (6,38) 


% allgemeinen Fall lassen sich ne der ES Ene zwischen den 

feilchen der gelésten Substanz im He II die Ausdriicke fiir die chemischen 
Dentinte Mg und py, nicht angeben. Der einzige Fall, in dem sich die Ausdriicke 
ngeben lassen, ist der Fall einer idealen Losung. Es ist dann 


} 


: i & 
1 Hs = M39 + Tg Inc, (6,39) 


P ET 
r Ms = Mag + — In(1 —c) (6,40) 
; mM, 
‘ 
fg) und /14, sind die chemischen Potentiale der Teilchen der gelésten Sub- 
vanz und des He II). Fir die Entropie o gilt wegen (6,38) der Ausdruck 
| k k 

= (1— — — (1l—c) In(l1 —c) —— clnc. 6,41 
: o = ( C) O49 + COg9 m, ( ) In ( ) My ( ) 
Tegen (6,12) und (1,21) gilt fiir das thermodynamische Potential der Losung 
je Identitat 


< odp = —SdT + do + Zdce — pd(v_, — »,). (6,42) 
us dieser Identitat ergibt sich fiir den Fall nicht allzu groBer Relativ- 
»schwindigkeiten », — bv, [siehe (1,32)] die Integralbezichung 

On 


= pelp, T, 0) — 2 (Dn — 04) (6,43) 


—< 


sabei geniigt das Potential ~, der Identitat 


odu, = —sdT + dp + zdc. (6,44) 
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Die in den Bewegungsgleichungen (6,29) enthaltenen Kombinationen dj 
Potentiale « und Z lassen sich nach (6,36) und (6,37) durch die chemische} 
Potentiale ! 


p— Fe = chy + (Le) ta Olt — a) = Ma (6.4 


ausdriicken. Fiir schwache Lésungen und kleine Relativgeschwindigkeit« | 
hat wegen (6,40) und (1,33) die erwihnte Kombination den Wert 


2a eis kTc _ ( te 
arene Reker HC Mm, = Ho\P, we 


(6,4))) 


In diesem Fall nimmt die Gleichung (6,29, V) folgende Form an 


v | 

p hie he. as js kTe As 

We + V j\Ho(p, T) es 20 (Dn Ds) Ms = 0. (6,4) 

In dieser ist sie identisch mit der in [26] abgeleiteten Bewegungsgleichun;, 
Die ersten vier Gleichungen von (6,29) gehen in die Gleichungen fiir schwac. 
Lésungen tiber [26], wenn man in ihnen die Impulse j und p mit Hilfe di) 
Beziehungen (1,27) und (1,29) ausdriickt, die natiirlich auch fiir den Fall vw) 
Lésungen gelten (hierbei werden die Dichten 0, und 9, als unabhangig von diz 
Relativgeschwindigkeit angesehen). 
Zum SchluB dieses Paragraphen scheint uns noch folgende Bemerkung nal) 
wendig. Der oben durchgefiihrte Nachweis dafiir, daB die im He II geléstw 
Fremdteilchen bei allen Konzentrationen nur an der normalen Bewegui 
teilnehmen, hingt wesentlich von der Annahme ab, da in der Lésung 2v¢ 
Bewegungen stattfinden, nimlich eine superfluide mit der Geschwindigkeit ( 
und eine normale mit der Geschwindigkeit »,. Diese SchluBfolgerung wird 
beispielsweise dann nicht zutreffen, wenn man annimmt, da8 in der Lésuay 
(auBer der normalen Bewegung) zwei superfluide Bewegungen mit vel’ 
schiedenen Geschwindigkeiten stattfinden. Eine solche Annahme hatte als 
fiir eine Lésung nichtsuperfluider Teilchen im He II kaum einen Sinn. Fiji 
eine Lésung einer superfluiden Substanz im He II kénnte diese Méglichkli 
allerdings eintreten, und es waren dann in der Lésung zwei superfluid) 
Bewegungen der beiden Komponenten (des He II und der gelésten “apd 
fluiden Substanz) vorhanden. 


7. Dissipative Prozesse in Lésungen [6] 


Wir beschaftigen uns nun mit den dissipativen Prozessen in Liésungen. Wii) 
wollen dabei ganz entsprechend vorgehen wie im Fall des reinen He II. Wi 
haben jetzt nur noch einige Zusatzglieder in den Bewegungsgleichungen u: 
der Kontinuitatsgleichung fiir die gelésten Teilchen zu beriicksichtigen: 


oo 0 i 
ae 7 i Be ie t+ tir) =0 (Cie = TOR + Mik), 7 


(oc) + div (ocv, + g) = 0. (74 


Die Zusatzglieder beriicksichtigen die méglichen dissipativen Prozesse. Ferner 
erhalten wir aus dem Energiesatz folgenden Ausdruck fiir den Energiestrom 


: Z ve 
B= i (u— e+ F) + Zen, + 8104 + 


+ (BaP) Da + A({— Edn) + 7Pp + q+ 7 (re = Pmctix) — (7.4) 
und folgende Gleichung fiir die Anderungsgeschwindigkeit der Entropie 


' 
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; ; Z tee 
{8 + div (sv, + 4 — 97)! = — [naiv (i —ovs) + 
2 1 Ovng . Ov 2 dv VT Z 
d: Liaise nt WED ape sere at ques. Aeaitt 
ih iv be + > Mae (Get + Ge = bie att) + Av eh ek a ; 
(7,5) 


Ferner kénnen wir aus dem positiv definierten Charakter der lokalen Entropie- 
erzeugungsfunktion folgern, daB die unbekannten Koeffizienten folgende 
Form haben miissen: 


eee a div (j — 00,) ay Co div Dn> (7,6) 
h=— C3 div (j on ODn) a Cy div Dp, (7,7) 
Ovni , Op 2 Ov,_ 
pe =—0 (5 + ae “g Ote a) (7,8) 
Z 1 
| Sita skeet era ae (7,9) 
! Z 1 
4 ~Sicncbnestdairy oop au aio (7,10) 


4 
)Infolge der Reziprozitatsrelationen der kinetischen Koeffizienten gelten die 
» beiden Beziehungen 


’ C= Gi; pie. (7,11) 
Die Koeffizienten ¢,, 65, 6g, 6, haben die Bedeutung von Koeffizienten der 
_ zweiten Viskositét der Lésungen. 7 ist der Koeffizient der ersten Viskositat. 
Es ist zweckmaBig, aus dem Ausdruck fiir den Warmestrom q das Glied 
} V (Z/o T) zu eliminieren, indem man es durch den Strom der Fremdsubstanz g 


| und den Temperaturgradienten 7 7 ausdriickt: 


€ 
| oi aa apy yi 2 
—q=ta+( a) (7,12) 


{ 
' Den Warmeleitungskoeffizienten legen wir so fest, daB bei verschwindendem 


| Strom g der Warmestrom den Wert —xV T hat. Wir erhalten dann 
1 
es (0 & a eer? (7,13) 


J 
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Ferner gehen wir ganz analog wie bei den iiblichen Lésungen in dem Ausdruck ¢ 
fiir den Strom der Fremdsubstanz g zu den iiblichen Variablen p, T und c ¢ 


iiber und fiihren die Bezeichnungen 


anon fe 
agin nk | et: 7,14 
p= 9 de (7) ; ) 

0 (4 B 

oDkr =aTl aT (a) ae wil ’ (7,15) 

* 3p en) 

Op \oT 

dc \oT 


ein. Die Stréme g und q nehmen dann die Form an 


k | 
Lee BD (ro+ VT + VP), (7,17) | 


02 keh, & 
By eS ae ; 

=a aaa ren T Fe oT) 8+ HVT. (7,18) 
Die GréBe D ist ein Diffisionskoeffizient, kpD ist der Thermodiffusions- ‘ 
koeffizient. Die Gré8e k, D wird als Barodiffusionskoeffizient bezeichnet. Dery 
letztere ist nur dann wesentlich, wenn ein Druckgradient vorhanden ist. Er} 
ist unabhangig von der Kinetik und durch die thermodynamischen Eigen-« 
schaften der Lésung vollstindig festgelegt. . 
Wir ermitteln nun, wie die Stréme g und q unter stationiren Bedingungeni 
aussehen. Nach den Gleichungen (6,29) gilt unter stationaren Bedingungenr 
(bei kleinen Gradienten) 


p = const, 


Z 19 
fu— — ¢ = const. (7, oF 
Q 

Mit Hilfe der thermodynamischen Identitaét (6,42) kénnen wir folgenden: 


Zusammenhang zwischen den Gradienten der Konzentration und der 
Temperatur unter stationéren Bedingungen aufstellen: 


0 (Z S 0 (Z 0 /S 
veg. (o)——|ge tanta)? =P eles) tam 


Im stationiren Fall verschwindet infolge der hydrodynamischen Gleichungen! 
(6,29) der Gesamtstrom der gelésten Teilchen 


§ + ocd, = 0, (7,211) 


und der gesamte Wiarmestrom ist gleich der in der Oberflacheneinheit des 
Heliums freiwerdenden Leistung 


| 
OQ = (Ze + ST) vd, + q. (7,221 
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ie Geschwindigkeit », ist im stationiren Fall nicht gleich Null, und aus der 
leichung (6,29) ergibt sich in diesem Fall nur das Verschwinden des Gesamt- 
mpulses. Nach (7,20) und (7,21) sind sowohl die beiden Stréme g und gq als 
uch die Geschwindigkeit », unter stationiren Bedingungen proportional 
em Temperaturgradienten. Wir driicken sie durch diesen aus und setzen die 
ewonnenen Ausdriicke in die Formel (7,22) ein, dann erhalten wir folgende 


T O78 be O87 Z\\ 


Oc 


ir sehen nun, da8 es zur Charakterisierung von Lésungen angebracht ist, 
ine effektive Warmeleitfahigkeit xe¢ einzufiihren, die durch eine Kombi- 
ation des Diffusions-, des Thermodiffusions- und des Warmeleitungskoef- 
ienten gegeben wird; es sei: 
T 0 (8S ky O-(Z\\? 
= as Ca (| —->~-(—]}} . 2 
saa cen ai taeler)* #ae(0) hia 
@ 

ie effektive Warmeleitfahigkeit erp verknipft den Temperaturgradienten 
it der in der Lésung freigesetzten Leistung pro Volumeneinheit 


QD = —xer VT. (7,25) 
it Hilfe der Formeln (6,26), (6,27) berechnen wir Zee fiir schwache Losungen 

| Be om ts oDms a be é 
i it Ar ae (7. ai =) ie Ky (7,26) 


g ist die Entropie der Masseneinheit des reinen He II). Bei hinreichend 
sschwachen Lésungen ist das zweite Glied in der Formel (7,26) umgekehrt 
‘proportional der Konzentration der Lésung und grofer als die Warmeleit- 
fahigkeit x. Wir stellen hier fest, daB im reinen He II bei Vorhandensein eines 
Temperaturgradienten keine stationdre Losung der hydrodynamischen 
Sicichungen existiert. Im stationdren Fall hat die Konstanz des Drucks p 
sund des Potentials eine Konstanz der Temperatur im Helium zur Folge. 


Wir schreiben nun die hydrodynamischen Gleichungen von Lésungen im 
‘He II mit den dissipativen Gliedern in endgiltiger Form 


6 +divj=0, 


i) . Olly, _ 0 Ovni OVak 2 Ovnt 
x ae et Ox, =a aet eee 5) + 


7) ee j 
+ Ox; {Cy div (J — e0,) > Ce div Dn}, (7,27) 
k 
i (oc) + div ocd, = div {2 (Z = a ATe- i, v»)| , 


2 
: Ce +$)= 7 {ty div (j — oda) + br div vy}. 
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Nach diesen Beziehungen kann man fir die Entropiezunahme schreiben 


i 
T ) 8 + div| Sv, + —z Ces (7,29) 
R = £,[div(j — ov,)} + f, [div vp -+ 2, div (j — ev,) div b, + 


( 
1 (oe Ovnk 2 2) x(VT)? 


i 2 ia Ox, oH Ox; aa ER Six Ox, pe +r 
a/Z key Bee 
+ oD (~) [re + vrs ve| , ce) 


8. Die Schallausbreitung in Lésungen von Fremdteilchen in He II 


Die Eigenschaften des Schalls in schwachen Lésungen von Fremdteilche 
im He II wurden von POMERANTSCHUK [26] geklart. Wir benutzen dai) 
Gleichungssystem (6,29) und erhalten Formeln fiir die Schallgeschwindigkei:| 
in Lésungen mit beliebiger Konzentration. Die Schallausbreitung in Losunge «: 
wird durch das Gleichungssystem (6,20) beschrieben, in dem man nur dit 
hinsichtlich der Ableitungen und der Geschwindigkeiten linearen Glieder z1, 
benutzen braucht. Das so linearisierte System laBt sich folgendermaBe w 
schreiben: 


@+divj=0, (8,1) 
an | 
(9s) + oadivv, =0 (S = po), (8,2 
(oc) + oc div b, = 0, (8,4) 


e+ V (uw — = 0) =o. (8,5), 


Aus dem System (8,1) bis (8,5) eliminieren wir die Geschwindigkeiten Di, 
und », und erhalten so folgende drei Gleichungen: 


peel en yy, pny (8,61) 

Qs 0 a) 
0 = Ap, (8,71 
es Be te (8,8) 
Cc Co 


Als unabhingige Variable benutzen wir die Temperatur 7’, den Druck p uno 
die Konzentration c. In der Schallwelle kann man diese GréBen als Summer} 
der konstanten Gleichgewichtswerte und kleiner Zusatzglieder darstelleni| 
die wir durch die gleichen Buchstaben, nur mit einem Strich verseheni | 
darstellen wollen. Wir setzen die Lésung des Systems (8,6) bis (8,8) als ebenv!| 
Welle an. In diesem Fall andern sich die erwahnten kleinen Zusatzgliedey | 
nach dem Gesetz e'@('—2/") (x ist die Ausbreitungsrichtung der Welle, u di¢ 
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Schallgeschwindigkeit). Stellen wir alle GréBen in dem System (8,6) bis (8,8) 
in dieser Weise dar, so erhalten wir die Gleichungen 


(8,10) 


Loe a eppptemanen bee 2 f i f 
0,0 OT OT @ 0,0 Op Op ‘i 
CEs A weep bg 
| a “dc 0 eae B) 
seer + (s2u—1)x + 3H =0.| 
0 


Die Bedingung fir die Vereinbarkeit dieser Gleichungen liefert als Be- 
stimmungsgleichung fiir die Schallgeschwindigkeit in der Lésung 


a Ch ci 2d OR 2 ae 
uU U A O+ ¢am F o+ 
¢n do do d (Z d 2) _ 
-— 0, aT tha (5 oc}; +o Ce am ==). (8,11) 
Zur Abkiirzung haben wir hier die totalen Ableitungen eingefihrt: 
ifs Gf 4 Ol icenk dias Olds OU.c008 


ar oT ' 0¢ co OT’ ipa op de o OD Caney 


po — oe (8,13) 


(f ist eine der drei thermodynamischen Funktionen o, 9 und Z/o). Die 
Gleichung (8,11) ist einer niheren Untersuchung wenig zuginglich, weil sie 
noch sehr kompliziert ist. Zur Vereinfachung benutzen wir den Umstand, 
da® die Ableitung 09/07 stets sehr klein ist. In (8,11) vernachliassigen wir also 
alle Glieder, die diese Ableitung enthalten; auBerdem benutzen wir einige 
Beziehungen, die aus der thermodynamischen Identitat 


0 Ng Se es 


{ 
di. = = dp —odT + = dc (8,14) 
» folgen, und zwar 
; Zumt aes tek, pees ae Dignan, Par S, (8,15) 
Op 0 odc O09 gt OF de OT o 


} Die Gleichung (8,11) nimmt dadurch die Form an 


eae oe 29 4 m (£ 3) | Og 

) Agee on [do Oe o Ate ps 0 dc lap\ + 

) oT 

| 

! a? 's PA 0 

F 105 Gee el i eth 

{ iP da + ° de o (as) s ge 
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Wir lésen diese Gleichung nach u? auf und benutzen die Tatsache, daB eine B 
der Wurzeln u,, die die Geschwindigkeit des ersten Schalls bestimmt, dem | : 
Betrage nach bedeutend grodBer ist als die zweite Wurzel u,, welche die HF 


Geschwindigkeit des zweiten Schalls liefert. Wir erhalten Wt 


oa Op Os de c\? 
le Geel? ca (3 -)', (8,17) ) 


= & [a (),,+ 43 (Sb+ es) 
w= os [aa ().,+ oe 5 Pee “At rae (8,18) ' 


In erster Naherung hangt fiir kleine Konzentrationen c die Geschwindigkeit ; 
des ersten Schalls nicht von der Konzentration ab1); die Geschwindigkeit des | 
zweiten Schalls dagegen enthalt die in der Konzentration c linearen Glieder@ ' 
und c? 0/0c (Z/e) (das Potential Z hangt von der Konzentratione nach einem | 
logarithmischen Gesetz ab). Die GréBeng und 0/0c (Z/o), die die Geschwindig- - 
keit des zweiten Schalls (8,18) fiir eine ideale Lésung bestimmen, sind ge- . 
geben durch: 


a 00 k k 
ee ey ee Te, ee ~— — 1 
T= F— Ca = Og Ps [c + In(1—c)] + —c, (8,19) 
02 4 c 
Spelt (ee == al |P 8,2 
Be 0 od Exe —c) + <| (6.2% 
Fiir schwache Lésungen gehen diese Ausdriicke in 
tes ke 02 kT'c 
= — Waite Ses = OO 
perms Baz m,’ ° dc @ Mg 


uber, waihrend die Formel (8,18) in die Formel von POMERANTSCHUK 


2_ Qs oT ke S. kT e ' 
a — a E (+4 *- =) = i. (8,21) 
tibergeht ?), . 


9. Hydrodynamik von Mischungen zweier superfluider Fliissigkeiten [27] | 


Wir betrachten ein Gemisch zweier superfluider Fliissigkeiten, etwa ein 
Gemisch aus fliissigem He* und fliissigem He*. In diesem Fall waren 
grundsatzlich drei Bewegungen in der Fliissigkeit mdéglich: eine normale 
mit der Geschwindigkeit »,, und zwei superfluide mit den Geschwindigkeiten 


1) Wir méchten hervorheben, daB dieses Ergebnis nur unter der Voraussetzung 00/07 =0 
gilt, weil der exakte Ausdruck fiir ut, der aus der Gleichung (8,11) folgt, Glieder enthalt, 
die linear in der Konzentration und proportional dem Produkt 009/0T - 00,0c sind. 

*) Die molare Konzentration ¢ = N,/(Ng + N,) hangt mit der in unseren Formeln 
anftretenden Konzentration 


¢ = Ngm,/(N3ms + Nm) 


prin B(S-1) 
é m \c 


iiber die Beziehung 


zusammen. 


vy, und »,. Wir wollen zeigen, wie man aus den Erhaltungssitzen und der 
Bedingung fiir den Potentialcharakter der superfluiden Strémungen die 
Gleichungen fiir eine solche Hydrodynamik mit drei Geschwindigkeiten 
ableiten kann. Zur Gewinnung dieser Gleichungen betrachten wir die Flissig- 
keit in dem Koordinatensystem, in dem ihr normaler (nicht superfluider) 
Teil ruht. In diesem System laéBt sich die Gesamtenergie der Flissigkeit 
schreiben: 


v2 
wt 


Ee 


+e. (9,1) 


Hierbei sind folgende Bezeichnungen benutzt worden: @ Dichte der Flissig- 
keit, p’ und p” relative Impulse der beiden superfluiden Bewegungen, 
€ innere Energie der Fliissigkeit. Sie ist eine Funktion sowohl der thermo- 
dynamischen Variablen 9,, 9, und S, als auch der Geschwindigkeiten der 
Relativbewegung bv, — bv, und »/ —»v,; auch sie wird durch eine thermo- 
dynamische Identitat festgelegt. 
| Die Form dieser thermodynamischen Identitét gewinnen wir auf folgendem 
Wege. Wir erinnern nochmals an den Ausdruck fiir die Gesamtenergie HZ, den 
’ wir bei der Ableitung der hydrodynamischen Gleichungen des He II (1,8) 
» benutzt haben: 


. B=gF+pnte. | (9,2) 
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| Hierbei ist p’ der Impuls der Relativbewegung in einem mit der Geschwindig- 
_ keit », bewegten Bezugssystem; er laéBt sich durch den Gesamtimpuls der 
| Flissigkeit j ausdriicken: 


p’ = 1—ed,. (9,3) 
' Die Energie ¢’ wird durch die thermodynamische Identitat 
dé = p' do + TdS + (v, — dy, dp’) (9,4) 


' bestimmt. Fiihren wir statt des Impulses p’ den Impuls p in einem mit der 
} ee neta vp, bewegten Bezugssystem ein: 

p=i—ern =p + e(0,—Drn), (9,5) 
so nimmt der Ausdruck fiir die Energie H folgende Form an: 
‘i 2 
| E=o+py+e, (9,6) 
Hierbei wird die innere Energie « jetzt durch eine Identitat bestimmt, die 
von (9,4) verschieden ist, und zwar 


de = pdo + TdS + pd(v, — d,). (9,7) 
* Das chemische Potential w hingt mit yw’ durch folgende Beziehung zusammen: 
, (Dp <ol D,)" 
L — 2 + aa Ey carol © 


- Gehen wir also zu einem mit der normalen Bewegung verbundenen Bezugs- 
. system iiber, so ist die innere Energie ¢ als Funktion der Dichte, der Entropie 
(27 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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und der Relativgeschwindigkeit aufzufassen. Hierbei bildet die Beziehung y 
(9,7) die Definition fiir den Impuls p der Relativbewegung. i 
Im Fall der Hydrodynamik dreier Geschwindigkeitsfelder laBt sich die ¢| 
thermodynamische Identitaét fiir die innere Energie ganz analog zu (9,7) )) 


schreiben: if 
li 
\ 
4 


de = 1dQ, + pedon + Tds + p'd(vs— 0p) +p" d(0s— Vn), (9,8) )| 


fi, und mw, sind die chemischen Potentiale der Loésungskomponenten. Wirt) 
driicken die. Dichten 9, und @, durch die Konzentration ¢ der Losung aus: 


C= eC, = o(l—e). (9,9) || 
Nun schreiben wir die Erhaltungssatze fiir die Energie Z, den Impuls deri, 
Flissigkeit j = p’ + p’’ + obv,, die Materiemenge und die Entropie auf. Fur 


die Energie £ gilt: : 
E + div O-= 0: (9,10) 4 


© ist der Vektor des Energiestroms, dessen Form vorlaufig noch unbekannt 1) 
ist. Die zeitlichen Ableitungen des Impulses miissen gleich der Divergenz:) 
eines Tensors sein: ii 


dn) OTR 


Die Form des symmetrischen Tensors des Impulsstroms J7/;,; laBt sich ebenso« 
ermitteln wie bei der Herleitung der hydrodynamischen Gleichungen der 
superfluiden Flissigkeit (Abschnitt 1). Wir driicken den Tensor //,;, durehil) 
seinen Wert 2;, in dem Bezugssystem aus, das sich mit der Geschwindigkeiti 
v, bewegt: 


TT ge = QUngYnz + (Pi + Pi) Une + (Pi + PE) Une + Mike (9,12) 
Die Gestalt des Tensors ;; werden wir etwas spiiter ermitteln. 


Die Erhaltungssitze fiir die Materie lassen sich ebenfalls als Kontinuitats< 
gleichungen schreiben: 


0, + div (p' + @,0, + 9) = 9, (9,133 
O. + div (p’’ + Ost, +p’) = 0. 


Hier treten die vorlaufig noch unbekannten Vektoren q’ und q” auf. Da auch 
fiir die Flissigkeit als Ganzes eine Kontinuititsgleichung gelten muB | 


6 +divj=0, (9,153 


I 


besteht zwischen den Vektoren q’ und q/’ die Beziehung: 
g tq’ =0. (9,16 

Die Kontinuitatsgleichung fiir die Entropie schreiben wir in folgender Form | 
S + div (Sv, + f) =0, (9,17 


wobei im Entropiestrom der unbekannte Vektor { auftritt. 
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ie Gleichungen der superfluiden Bewegung wollen wir so ansetzen, daB die 
ingungen rot v, = 0 und rot vy = 0 erfiillt sind: 


+0 (1 — FS +o :)=0, (9,18) 


is 


+7 (7— af v4) Cay (9,19) 
ierbei sind g, und q@, vorlaufig noch unbekannte Funktionen. 

nser Problem besteht jetzt darin, unter Benutzung der Erhaltungssatze 
ie Form der unbekannten Funktionen zu finden. 

u diesem Zweck berechnen wir die zeitliche Ableitung der Energie HZ und 
liminieren mit Hilfe der hydrodynamischen Gleichungen (9,13), (9,14), 
9,17), (9,18) und (9,19) alle Glieder, die vollstandige Divergenzen darstellen. 
ach (9,1) gilt 


E=6 es peete sey ep), et’ ep) eee 
- st ‘3 inet TS) iy 707 v,) + (p07 — 0,) = 


=—eF 4- jp, + bts + Pp" bye; Fede b TS. (9.20) 


eiterhin driicken wir hier alle zeitlichen Ableitungen mit Hilfe der Glei- 
hungen (9,13) bis (9,19) aus: 


r Un * , , 
B= — («4 — 3B) div ( + 0,0, +9) — 
vz ° av aut /, Vn y 
— (14 — F) aiv + 02%, +9 )—?P V(t. — F + vat <= 


” On ut O11; . 
OY (7. — aa +090} — 4 Go — T div (So, +f). (9,21) 


Auch hier eliminieren wir die vollstandigen Divergenzen und erhalten nach 
‘niger Umrechnung 


B= —div {w+ 0% +9) (m— F) + 


+ (p’ + Orde +4) (r.— =) 4 T (Sd + p| + 


oll; 
ae —orV + Syria aed eee Fae = 


—yp’ V (v_Vs) —p”’ 7 v4| + {p’ V (ty — Pi) + ne V (Uz — 2) + 
| + 9 V(t — pe) + 17 T}. (9,22) 
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Nun wollen wir die zweite geschwei 
dabei zweckmaBig, den Tensor 74, 
unbekannter Tensor): 

min = (—€ + rer + Hate + TS) die + Mex: (9,234 


Haben wir JJ,, in der Form (9,12) mit den so gebildeten mM, eingesetzt, s¢ 
haben wir damit die zweite geschweifte Klammer auf die Form 


— div {(jDp) On + P! (Dads) + Pp” (Unde) } — 


fte Klammer in (9,22) umformen. Es 4 
folgendermaBen anzusetzen (Mj, ist ei 


| 


0 , , tag a 
= ae Ge {Mix — Pi (Vsi — Uni) — Pk (vsi— Una) } 


gebracht. Unter Benutzung dieses Ergebnisses finden wir als nachsten Aus 
druck fiir E 


2 
i = —div {0 + 00. +9) (ms — “9 - 


9 
Vn 


+ (p” + Qn + 9") (1. a, 2) + a ({0n) +P (nds) +P" co.0%)} 


as PFs — 9) + p”’ V(b, — Ya) + 9 V (ta — He) + 


0 , ” r 
+ {VT + vng an [pe(vei — Ung) + Dk (Vei — Uni) — mill . (924 


Die Gré8en 9, G2, f, g° und Miz kénnen im dissipationsfreien Fall nur vo 
den thermodynamischen Variablen und den Geschwindigkeiten abhange! 
nicht aber von deren zeitlichen und réumlichen Ableitungen. Durch B 
trachtung verschiedener Grenzfille, etwa: verschwindende Temperatu’ 
kleine Konzentrationen einer der Komponenten usw. kann man die Form de 
unbekannten Funktionen eindeutig festlegen. Zur Vereinfachung dc 
Problems ziehen wir noch einige physikalische Uberlegungen heran. In ein 
superfluiden Flissigkeit ist die gesamte Entropie in den thermischen As 
regungen enthalten, die sich nur an der normalen Bewegung beteiligen. Di! 
Entropiestrom ist also gleich dem Produkt Sv,, und der Vektor j, den wi 
zusatzlich eingefiihrt hatten, kann einfach gleich Null gesetzt werden: 


j=0. (9,2: 


Die Form des Tensors M;, ist uns ebenfalls in gewissem Umfange sche 
bekannt. Fiihren wir nimlich die Dichten der Flissigkeit ein, die mit dit 
normalen und den beiden superfluiden Bewegungen verbunden sind (Qa; 4) 
und o/), so kénnen wir naémlich den Tensor J7;; folgendermaBen schreibe) 


TT ik = OnUnitnk + Ossi ter + Os Usi Use + DO¢E (9,2 


(p ist der Druck). | 
Die Summe eg, + 93 + @;' ist gleich der Gesamtdichte @ der Fliissigkeit. TD 
Impulse der Relativbewegungen p’ und p’”’ sind dann 


| 
p’ = 05(0e—,), p' =O,’ (0; — Dy). (92 
| 


4 
F] 
| 
} 


J 
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Unter Beriicksichtigung von (9,26) und (9,27) erhalten wir fir den Tensor 
Mix?) 
Mix = Pi (Usi — Uni) + Pe (Vsi — na) (9,28) 


Wir brauchen nun nur noch die Kombination der in (9,24) verbliebenen 
Glieder zu betrachten, die sich nicht als Divergenzen darstellen lassen. 

Wir ziehen hierbei die Grenzfalle heran, in denen die Konzentration einer der 
Komponenten sehr klein ist. Dann beteiligt sich bekanntlich [2] diese Kom- 
ponente vollstandig an der normalen Bewegung, d. h. einer der Impulse der 
superfluiden Bewegung (p’) verschwindet exakt, und auBerdem ist in diesem 
Fall 1, = g, und g’ = —g” = 0. Da der Vektor g’ in diesem Fall bei allen 
Werten der Dichten der einzelnen Komponenten verschwindet, kénnen wir 
durch einfache Rechnungen nachweisen, daB diese Bedingung stets erfillt 
sein mu8. Auf ganz ahnliche Weise finden wir 


h=Pr a= Pn g = 9. (9,29) 

Unter Beriicksichtigung von (9,25), (9,28) und (9,29) schreiben wir die hydro- 

dynamischen Gleichungen fiir eine Mischung zweier superfluider Fliissig- 
keiten in ihrer endgiiltigen Form hin. 
Die Kontinuitatsgleichungen lauten: 

6; = div (p’ + @0n) = 0, — (9,30) 

i + div (p"” + g20,) = 0. (9,31) 


Eine von ikhnen kann durch die Kontinuitatsgleichung der gesamten Fliissig- 
keit ersetzt werden: 


et+divj=0, j=ort+p +p’. (9,32) 
Die Kontinuitatsgleichung fiir die Entropie lautet: 
S + div Sv, = 0, (9,33) 


die Gleichungen fir die superfluiden Bewegungen 


Ds + v (14 — F +04) = 0, 
e: (9,34) 
” Un ” 
Ds + v (i Se v4] = 
und die Bewegungsgleichung der gesamten Fliissigkeit 
7) OTT, 
aod —=0 9,35 
Ot Vi “7 Ox, ( ) 


Hierbei ist der Tensor des Impulsstroms TTix. 


Tix = 0tni tne + (presi + Une Di) + (pi vsi + Une pi) + pdiks (9,36) 


1) Wie man sofort sieht, wird wegen (9,27) der Tensor M;, symmetrisch. 
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der Druck p hat den Wert } 
p=—e+ TS + W101 + Meee: (9,37) 
Unter Beriicksichtigung der thermodynamischen Identitat (9,7) erhalten wir | 
daraus | 
dp = dt, + eodptg + SAT — p'd (05 — Dn) — p’’d(vs —Dp)- (9,38) 
Der Energiesatz schlieBlich lautet 


E + divOQ=0, | 
Tn ys Un | 
©. = (p’ + 010n) (w oes 2) + (p’” + @20n) (1. er = a (9,39) — 


+ Va({0n) + p'(DnVs) + p’’ (Dads). 


Fir kleine Geschwindigkeiten finden wir aus (9,38) folgende Abhangigkeit 
der chemischen Potentiale von den Relativgeschwindigkeiten: 


/ 


Hy = tho + $f (a— Da)®s He = Hao + 3 (Ox — Da)? (9,40) 


Hierbei sind 44) und fg die von den Geschwindigkeiten unabhingigen An- 
teile der chemischen Potentiale. 

Das Vorhandensein dreier Bewegungen in Mischungen superfluider Flissig- 
keiten kann eine Reihe eigentiimlicher Erscheinungen zur Folge haben. Bei- 
spielsweise ist in solchen Lésungen eine Ausbreitung von drei Typen von ~ 
Schallschwingungen mit verschiedenen Geschwindigkeiten méglich. AuBer 
den gewodhnlichen Schallwellen kénnen sich noch zwei Arten von Wellen | 
fortpflanzen, in denen Schwankungen der Temperatur und Konzentration | 
der Lésung erfolgen. 
Zum Schlu8 erwihnen wir noch, da8B wir zur Zeit nur zwei superfluide - 
Flissigkeiten kennen, namlich das fliissige He* und das fltissige He®. Leider © 
ist das Isotop He® sehr kurzlebig (Halbwertszeit 0,8 sec), und dieser Umstand — 
erschwert natiirlich Experimente mit Gemischen aus diesen beiden Flissig- 
keiten. 


{lI. Sprungstellen und Schallwellen grofer Amplitude im He Il 


OSBORNE [28] hat experimentell die Méglichkeit zur Beobachtung von Tempe- | 
raturspriingen im He II nachgewiesen. Im Zusammenhang damit versuchte | 
TEMPERLEY [29] dieses Problem theoretisch zu klaren, aber seine Ansatze | 
konnen kaum als befriedigend angesehen werden, da sie auf einem unrichtigen, , 
in sich widerspruchsvollen System hydrodynamischen Gleichungen fir das 
He II beruhen. Auch den Unterschied zwischen der lokalen Schallge- | 
schwindigkeit und ihrem Gleichgewichtswert beachtet der Autor nicht. || 
Auferdem benutzt er eine dem Experiment widersprechende Annahme aus }| 
der Theorie von Tisza [11], nach der die Entropie proportional zur Dichte }) 
des normalen Anteils des He II sein soll. | 
In diesem Abschnitt behandeln wir die Bildung von Spriingen in einer "| 
superfluiden Fliissigkeit und die damit verbundene Ausbreitung einer Schall- +) 
welle groBer Amplitude. 
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10. Sprungstellen im He II [30] 


ir ermitteln die Bedingungen, die an einer Sprungfliche im He II gelten 
jissen. Zu diesem Zweck betrachten wir ein Element der Sprungflache und 
ahlen ein Koordinatensystem, das sich gemeinsam mit diesem Element be- 
egt. Die X-Achse legen wir in die Normalenrichtung zu diesem Element. 
der Sprungfliche miissen folgende GroBen stetig sein: 

) Die z-Komponente des Fliissigkeitsstroms?) , 


[jx] = [@e¥s + On Une] = 9 (10,1) 
On; Qs Sind die Dichten, v, und v, die Geschwindigkeiten des normalen und 
es superfiluiden Anteils der Flissigkeit). 
b) Die z-Komponente des Impulsstroms 


[p Be Os Vea a Oe Vn z| = 0, 
[Os Us2lsy + On VnzUny| = 0, [0ssxVsz + On Una Une] = 0 (10,2) 


(p ist der Druck). 
e) Die y- und die z-Komponente der Geschwindigkeit b, 


[Vey] =9, [U2] = 9. (10,3) 
Dies ergibt sich unmittelbar aus der Bedingung rot v, = 0. 
) Die z-Komponente des Energiestroms 


penges i, UG wie | 
E (i = 3) 2 polo, + On (D_ —— U,, vs) Pa] = 0. (10,4) 


ist das thermodynamische Potential, das von der Relativgeschwindigkeit 
0), — v0, abhangt: 


ji = ulp, T)— 5% (Bn — v4) (10,5) 
Aus der thermodynamischen Identitat 
~ Be 1 
dji = —54T + = dp —%™ (Dn —0,) d (De — 0») (10,6) 


ergibt sich, daB die Dichte und die Entropie ebenfalls Funktionen der 
Differenz v, — v, sind: 


” i Og (py 

a ak fouls Bl bes 1 
5 = 00,7) + > p(t) Om — wh (10,7) 
if 
; ast oe (| 
Bets eee (BE) (hy <b) (10,8) 
aie 2 Pee 


e) SchlieBlich miissen die Krafte gleich sein, die auf den superfluiden Teil 
der Fliissigkeit beiderseits der Sprungflaiche wirken, d. h. die GroBe 


| pi A bead 
i+ $|- (10,9) 


I . . . 
H) Die Differenz der Werte irgendeiner GréBe beiderseits der Flache bezeichnen wir mit 
) einer eckigen Klammer. 
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muB8 stetig sein. Diese Bedingung ergibt sich unmittelbar aus der Gleichun,, 
der superfluiden Bewegung 


isk alg 
+7 (n+ $)=0. 


Mit Hilfe von (10,1) und (10,9) kann man fiir (10,4) auf der Sprungflicha 
eine einfachere Bedingung formulieren, némlich 


[co TVs» sig On (D5 — dq, Dn) Un all = 0. (10,104 


TEMPERLEY fordert als eine der Bedingungen fiir die Sprungflache Stetigkei! 
des Entropiestroms gov,,. Diese Bedingung ist aus den gleichen Grinder) 
abzulehnen wie in der ttblichen Hydrodynamik. 
Die oben aufgestellten Ausdriicke fiir die thermodynamischen Funktioner} 
Ht, @ und G gelten bis auf Glieder dritter Ordnung hinsichtlich der Relativy. 
geschwindigkeit », — v,. Bei allen Umformungen beschranken wir uns als« 
auf Glieder von nicht héherer als zweiter Ordnung in dieser Geschwindigy) 
keitsdifferenz1). Im folgenden betrachten wir normale Spriinge im Helium) 
die gewohnlich als StoBwellen bezeichnet werden. Infolge der oben erwahnter} 
Beschrankung kénnen wir natiirlich nur StoBwellen geringer Leistung be. 
handeln. ' 
Alle GroBen vor der StoBwelle (in der ungestérten Flissigkeit) bezeichnen 
wir mit dem Index 0. Die Werte der Funktionen hinter der StoBwelle e f 
halten die gleichen Buchstaben, aber ohne Index. Die Geschwindigkeit dev 
StoBwelle in bezug auf die ungestérte Flissigkeit sei w; wir fihren auch dis 
Geschwindigkeit » ein, die mit dem Strom j durch die Beziehung j = vy 
verknipft ist. SchlieBlich bezeichnen wir noch die Relativgeschwindigkeis} 
0, — 0, mit dem Buchstaben tw. i 
Wir betrachten den Fall einer eindimensionalen Bewegung der Fliissigkeis! 
und lassen die Indizes der vektoriellen GréBen fort. Im ruhenden Koordil, 
natensystem lauten die Bedingungen (10,1), (10,2), (10,9) und (10,10): 


Oo% = O(u—v), (10,1 
we 


iM ail a usar 8 3 (10,25 


mae 2 
OoT o9u = 00T (uve, 7) + Qnw (u—»—o, 7) . (10,104 


Eliminieren wir aus den oben angegebenen Gleichungen die Geschwindigkei) 
mit Hilfe von (10,1) und driicken wir die GréBen& und @ mit Hilfe von (10,74 


1) In dieser Naherung braucht man die Abhangigkeit der Dichten Qn und ge, von dei} 
Relativgeschwindigkeit nicht zu beriicksichtigen. Wir bezeichnen die von den Ge 
schwindigkeiten »,, D, abhingigen thermodynamischen Gréfen mit einer Tilde. 
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nd (10,8) aus, so ergibt sich 


— Qo 22 Cs On 1 a On 
—— —— = Sf — w2 —- 2 —— aie — = 
P—Po— > w(o— eo) + ec essay 5 (e 0, (10,11) 
hho — > = (P02) + SO ww 
— yw OS ae ue 2. 9a = (0 (10,12) 
a eet 


er es oe BS 
+ oautu |e! +59 (%)|=0. (10,13) 


us dem System (10,11) bis (10,13) kann man die Geschwindigkeit der StoB- 
elle und die Spriinge der thermodynamischen GréBen und der Geschwindig- 
eiten auf der Wellenflache bestimmen. Als unabhingige Variable benutzen 
ir den Druck p und die Temperatur 7. Im He II ist .bekanntlich die Ab- 
‘itung (00/07), anomal klein. Auf Grund dieser Tatsache kénnen wir iiberall 
ie Temperaturabhangigkeit der Dichte 0 vernachlassigen. Wir entwickeln 
dem System (10,11) bis (10,13) alle GréBen in Reihen nach Potenzen von 
p= p—p, und AT = T — T, und beschranken uns dabei auf Glieder 
on nicht hoherer als zweiter Ordnung. Diese Beschrinkung ergibt sich un- 
ittelbar daraus, daB die GroBe w nach den hydrodynamischen Gleichungen 
on erster Ordnung hinsichtlich der Differenzen p—p, und T'— 7), ist. Wir 
aben oben aber schon Glieder hoherer als zweiter Ordnung in w fortgelassen. 
Ait diesen Entwicklungen nimmt das System (10,10) bis (10,13) die Form an: 


do 1 fog? 1-0 
4n(1—w gp) + aorw'| = (G2) —& ap] + 


Qs On 1 7) On 
+ we eee" ies 2/2 e| = 0, 10,14 
0 Q @ Op 0 ( ) 


do 
< Ap(1—u 52) — oA + & uw + 
: Pp fe Po uw 


1 do do 4 Oo 
>a (ae) eee a | os 


2g? Op 


Pai 


| Op @ Op 2 Op @ 
i) 
H 1 do 00x 
cay. Ye eae wiles oe 
5 (ATE + AT ww ar: (10,15) 
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ATou (2 + ra) — w(oTo, + env) + 


0 1. Ore O0n 0 
+ (AT)ou lar + 7 fh om |— a E aT +00, + T op (c@s)| — 


oT 
Qn 0 On 2 | 
—wAp|— ae ae aaa Fs + 
Ye rl 
ie (7 He 20100) 4. (oe 


In linearer Naherung vereinfacht sich dieses Gleichungssystem wesentlic 1 
Durch Nullsetzen der Determinante dieses Systems (als Lésbarkeitsbe 
dingung) erhalten wir die Gleichung 


(i — u? ) (oF U*0n — oe.) =O (10,1 


Sie liefert die Geschwindigkeit u in erster Naherung. Die Wurzeln der Gle! 
chung (10,17) sind 
Op 
w= >> (10,1 
10 do 
i Be o? ~—. (10,1 
20 On OG 
Nach Einsetzen der so gewonnenen Geschwindigkeiten w kénnen wir aus def 
Gleichungssystem (10,14) bis (10,16) den Zusammenhang zwischen den Sprite 
gen Ap, AT und w an der Sprungfliche ermitteln. Wir tiberzeugen uns daz 
davon, da&B der ersten Wurzel Spriinge AT und w von héherer als erst 
Ordnung hinsichtlich Ap entsprechen. Der zweiten Wurzel entsprechit 
Spriinge Ap von hoherer als erster Ordnung hinsichtlich AT und w. Aube 
dem besteht in diesem Fall folgender Zusammenhang zwischen AT und 4 


AT = wu, oe, (10, 
Qo ! 


Der ersten Wurzel entspricht eine Unstetigkeit des Druckes, analog eit | 
StoBwelle in einem gewéhnlichen Medium. Der zweiten Wurzel dagegen e4) 
spricht eine Unstetigkeit der Temperatur. 
Sprungstellen des Drucks (StoBwellen).Wir vernachlassigen in ¢ 
Gleichung (10,11) Glieder von héherer als zweiter Ordnung. Dann ergibt si 


die Gleichung 
do L. yoo ~ [aos 
1—w? ae 2 =(Q. - ,) i 
( #3) +e Ga) rape ‘I 
Sie bestimmt die Geschwindigkeit der Sprungstelle des Drucks in zwei 
Naherung: 


9 | 
t= tho fd + ana (om) (10.3 
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Bei geringen Werten des Geschwindigkeitssprunges an der Unstetigkeits- 
flache gilt nach (10,1) 


Ap = err. 


Unter Beriicksichtigung dieser Gleichung laBt sich die Formel (10,22) 
schreiben 


0 
Uy = Mo jl + > Op emo . (10,22") 


Die Lésung von (10,22’) stimmt iiberein mit dem Ausdruck fiir die Ge- 
schwindigkeit der Unstetigkeit in den iiblichen Medien. Setzen wir den ge- 
wonnenen Wert fiir w? in die beiden ubrigen Gleichungen ein, so sehen wir, 
daB in diesem Fall die Spriinge A7 und w von héherer als zweiter Ordnung 
hinsichtlich Ap sind. 

Die Druckunstetigkeitenim He II entsprechenalso vollkommen den StoBwellen 
der tblichen Hydrodynamik. Das Vorzeichen des Ausdrucks (0/Op) In or ist 
in He II ebenso positiv wie in den iiblichen Medien. StoBwellen dieses Typs 
k6énnen deshalb nur Kompressionswellen sein. Das erste Glied in (10,22) ist 
gleich der Geschwindigkeit des ersten Schalls in He II. In erster Naherung 
breitet sich die Druckunstetigkeit mit einer Geschwindigkeit aus, die gleich 
der Geschwindigkeit des ersten Schalls ist. 

Temperaturspriinge. Die zweite Wurzel wu, entspricht Spriingen 47’ und 
w, die in erster Naherung von Null verschieden sind. Wir vernachlassigen in 
den Gleichungen (10,14) bis (10,16) Glieder von hoherer als zweiter Ordnung. 
Mit Hilfe der Gleichung (10,14) la8t sich der Sprung des Druckes Ap durch 
die Werte der Geschwindigkeit w ausdriicken. Dieser Sprung ist dann von 
zweiter Ordnung hinsichtlich w (oder AT) 


2 | QsQn L 2 dO (On : 
eerie tal a 
Wir setzen den gewonnenen Wert fiir Ap in die Gleichung (10,15) ein und 
eliminieren aus den Gleichungen (10,15) und (10,16) die Geschwindigkeit w. 
Wir erhalten dann folgende Gleichung 


ao do 3 0 en 
@(—ote. + wt 55 on) AT + o.oo AT |—3 1 oe nD, oT 


br TOF oh 
Tie OT 
Sie bestimmt die Geschwindigkeit u, in zweiter Naherung. Lésen wir die 


Gleichung (10,24) nach u auf und beriicksichtigen die Definition (10,19), so 
erhalten wir 


(10,24) 


into ax 
Ug = ty {1 snipe aq In (2, i) ar}. (10,25) 


Man kann diese Formel auch in folgender Form schreiben [vgl. (10,10)] 


Lg URe......0 , Og oy 
Ue = Usg f =f : cep wom In (x2, an) : (10,25’) 


348 J. M. CHALATNIKOW 


sind ganz spezifische Erscheinungen, die nur bei?) 
keit auftreten. Die Formel (10,25) bestimmt die} 
Geschwindigkeit der Temperaturspriinge im Helium. In erster Naherung be->- 
wegen sie sich mit einer Geschwindigkeit, die gleich der Geschwindigkeit d 
aweiten Schalls u. ist. Das Vorzeichen der Ableitung 0/07’ [In (u3, 00/0 T) 
andert sich in Abhangigkeit von der Temperatur. Wie wir 1m folgende if 
Paragraphen sehen werden, fihrt dieser Umstand zu ganz eigentiimlichen)y 


Effekten. | 


Die Temperaturspriinge 
einer superfluiden Flissig 


11. Schallwellen groper Amplitude in He II [31] 


Wir beschiftigen uns mit der Fortpflanzung von Schallschwingungen in| 
He II in zweiter Naherung. Hierbei wollen wir als erste Naherung die Lésung} 
bezeichnen, die sich aus dem linearisierten System hydrodynamischer 
Gleichungen ergibt. Das vollstaindige System hydrodynamischer Gleichunger/ 
fiir He II hat nach (1,22) bis (1,25) die Form 


5 te i.3 , 

Bet divj=0, i= 000s + Qndas (11,14 

aj, . Ol, ? 

ode, ae eee aS 0, IT ;x = pOik ts On Unilnk ae OsUsilsk> (11,2) 
Ot Ox, 

aa) + divosp, = 0, (11,3 

av, ple OR | 

ae (7 +. +) = 0. (11,4) 


Das thermodynamische Potential 7, die Entropie ¢ und die Dichte @ sind! 
Funktionen der Relativgeschwindigkeit », —v, [Vgl. (10,5), (10,7), (10,8)]. . 
Wir fahren aus Bequemlichkeitsgriinden ebenso wie im vorigen Abschnitt 
eine Geschwindigkeit » ein, die mit dem Strom j nach der Beziehung j =0¢ 
zusammenhangt, und bezeichnen auch die Geschwindigkeitsdifferenz D_ — "}) 
mit tv. Der Geschwindigkeit tp wollen wir jetzt keine Beschrankungen auferl: | 
gen. Von praktischem Interesse ist nur der Fall kleiner Werte von b, denn bit) 
groBen Werten kann die Superfluiditat zusammenbrechen. Wir betrachtet 
eine Schallwelle, die sich langs der «-Achse bewegt. In einer fortschreitendet 
Welle kann man simtliche Groen durcheinander ausdriicken, mit anderet 
Worten sind alle GréRen Funktionen eines Parameters, den wir mit des 
Buchstaben IJ bezeichnen. Die Koordinate # und die Zeit ¢ sind Funktionel 
des gleichen Parameters. Die Geschwindigkeit der Punkte eines Profils in da 
Welle ist infolgedessen gleich der Ableitung 


u= (2) =— $e] 35 
<a Ot Be Ot Ox 
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nn wir uns auf inw lineare Glieder beschriinken, das System (11,1) bis (11,4) 
olgendermaBen schreiben?): 


0 ; Opt, 
(w—u) aT + (v—4) oe p+ 
+ (v— x) Q? i (2) or pv = 0; (11,5) 
do 7) 
v(v—u art [it — 3 : 

_ (v — u) 0? a (*) _ ott | ww’ + o(2v—u)v’ =0, (11,6) 

P\e@ @ 
00 7) : 0 7) : 
lew — 55 + a xen] + [owe 52 +0 5. (wxa)| p oe 


3 Jer + 000) an (**) w| UB, ah?) 
BE [eal] +fe a) + 
Ei |= oa) — Ses w| wl + |w@—w —& u| w= (11,8) 


Die Bedingung fiir die Vereinbarkeit der so gewonnenen Gleichungen ist das 
Verschwinden ihrer Determinante. Wir bilden diese Determinante und ver- 
nachlissigen dabei alle Glieder mit der Ableitung 00/07. Nach einiger Rech- 
nung erhalten wir so die Gleichung 


— w(u— v) [+0100 9 — 200 5 | == ()' (1179) 


die die Geschwindigkeit wu bestimmt. Diese Gleichung laBt sich in zwei 
Gleichungen aufspalten, deren erste lautet 


NL ar ae 
(u — v) Fi ee Ve (11,10) 


Sie bestimmt die aus der iiblichen Hydrodynamik bekannte RIEMANNSche 
Lésung. Durch Auflésen der Gleichung (11,10) erhalten wir 


wrt 
Oe d= 30. (11,11) 


1) Bei vektoriellen GréBen ist der Index « fortgelassen worden. Ebenso lassen wir bei 
den GréBen o und g den Index 0 fort. 
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Durch Nullsetzen der zweiten Klammer in (11,9) erhalten wir die Gleichun 2 


0 do af a 
ong (v — w? ar — oF ong — w(u—») [+2000 59 — 200 5a | = (Vp | 


deren Wurzel 


20s o O0n a) 
NK by Ay ae (11,12 q 
ist. y tet w On OT Oo 


Der Ausdruck (11,12) bestimmt die Geschwindigkeit der Punkte des Wellen+ 
profils des zweiten Schalls in zweiter Naherung. | 
Der erste Schall bildet eine Kompressions- und Dilatationswelle. In einer) 
solechen Welle hangt die Abweichung des Drucks 6p vom Gleichgewichts.: 
wert nach der Gleichung (11,5) mit der Geschwindigkeit v in erster Naherung| 
folgendermaBen zusammen: | 


6p =0— =. (11,133 


Die Geschwindigkeit c, ist die lokale Schallgeschwindigkeit, die sich von} 
Punkt zu Punkt des Profils mit Anderung des Drucks andert. Entwickeln wim} 
in (11,12) den Ausdruck fiir c,, in eine Reihe nach der GréBe 6p und beschran-) 
ken uns dabei auf das lineare Glied, so erhalten wir 


) 
pee Re ee Ey 


0 ) 
=U) tv (1 + = aa 4 = U9 + VU ao (0 Uy) (11,144 
(u,9 ist die Geschwindigkeit des ersten Schalls fiir Gleichgewichtswerte des 
Drucks und der Temperatur). Die verschiedenen Geschwindigkeiten dex 
Punkte des Profils fihren bekanntlich zur Verzerrung des Profils und zum 
Auftreten von Unstetigkeiten. Die GroBe 


i "1 Op (0 U0) 


hat fiir alle bekannten Medien positives Vorzeichen. Die Gebiete erhéhter| 
Drucks (vgl. 11,13) bewegen sich also mit einer Geschwindigkeit gréBer als u4o, | 
die dilatierten Gebiete mit einer Geschwindigkeit kleiner als u,9. Es bildet| 
sich infolgedessen eine Unstetigkeit an der Vorderfront der Welle. Die Ge«: 
schwindigkeit des auftretenden Sprunges hat nach (10,22) den Wert 


1 | 
Uy = Uo + at a,(v, + v2) (11,15/} 


(v, und v, sind die Geschwindigkeiten des Mediums an beiden Seiten der 
Unstetigkeitsfliche). Die Unstetigkeitsflache verschiebt sich also mit einer 
Geschwindigkeit, die gleich dem arithmetischen Mittel der Geschwindig; 
keiten auf beiden Seiten des Sprunges ist). 


1) Bei der Ableitung der Formel (10,22) wurde die Geschwindigkeit v auf der ities 
Seite der Unstetigkeitsflache als verschwindend betrachtet. Im allgemeinen Fall ergibt 
sich der im Text angegebene Ausdruck. | 
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Der zweite Schall ist eine Erscheinung, die fiir das He II eigentiimlich ist. 
Er stellt eine Temperaturwelle dar. In dieser Welle ist in Abwesenheit einer 
Kopplung zwischen erstem und zweitem Schall die Geschwindigkeit v gleich 
Null, und eine Abweichung 57' der Temperatur von ihrem Gleichgewichts- 
wert hangt nach (11,7) mit der GréBe w folgendermaBen zusammen: 
Oso or 6 

0Cy Oo 

Wie wir schon festgestellt haben, bestimmt die Formel (11,12) die Geschwin- 
digkeit eines Punktes des Wellenprofils im zweiten Schall. Die in dieser Formel 
auftretende Geschwindigkeit c, ist die Geschwindigkeit des zweiten Schalls, 
die sich von Punkt zu Punkt des Wellenprofils mit Anderung der GréBe 67 
andert. Um die Geschwindigkeit des Profils in der uns interessierenden 
zweiten Naherung zu erhalten, miissen wir c, bis zu Gliedern einschlieBlich ent- 


wickeln, die linear in der GréBe 67 sind; mit Hilfe von (11,16) erhalten wir 
dann 


oT = 


(11,16) 


OC, 206 T 00, 07) | 
Sie pin oda | asaeal (fe — = ee 5) i, 
,0 OT O 0c 
= thy + w I (3, aT) (11,17) 


Us = [(0s/0n) 0? (OT /0c)]* ist die Geschwindigkeit des zweiten Schalls als 

Funktion der Gleichgewichtswerte von Druck und Temperatur). 

Die Punkte eines Wellenprofils des zweiten Schalls bewegen sich nach (11517) 

mit verschiedenen Geschwindigkeiten. Dies hat eine Anderung der Profil- 

form mit der Zeit zur Folge. In dem Augenblick, wo die Form des Profils 

eine eindeutige Funktion der Koordinate geworden ist, tritt eine Unstetig- 
‘ keit auf (im vorliegenden Fall ein Temperatursprung). Die Geschwindigkeit 
» der Punkte des Wellenprofils an der Sprungflache andert sich sprunghaft. 
| Die Geschwindigkeit der auftretenden Unstetigkeitsfliche hingt dabei von 
diesem Geschwindigkeitssprung ab. Nach der Formel (10,24) hat sie folgen- 
, den Wert (vgl. die Bemerkung auf Seite 350): 


1 Paap Mrs) 0 
a tag 5 (ty + my) PE In (uh oT) 


_(w, und w, sind die Werte der Relativgeschwindigkeit an beiden Seiten der 
Unstetigkeitsflache). 

1 Im zweiten Schall hingt die Geschwindigkeit w mit der Geschwindigkeit der 
‘normalen Bewegung nach der Beziehung w = v,0/0, zusammen. Driicken 
, wir w durch v, aus, so kénnen wir die Gleichung (11,18) schreiben 


(11,18) 


1 
Uy = Ugg + gy 82 (Yn: =" U,,)5 (11,19) 
ia ist 
t ah HSS 3 Cc = do 11.20 
b a= Fagin (ube op scuoipatinnatt x Lhe 


“(C ist die Warmekapazitat des He II, bezogen auf 1 Gramm). 


pe ar in(ug& front der Welle ist eine Eigentiimlichkeit des zweiten 1 | 


=2 
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Der Koeffizient a, andert sein Vorzeichen bei einer Temperaturanderung. . 
Die Temperaturabhangigkeit dieses Koeffizienten ist in Bild 7 dar- - 
gestellt. Bei Temperaturen oberhalb 2° K und in dem Intervall 0,4 bis 0,9° K | 
ist der Koeffizient a negativ, im ibrigen Gebiet positiv. Bei Temperaturen, , 
wo a negativ ist, entsteht an der Hinterfront der Welle eine Unstetigkeits- - 
fliche, dagegen in dem Temperaturgebiet, wo a positiy ist, an der Vorder- - 

front. Das Auftreten einer Unstetigkeit an der Hinter- - 


Schalls in He II, die fiir den tiblichen Schall nicht t 
bekannt ist. Wir merken noch an, da8 streng genommen nie 
in dem Augenblick, wo die Unstetigkeit auftritt, die: 
Schallnaherung unbrauchbar wird. Wie aus (10,24) } 
1 
1 
" 


hervorgeht, stimmt aber die Geschwindigkeit einer 
normalen Unstetigkeitsflache von nicht allzu hoher 
Intensitat mit derjenigen tiberein, die aus der zweiten ( 
Schallnaherung folgt. Die Lage ist ganz ahnlich wie in 
der tiblichen Hydrodynamik. 
OSBORNE [28] beobachtete die Formanderung eines 5 
rechteckigen Temperaturimpulses bei der Fortpflanzung ¢ 
in HeII. Dieser Impuls nahm allmahlich die Form eines 
dreieckigen Zahnes an, dessen eine Seite senkrecht war. 
Dies deutet darauf hin, da& in diesen Versuchen die« 
Bildung von Unstetigkeitsflichen beobachtet wurde. 
Die Geschwindigkeit einer Sprungflaiche in der Um- i 
gebung desA-Punktes erwies sich in Ubereinstimmung} 
mit unseren Ergebnissen groBer als die Geschwindigkeit, 
des zweiten Schalls, dagegen bei tiefen Temperaturens 


vl 
cit (etwas oberhalb 1° K) kleiner. Bei 1,05° K und einer 
Impulsleistung bis 1,3 W/cm war die Geschwindigkeiti 


Bild 7. Temperaturabhin- der Sprungfliiche (der StoBwelle) um 1,8 m/sec groBery 
ead re eo als die Geschwindigkeit des zweiten Schalls. Derm 
Verschiebungsge- berechnete Wert fiir die Entropie betragt bei dieser 
schwindigkeit von Temperatur 0,5-10-*cal/g Grad. Die Geschwindigkeitv,,’ 
Temperaturspriin- : ain erent 
gen im Hell an- 10 Zahn war q/oT o = 4,15 m/sec. Multipliziert man dass 
gibt. arithmetische Mittel der Werte v, im Zahn und davon 

(auf Nullniveau) mit der GréBe a,, die man aus demi) 


Diagramm entnimmt, so erhilt man 


MN 


Uy, — Ugq = 1,5 m/sec, 


in ausreichender Ubereinstimmung mit den MeBergebnissen. 


12. Schallfortpflanzung in bewegtem He II und Einflup eines Warmestroms aup 
die Fortpflanzung des zweiten Schalls [32] 


Aus der tiblichen Hydrodynamik ist bekannt, daB in einer bewegten Flassigs | 
keit ein Schalltransport stattfindet. Eine analoge Erscheinung muf es auct!) 
in der Hydrodynamik einer superfluiden Flissigkeit geben. Da hier zwe(| 
Arten von Bewegungen miglich sind (eine normale mit der Geschwindigkei; 


s 
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p, und eine superfluide mit der Geschwindigkeit v,), und dementsprechend 
auch zwei Typen von Schallschwingungen, die sich mit verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten fortpflanzen, unterscheidet sich nattirlich die Schallaus- 
breitung in einer bewegten superfluiden Fliissigkeit wesentlich von der ent- 
sprechenden Erscheinung in der klassischen Hydrodynamik. 
In einem He II-Volumen, in dem eine normale und eine superfluide Be- 
wegung mit den konstanten Geschwindigkeiten , und 0, stattfinden, mogen 
sich Schallschwingungen von einer Frequenz w in einer Richtung ausbreiten, 
die durch den Einheitsvektor n (er sei parallel zur z-Achse) gekennzeichnet ist. 
Der Wellenvektor f hat dann den Wert (w/w) n, wobei u die Geschwindigkeit 
der Schallschwingungen ist. Wir bestimmen hier die Geschwindigkeit u der 
Schallschwingungen (fiir den ersten und den zweiten Schall) im bewegten 
He II unter der Voraussetzung, daB die Bewegung mit Geschwindigkeiten 
erfolgt, die klein gegeniiber der Schallgeschwindigkeit sind. Wir suchen die 
in den Geschwindigkeiten », und », linearen Zusatzglieder zur Schallge- 
schwindigkeit in einer ruhenden Flissigkeit. Zu diesem Zweck miissen wir 
die hydrodynamischen Gleichungen einschlieBlich der in den Geschwindig- 


keiten quadratischen Glieder aufstellen. 


Das Problem ist in vieler Hinsicht analog dem vorstchend behandelten. 
Die Projektionen der Vektoren auf die Richtung des Ausbreitungsvektors 
bezeichnen wir mit demIndex k, die Projektionen auf die zu f senkrechté Ebene 


mit dem Index |. 


Die hydrodynamischen Gleichungen nehmen dann folgende Form an 


(U = u—;,): 
de Q 


oT Op 0 


pl + 222%" wy wk —eU vi = 0, 


Ob (we, + ww, wt) — @UY = 0, 


do 0 ; 
leu ae + we a (%0)| Vere 


e fa] 0 n , , , 
ee ee Bo Ve ap (=) (wp we + Ww) + OVE = 9, 


do 6) : ra 
ot |e 5 + Wz ap (e.0)| p' + o,ouwz = 9, 


[--— on i 
+ |— v 


Q 
Q 30n0 , On Os On 
Ses el 
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(=) Ow, p + 
Q 


, 
w,) w, — 


(12,1) 


(12,2) 


(12,3) 


(12,4) 
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Die Bedingung fiir die Vereinbarkeit der Gleichungen dieses Systems i 
liefert wieder eine Gleichung, die die méglichen Werte der Schallgeschwindig- , 
keit w bestimmt. Die Projektionen der Bewegungsgleichungen auf eine zum | 
Ausbreitungsvektor senkrechte Ebene (Gleichungen (12,3) und (12,6)) lassen N) 
sich von den tibrigen Gleichungen abspalten. Das beruht darauf, da® die » 
Komponenten v, und w, in die Gleichungen (12,1), (12,2), (12,4) und (12,5) \} 
nur in Form von Gliedern zweiter Ordnung eingehen?). Wir finden so . 


) 
(7-1) 0p ee) 


O0n yi 
— Uw, (4000 oo —20¢ | = 0, (12,7) |f 


TF mrs 98 thy Seoul) (12,8) 
Q | 


Die Wurzeln der Gleichung (12,7) liefern die Geschwindigkeiten des ersten 
und des zweiten Schalls im bewegten He II. Fiir den ersten Schall erhalten 
wir eine Lésung, die mit der bekannten Lésung in der tiblichen Hydro- 
dynamik vollkommen tibereinstimmt: 


— 


Op : 
WHat, Y= do" (12,9) | 
Fir die Geschwindigkeit des zweiten Schalls ergibt sich 
SOB 0s OL 0. ,OT 4 
= ¢: ) —_—_—— Oo eC — —- =~. 251 Nh 
Up = Co + y+ mr ( ; 0, OT 55) cs =; aie (12,10) 


Die Schwingungen der Transversalkomponenten der Geschwindigkeiten v, _ 
und w, in einer Ebene senkrecht zum Ausbreitungsvektor pflanzen sich mit 
der Phasengeschwindigkeit 


Dak 
k 


0 
v=y% += wy, = 


(12,11) ff 
fort. | 
In den Formeln (12,10) und (12,11) sind die Geschwindigkeiten c, und ¢, ,) 
Schallgeschwindigkeiten im Helium, fiir den Fall, da keine Bewegung statt- 
findet. Sind die Geschwindigkeitsamplituden in der Schallwelle klein gegen 
die konstanten Geschwindigkeitskomponenten, so braucht man den nicht- 
linearen Effekt, der auf der Veranderlichkeit von c, und C, langs des Wellen- 
profils beruht, nicht zu beriicksichtigen (niheres in § 11). In diesem 
Fall sind v, und w, in den Formeln (12,10) und (12,11) die Projektionen der 
konstanten Geschwindigkeiten auf die Richtung des Ausbreitungsvektors f. 


Aus der Formel (12,10) geht hervor, daB der zweite Schall bei Vorhandensein 
eines konstanten Warmestroms im He II auch durch diesen Strom trans- |} 


1) Hierbei ist (12,6) eine Folgerung aus der Bedingung fiir den Potentialcharakter der | 
superfluiden Bewegung. | 


Hydrodynamik des Helium IT 355 


portiert wird. In einem Warmestrom ist j = 0 und damit auch bv = 0. 
Ferner gilt 


1D = Dy — Dy = Dy + Dy = Da. 


8 8 


Die Formel (12,10) nimmt in diesem Fall die Form an 


= wee ote) = ct YOu (12,12) 
8 

Die GroBe v, hangt mit der Dichte des Warmestroms q folgendermafBen 
zusammen: 


q = 00T dy. (12,13) 


Der Koeffizient y bei v,,.in der 
Forme! (12,12) ist eine Funktion der 
'Temperatur, sein Betrag ist von der 
)GroBenordnung eins. Bild 8 zeigt 
sdie Temperaturabhangigkeit von y. 
Oberhalb von 1° K, wo nur die 
Rotonenanteile der thermodynami- 
sehen GrdBen wesentlich sind, gilt 
angenahert 


On ~ GS 


und 


G x 
m0 (205) 1) Os On yyy ob | 
Ge le pee APTN ceeds NY TE Peel vali [oa 


Os 
}Aus dem Umstand, daB8 y bei gewissen 
-Temperaturen sein Vorzeichen andert, Bild 8. Temperaturabhangigkeit des Koeffizienten y. 
ergibt sich, da8 der Transport des 
zweiten Schalls sowohl in Richtung des Warmestroms als auch entgegen- 
»gesetzt dazu erfolgen kann. 

SchlieBlich wollen wir noch eine Bemerkung tiber den Einflu8 eines Warme- 
stroms auf die Geschwindigkeit stehender Wellen des zweiten Schalls an- 
fiigen. Aus der Symmetrie der stehenden Wellen ergibt sich, daB dieser Effekt 
quadratisch hinsichtlich des Verhaltnisses der Transportgeschwindigkeit zur 
+Geschwindigkeit des zweiten Schalls ist. Selbst bei Geschwindigkeiten v, von 
‘der GréBenordnung 1 m/sec macht der EinfluB auf die Geschwindigkeit des 
zweiten Schalls in einer stehenden Welle einen Bruchteil eines Prozents aus. 


S 


4 
| 
{ 1V. Warmeaustausch zwischen einem Festkérper und He II 
Der eigentliche Charakter der Warmeiibertragung in He II ist fiir eine Reihe 
‘eigenartiger Erscheinungen an der Grenze zwischen einem Festkérper und 
‘dem fliissigen He II verantwortlich. Kapi1za [33] beobachtete, daB bei der 
/Warmeabgabe durch einen festen Korper, der in Kontakt mit fliissigem 
te II steht, eine konstante Temperaturdifferenz zwischen dem festen 
Kérper und dem He II auftritt. Die Grofe dieser Differenz ist proportional 
a Strom der freigesetzten Warme. Bei diesen Experimenten wurde auch 
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gezeigt, daB der Sprung in einer schmalen Randschicht der Fliissigkey) 
lokalisiert ist, deren Dicke geringer ist als 10-? cm. Der Warmewiderstana 
der gleich dem Verhaltnis der Temperaturdifferenz zum freigesetzten Warme}) 
strom ist, wuchs in den Versuchen von KApPizA mit abnehmender Tempere#) 
tur nach einem kubischen Gesetz. Diese auBerst interessante Erscheinuns}} 
die in der Literatur gewdhnlich als der KApIzAsche Temperatursprung bef} 
zeichnet wird, wurde in letzter Zeit von mehreren Autoren untersuch 
Qualitativ ergab sich hier dasselbe Bild wie in den Beobachtungen von KAP» 
ZA. Die quantitativen GesetzmaBigkeiten dagegen weichen bei den einzelney 
Autoren wesentlich voneinander ab. So fanden ANDRONIKASCHWILI uni 
MiRSKALJA [84] fiir den Warmewiderstand der Grenze Festkérper-flissig¢ 
He II einen wesentlich hoheren Wert als KAPIZA. 

WHITE, GONZALES und JONSTON [35] maBen eine Temperaturabhangig} 
keit des Warmewiderstandes, die der von KAPIZA gemessenen sehr nallf 
- kommt. Bei ihren Versuchen war der Warmewiderstand umgekehrt pref} 
portional 72:8, 

Die letzten sorgfaltigen Experimente von FEIRBANK und WILKs [3 
liefern héhere Warmewiderstinde als bei Kapiza, fiir die Temperatu 
abhangigkeit des Warmewiderstandes ergibt sich ein 7'-*-Gesetz. 

In diesem Abschnitt diskutieren wir die méglichen Mechanismen des Warm 
austauschs zwischen einem festen Korper und He IT. 

Dazu betrachten wir einen isotropen festen Kérper, der einen Halbraum eix 
nimmt und an das HeII grenzt, das den zweiten Halbraum erfillt. Die Temp 
ratur des festen Kérpers sei 7”, die des He II sei 7’. Unsere Aufgabe bestel 
in einer Bestimmung des Warmestroms zwischen diesen beiden K6rper= 
Ein Warmeaustausch zwischen dem festen Koérper und He II kann auf zwq 
Arten zustande kommen: 


a) durch eine Energieiibertragung bei Sté8en von Phononen und Rotoneg 
gegen die feste Wand, 


b) durch Energieabstrahlung der schwingenden Festkéorperoberflache (Emi | 
sion von Phononen). 


Die Erschwerung des Warmeaustausches zwischen dem festen Korper u 
He II 1aBt sich qualitativ verstehen, wenn man den bedeutenden Unted 
schied in den Schallgeschwindigkeiten des festen Kérpers und des fliissigell 
He ITI beriicksichtigt. (Die Schallgeschwindigkeit in He IL ist um eine GroBe 
ordnung geringer als die im festen K6rper.) Infolge dieses groBen Unterschied # 
sind die Impulse der Phononen im festen Kérper und in fliissigem He J 
bei der gleichen Temperatur wesentlich verschieden. Deshalb kénnen di 
Phononen aus dem festen K6rper nicht einfach in das fliissige He II tbe 
gehen und umgekehrt, denn bei einem solchen Ubergang kénnten niemad 
gleichzeitig der Impuls- und der Energiesatz erfillt sein. 
Wir zeigen, daB als wesentlicher Mechanismus fiir den Wirmeaustause 
zwischen dem festen Kérper und He II die Emission (und Absorption) ve 
Energie durch die Oberflache des Festkérpers in Frage kommt, die ther 
sche Schwingungen ausfiihrt. Der an der Grenze zwischen dem Festkérp: 
und HelII auftretende Energiestrom ist proportional der Differenz 
vierten Potenzen der Temperaturen dieser K6rper. 
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‘Um an eine exakte Berechnung gehen zu kénnen, miissen wir zunichst die 
elastischen Wellen in einem Festkérper, der einen Halbraum einnimmt, 


quanteln. 


13. Quantelung der elastischen Wellen [37] 


In einem Festkérper sind drei Arten elastischer Schwingungen moglich, 
nimlich longitudinale, transversale und Oberflichenschwingungen. 
Longitudinale Wellen. Das fliissige He IT hat, verglichen mit dem Fest- 
kérper, eine sehr geringe Dichte. Die Grenze zwischen dem Festkorper und 
dem fliissigen He II wird sich deshalb in ihren Eigenschaften nicht wesent- 
lich von der Grenze Festkérper-Vakuum unterscheiden. Bei der Reflexion 
einer longitudinalen Welle an einer solchen Grenzflache zwischen Fest- 
korper und Vakuum entstehen zwei reflektierte Wellen, namlich eine longi- 
tudinale und eine transversale. Liegt die einfallende Welle in der xz-Ebene, 
so ergibt sich aus Symmetriebetrachtungen, daB der Verschiebungsvektor 
in der transversalen reflektierten Welle ebenso wie die Welle selbst in der 
xz-Ebene liegen muB. Die Gesamtverschiebung im Festkorper unter dem 
EinfluB dieser drei Schwingungen betragt 

n= (Agnoet®t + Apnjettt + Ay[any] et) e 42", (13,1) 
Ay, Ar, Az und to, my, Ny Sind die Amplituden und die Einheitsvektoren in 
den Richtungen der einfallenden Longitudinal- und der reflektierten Trans- 
versal- und Longitudinal-Welle. a ist der Einheitsvektor senkrecht zur 2x2- 
Ebene, ferner ist 

ky = hj = oly und k= cy. 

Der Einfallswinkel 6, und die Reflektionswinkel der longitudinalen und der 
transversalen Welle 6, und 6, hangen folgendermafen zusammen: 


65 = 9, cy sinO) = ¢ sin#,. (13,2) 

Der Verschiebungsvektor u hat die Komponenten 
Uz = (cos6y Aye — cosB; Ao — A; sin Oe") er *!, (1353) 
uz = (sinOy Age" + sinb, A," — Ay cos A, etttt) e-F 9", (13,4) 


Ferner berechnen wir die Komponenten des Deformationstensors Ux und des 
Spannungstensors 

Gin = oct Uin + O(CE — 2Ct) Mr Hie 
(o ist die Dichte des Korpers). 
Die Randbedingungen fiir die Grenze Festkérper-Vakuum liefern die beiden 
Bedingungen 

Ozz = Tez — 0 

zwischen den Amplituden A,, A, und der Amplitude A. Es ist also 


c? sin 20, sin 20, —cj cos? 20, 


= ialiimnasin A Steen, SAAS S| 13,0 

Bimaee c7 sin 20, sin 205 + ef cos? 20; At3.0) 
2c, c, sin 20, cos 20 

und A,=—A = : : (13,6) 


peer ee 8 Se eS 
°C? sin 26, sin 209 + cz cos” 26; 
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Setzen wir (13,5) und (13,6) in (13,3) ein, so erhalten wir die z-Komponente || 
des Verschiebungsvektors auf der Grenzfliche Festkorper-Vakuum 


¥ 2cj cos 6, cos 20, 
° c? sin 26, sin 20, + cj cos? 26, 


Transversalwellen. Bei der Reflektion an der Grenzflache Festkorper- | 
Vakuum entstehen aus einer in der xz-Ebene einfallenden Transversalwelle | 
zwei reflektierte Wellen, eine transversale und eine longitudinale. Nun sind 
zwei Fille méglich: entweder liegen die Schwingungsrichtungen der ein- 
fallenden Transversalwelle in der Einfallsebene xz oder senkrecht dazu. | 
Liegt sie in der Einfallsebene, so ist dies, wie aus Symmetriebetrachtungen | 
folgt, auch fiir die reflektierte Transversalwelle der Fall. Der Verschiebungs- 
vektor lautet dann 


U = ([ano] Ay e*%* + A, net + Ayfany] eff?) eto! (13,8) 


(119 ist der Kinheitsvektor in der Einfallsrichtung der Transversalwelle, A, | 
die entsprechende Amplitude). ; 
Der Einfallswinkel 6, und die Reflektionswinkel der reflektierten Longi- 

tudinal- und Transversalwelle 6, und 6; hangen folgendermaBen zusammen: |) 


Oy ='6,, crain Gy = ¢, SO (13,9) 
Ebenso wie im Fall einer einfallenden Longitudinalwelle kann man auf Grund 


der Randbedingungen die Amplituden A; und A; durch die Amplitude 4, i 
ausdriicken: 


wp e-i at, (13,7) 


c¢ Sin 2 6, sin 20, — cj cos? 20, 
° cf sin 26, sin 20, + cf cos? 26,’ 
2c, C, Sin 26, cos 26, 

° c? sin 26, sin 26, + cj cos? 26," 


An der Grenzfliiche Festkérper-Vakuum hat die z-Komponente des Ver- 
schiebungsvektors in diesem Fall den Wert 


Ay=A (13,10) } 


A,=A (13,11) 


A 2c? cos 0, sin 20, 

° ¢? sin 26, sin 20) + cj cos? 26, 
Transversalwellen mit Schwingungsrichtung senkrecht zur Einfallsebene 
haben keinen Kinflu8 auf die hier betrachtete Erscheinung. Wie sich nim- 
lich aus den folgenden Uberlegungen ergeben wird, hiingt der uns interes- 
sierende Effekt von der Normalkomponente (z-Komponente) des Verschie- 
bungsvektors an der Grenzfliche Festkérper-Vakuum ab. Bei Transversal- 
schwingungen mit einer Schwingungsrichtung senkrecht zur Einfallsebene 
verschwindet aber der Verschiebungsvektor senkrecht zur Trennflaiche so- 
wohi in der einfallenden als auch in den reflektierten Wellen?), 

Die Ausdriicke (13,7) und (13,12) enthalten als Faktor die Amplitude der 
einfallenden Welle Ag. Im Fall eines Phonons finden wir diese Amplitude 
aus der Bedingung, dai die Gesamtenergie, die in der einfallenden Welle von. 


ental, (13,12) 


Ag fee 


1) In diesem Fall gibt es, wie aus Symmetriebetrachtungen zu entnehmen ist, auch gar 
keine longitudinale reflektierte Welle. 
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der Frequenz w enthalten ist, gleich hw sein mu8. Die Gesamtenergie der 
Schwingung ist gleich der doppelten kinetischen (oder potentiellen) Energie. 
Wir haben also (gp sei die Dichte des Festkorpers) 


e = | or |u/?dV = op|A,P? wV = ho (13,13) 


und erhalten daraus 
/ h 
A 
| o| ae 2 (13,14) 


Unter Berticksichtigung dieses Ergebnisses kénnen wir den Ausdruck fiir den 
Betrag der Amplitude der z-Komponente der Geschwindigkeit an der Ober- 
fliche (z = 0) folgendermaBen schreiben: 


H |=)-3 2cj cos 6, cos 20, iga8 
3 orV |\c¢ sin 26, sin 26, + cf? cos? 20,|’ eis: 
. /ho 2c? cos 6, sin 26, 

Jtse] = | or V |c; sin 26, sin 26) + cj sin?26,|" eet 


Oberflachenwellen. Die Komponenten des Verschiebungsvektors einer 
Oberflichenwelle, die sich in Richtung der x-Achse fortpflanzt, lauten 

uw, = (ax, ethet mez 1 PY IEE DO LOW tas (13,17) 
i.= — t(aket*k2 + «2 + bx, eikaet+ paz) e-tot (13,18) 
Hierbei ist k = w/c; c = , ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Ober- 
flachenwelle, und é eine Funktion des Verhialtnisses c,/c,; ferner ist 
, =="0) Ve? —c?, *x,=@o Ve? —cy?; 
a und 6 sind Konstante. 
Mit Hilfe der Ausdriicke (13,17) und (13,18) bestimmen wir nun die Kompo- 


nenten des Deformationstensors u;, und des Spannungstensors o;,. 
Die Randbedingungen fiir die Oberflache des Festkorpers (z = 0) lauten: 


Cig hy, = 0 


jund liefern die beiden Gleichungen 
ik 


a(x? + kh?) + 2x,;kb = 0, (13,19) 
2upka + (xp + h?)b = 0. (13,20) 
‘Die Loésbarkeitsbedingung fiir dieses Gleichungssystem hat die Form 
| AK? 10, 44 = (08 + 2). (13,21) 


‘Sie verkniipft die Geschwindigkeit c der Oberflachenwelle mit der Geschwin- 
j\digkeit der Volumenwellen, die fiir transversale c, und fiir longitudinale c, 
betrigt. Die Gleichungen (13,19) bis (13,20) liefern also einen Zusammenhang 
‘zwischen den GréBen a und b. Die GréBe a (oder b) wird durch Normierung 
‘so bestimmt, daB die in der Oberflachenwelle enthaltene Gesamtenergie den 
‘Wert hw hat. Da bei einer Schwingung die kinetische Energie gleich der 
potentiellen ist und da sich in unserem Fall der Ausdruck fiir die kinetische 


| 
| 
| 
| 
| ° 
| 
| 
| 
| 
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Energie einfacher ableiten l4Bt, bestimmen wir die Gesamtenergie der Obe f 
flachenwelle durch Verdopplung des Ausdrucks fiir die kinetische Energz 
Die Gesamtenergie einer Oberflachenwelle von der Frequenz w ist also 


e = | or(|itel)® + |.) sdz = ho (13,23) 
0 


(or ist die Dichte des festen Korpers, s seine Oberflache). oe 
Ferner berechnen wir mit Hilfe von (13,17) und (13,18) die zeitlichen A 
leitungen der Komponenten des Verschiebungsvektors wu und driicken nac 
(13,19) den Koeffizienten 6 durch a aus. Setzen wir die gefundenen Ausdriich 
fiir wu, und wu, in (13,32) ein und integrieren iiber z, so erhalten wir die Bé 
ziehung 


i 


k2 + x? W+xim P+ x 


2; 22) - “1 1 


SOp w*|a|? = ho, (13,29) 


aus der sich folgender Ausdruck fiir den Betrag des Koeffizienten a ergib 


|-.y+ pos Michi, Mae tree ele (13,2: 
ans OpOe lf oe, 2, rae 7. 


Die z-Komponente des Verschiebungsvektors u an der Oberflache des Kérpe4 
betragt nach (13,18) und (13,19) 


ee eam ho 1 
$ Qk Or § Vi 


Im folgenden interessiert uns noch der Betrag der z-Komponente der 
schwindigkeit w,: 


P—xiy/ho 1 


2k OFs 1 


| u, | a 


14. Energieemission durch eine schwingende Festkérperoberfliche 


Kin Festkérper, dessen Oberfliiche eine Schwingung mit der Frequenz 
ausfithrt, mu Schall in das umgebene fliissige Medium emittieren. Man kaz 


die in Form von Schallwellen pro Zeiteinheit abgefiihrte Energie berechne: 
Sie hat den Wert 


Q = oncn | \tia|? ds). (144 


On ist die Dichte des fliissigen He IT, cg, die Schallgeschwindigkeit im He If 
u, die zur Oberfliche des Kérpes senkrechte Geschwindigkeitskompone 
der Oberflachenschwingung. Die Integration erfolgt iiber die Oberflache 
<i Pie thor Fe | 
1) Der Ausdruck (14,1) gilt in dem Fall, daB die Abmessungen des Kérpers bedeute: 
groBer sind als die Wellenlange des emittierten Schalls. Da in unserem Fall der Kory 
einen ganzen Halbraum einnimmt, ist diese Bedingung natiirlich erfiillt. | 
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Kérpers. Im Fall einer ebenen Grenzflaiche vereinfacht sich die Integration 
und man kann den Ausdruck (14,1) in folgender einfacher Form schreiben: 


q(@) = = = Of CA |t, 2, (14,2) 
Dabei ist g(@) der Energiestrom. 

Neben der Emission von Schall (Phononen) durch die Oberflache werden um- 
gekehrt auch Phononen absorbiert, die aus dem He II auf die Oberflache des 
Korpers auftreffen. 

Was die mégliche Absorption und Emission von Rotonen durch die Ober- 
fliche des Festkérpers angeht, so kann man sich leicht tiberzeugen, daB dieser 
ProzeB keine wesentliche Rolle spielen kann. Das Phonon eines Festkérpers 
kann sich namlich nur unter der Bedingung in ein Roton verwandeln, daB 
seine Energie gleich oder gréfer als A ist?). Es ist aber A>kT, und die 
Anzahl so energiereicher Phononen in einem Festkorper ist nach der PLANCK- 
schen Verteilung auBerordentlich klein. Der erwahnte ProzeB ist also sehr 
unwahrscheinlich. 

Um den Energiestrom zu bestimmen, den der Festk6rper mit dem fliissigen 
He II austauscht, miissen wir die Differenz der Energiestréme bilden, die 
vom Festkérper in die Flissigkeit, bzw. in umgekehrter Richtung verlaufen. 
Diese Differenz liefert nach Integration tiber alle Frequenzen w den gesuchten 
Strom 4W : 


AW = f[q(w) {n(T) [n(Z") + 1] —[n(T) + 1 0(P)} dt = 
= | q(w) {n(T) —2(7")} dta = W(T) — W(T"); (14,3) 


dt. ist das Phasenraumelement und n(T) die PLANCKsche Verteilungs- 
funktion 


| n(T) = (ar _ ops (14,4) 


» Der gesuchte Strom ergibt sich also als Differenz der Integrale W, die man 
' durch Integration von g(m) tiber die PLANCK-Verteilung bei den Tempera- 
» turen des Festkérpers 7” bzw. des fliissigen He I, 7, erhalt. Beriicksichtigt 
- man alle méglichen Schwingungstypen, so erhalt man nach (14,3) 


| Le wd QV 
kT . 
“f -| aah Oe | lial? Semen u 
1 2dQV 2 
Pie @ d . 1g 2UW8 14.5 
| + f lita 2 (27¢,)8 2 | ue «| ae da. ( ’ ) 


} 
- Dabei ist dQ = 22 sin 0,d6, das Raumwinkelelement. 

\ In den Ausdriicken fiir die Phasenvolumina der transversalen und longi- 
f tudinalen Schwingungen beriicksichtigt der Faktor 1/,, daB tiber die Halfte 
‘ des Raumwinkels dQ integriert wird. Wir setzen in (14,5) die Ausdriicke fiir 


* 1) Die Minimalenergie eines Rotons ist 4/k = 8,9° K. 
p 
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die entsprechenden z-Komponenten der Geschwindigkeit u, ein, die durek 
die Formeln (13,15), (13,16) und (13,26) gegeben werden: 


kT 
W —— map é —1 ee 


1 
atte 


3 
2} 


2c? cos 0, sin 26, 
c? Sin 26, sin 26, + cj cos?26, 
2 (kh? — #?)? |) ha wdwdQ 


4k%c3f J op (2x)> © 
(14,6: 
Die Integration iiber die Frequenz w lat sich elementar ausfiihren. Did 
Integrale tiber die Winkel bediirfen noch einer besonderen Analyse, die did: 
Integrationsgebiete abgrenzt. Nach der Integration iiber die Frequenz unc 
einigen einfachen Umformungen der Winkelvariablen erhalten wir als end4. 
giltigen Ausdruck fiir den Warmestrom W 
Gn peers: SREY 
is ae T (nhoyet - 
Dabei ist F'(y) eine Funktion der elastischen Konstanten des Festkorpers# 
(1 = ¢/c,, € = c/c, und c, der Geschwindigkeit der Oberflichenwellen) 
1 


4y V1 — y (yn? — 1) dy 
F(n) =2 
a hes — 2y)* + 16(1 — y) (yx? — 1) i 


2c7 cos 8, cos 26; 
cz sin 26, sin 26, + cj? cos? 26, 


(14,77) 


1/7? 
+2f m(l — 2y)? Vi — yn? dy + 
nP (1 — 2y)* + 16 y?(1 — y) (yn? — 1) 


0 
LA 2 1 1 
oo (Beg igen 
ae gVi— 2 
yi—é jice 
7 
&2 -1 


Der Wert der Funktion F (yn) ist von der GréBenordnung 1. Bio hat fii 
= 1,71 (Glas) und 7 = 2,22 (Platin) die Werte: 


FP(L71) = 2,5, (2,22) = 2,0. | 
Der Energiestrom, der vom Festk6rper zum fliissigen He II ubergeht, betragt] 
nach (14,3) und (14,7) 
162° 1 
A Won = W(T)— WT") = SO og 
x F {(kT)4 — (kT")4\. (14,9) 


F 


; 
\ 
j 


| folgt, werden durch die beiden Er- 


| Energiesatz 


) und dem Erhaltungssatz fiir die Impuls- 
komponente, die tangential zur Trenn- 
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Dieser Strom ist also proportional der Differenz der vierten Potenzen der 
Temperaturen des Festkérpers und des fliissigen He II. Fir geringe Tempe- 
raturdifferenzen kann man die Formel (14,9) schreiben 
en 160° (kT) 
AW a= a oe eee (14,10) 
Die von der festen Wand emittierte Energie breitet sich im He II in Form 
von Phononen aus. Der damit verbundene PhononeniiberschuB zerstreut sich 
aber sehr schnell. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Umwandlung eines Phonons 
in ein Roton ist verhaltnismaBig groB. Die entsprechende charakteristische 
Zeit fiir diesen ProzeB haben wir schon friiher untersucht. Bei einer Tempe- 
ratur von 1,5 bis 2° K betragt sie 10-® bis 10-1°sec. Die tiberschiissigen 
Phononen verwandeln sich also schon verhaltnismaBig schnell in Rotonen; 
dies geschieht in Absténden von der Wand, die von der Gr6é8enordnung 
10-*cm sind. Andererseits erfolgt die Warmeibertragung von der festen 
Wand auf das He IT (oder umgekehrt) sehr langsam, und der Warmestrom 
zwischen beiden ist verschwindend klein. Man kann also annehmen, daB der 
Warmeaustausch zwischen dem festen Kérper und dem He II so erfolgt, da’ 
sich beide im Gleichgewicht befinden. 


15. Energieaustausch bei StéBen von Rotonen und Phononen 
mit einer festen Wand 


Energieaustausch zwischen einem Festk6rper und flissigem He II ist auch 
durch StéBe von Rotonen (Phononen) mit der festen Wand méglich. Ein Roton 
(Phonon) kann bei der Reflektion an der 
festen Wand eine gewisse Energiemenge 
aufnehmen oder verlieren. Eine solche 
Energieanderung ist mit einer Absorp- 
tion oder Emission eines Phonons durch 
den Festkérper verbunden. Die Energie 
des emittierten Phonons ¢ und der 
Winkel @’, unter dem die Emission er- 


Ep 


haltungssitze bestimmt, naimlich dem 


HE=Ef,+e (€ =hw) (15,1) 


flache liegt: Bild 9. 


psin@ = p, sin 6, + p’ sin 6’. (15,2) 


_E, p und E£,, p, sind Energien und Impulse des Rotons (oder Phonons) vor 


} 


bzw. nach der Reflektion; ¢ und p’ sind Energie und Impuls des im Fest- 


_ korper emittierten Phonons. Die Bedeutung der Winkel ist aus Bild 9 zu 
| ersehen. 


1] 
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Die Schallgeschwindigkeit im Festkérper ist wesentlich gréBer als in He II. 
Bei nicht allzu verschiedenen Temperaturen des Festkérpers und des He IT q 
sind also die Impulse der Phononen in He II bedeutend gré8er als im festen | 
Kérper. Die Impulse der Rotonen, deren Betrag etwa P, = 2 -10- gemsec* |} 
ist, sind bedeutend gréBer als die Phononenimpulse in He I und damit auch > 
sehr viel gréBer als die Phononenimpulse im festen Korper. Deshalb kénnen | 
wir im folgenden den Phononenimpuls im Festkérper auf der rechten Seite » 
der Beziehung (15,2) vernachlassigen. 
Hierbei muB erwihnt werden, daB die Beziehung (15,2) strenggenommen nur ° 
fiir den Fall eines StoBes eines Phonons mit einer festen Wand gilt. Die» 
Wellenlange des Phonons ist bedeutend gréBer als die Atomabstande. Fiir die » 
Phononen ist deshalb die Mikrostruktur der Wand unwesentlich, man kann i 
die Wand als glatt ansehen, und die Beziehung (15,2) tritt in Kraft. Die» 
Rotonen dagegen haben eine Wellenlinge von der GréBenordnung h/ Py, 
— 0,5-10-8 cm, die mit den Atomabstanden vergleichbar ist. Beim Sto8 eines s/ 
Rotons mit einer Wand Ja&t sich diese also nur naéherungsweise als glattt 
betrachten. Wir werden trotzdem annehmen, das die Beziehung (15.2)) 
auch fir Rotonen gilt. Unsere Ergebnisse werden dafiir dann allerdings nur 
naherungsweise gelten. Man kann den Einflu8 der Mikrostruktur der Ober- 
fliche durch eine Verdanderung der Oberflache des Festkérpers beriick- + 
sichtigen. Die Formel fiir den Warmeaustausch durch Rotonen gilt also nur 
bis auf einen Zahlenfaktor von der GréBenordnung 1. Indem wir etwas vor- -7 
greifen, kénnen wir sagen, das diese Naherung auf die Endergebnisse kaum 
Einflu8 hat, da dieser Mechanismus des Warmeaustausches in der gesamten | 
Energiebilanz nur eine untergeordnete Rolle spielt. Die Oberflache des Fest- i 
kérpers fihrt kleine Schwingungen aus. Die Geschwindigkeit u der schwin- | 
genden Oberfliche wurde im vorigen Abschnitt bestimmt. Ein Roton (oders 
Phonon), das auf eine feste Wand auftrifft, 1a8t sich als Teilchen ansehen, } 
das sich in einem schwingenden Medium (in einem Phononenfeld) befindet. | 
Bei dieser Betrachtungsweise ist die innere Struktur des Rotons oder Phonons | 
unwesentlich. Die Energie einer Elementaranregung, die auf eine feste Wand) 
auftrifft, betragt im ruhenden Bezugssystem H 

H' = H— (piu) (15,3)) 
(H ist die Energie der Elementaranregung in einem Bezugssystem, das sich}, 
zusammen mit der Oberfliche bewegt). Daraus ergibt sich als Wechsel-|) 
wirkungsenergie der Elementaranregung mit der festen Wand die GréBe 
—(p1). Der entsprechende quantenmechanische hermitesche Operator fiir died 
Wechselwirkung der Elementaranregung mit der festen Wand lautet dem-] 
entsprechend 


v= — = (pu + up), (15,4) 


wobei » = —ihV der Impulsoperator ist. 
Nach diesen allgemeinen Betrachtungen gehen wir nun zum StoB eines: 
Rotons mit einer festen Wand iiber. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Uber-| 
gang aus einem Zustand mit der Energie EZ in einen Zustand EH, infolge des} 
StoBes ist on | 
a |M|?, (15,55) 


0 
¢ 


, 


/ 
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wobei M das Matrixelement der Wechselwirkungsenergie V ist, und zwar fir 
folgende Wellenfunktionen: Anfangszustand, normiert auf den Strom Eins 
und Endzustand, normiert hinsichtlich der Energie. Die Wellenfunktion des 
einfallenden Rotons, die auf den Strom Eins normiert ist und der Bedingung 
y = 0 fiir z = 0 entspricht, lautet offenbar 


ie 2 . [pcos 
oie Vv cos 6 ‘. ( h :) ee 


(v = 0E/dp ist die Geschwindigkeit des einfallenden Rotons). Fir den End- 
zustand schreiben wir analog 


2 . {p, cos 6, ) ( i) 
ee ee amie 15,7 
fs Vxhr, cos 6, ( h ao Pr ( ) 


Wir berechnen das Matrixelement des Uberganges M: 


a= [ w¥yde = 
6 


co 


we 4ip cos 0u, cos 2298 6 cos 212008 6, Py; (15,8) 
V zxhvv, cos 6 cos 6, h rd 


Hierbei ist u, die Geschwindigkeitsamplitude der Oberflichenschwingung des 
Festkérpers; sie wird fiir die verschiedenen Schwingungstypen durch die 
Formeln (13,15), (13,16) und (13,26) bestimmt. Wir fihren in (15,8) die 
Integration tiber z aus und erhalten 
es 4ihp cos 6p, cos 6, (15,9) 
(p? cos? 6, — p? cos? 6) Vvv, cos 6 cos 0,2h 


Setzen wir dieses Ergebnis in (15,5) ein, so ergibt sich als Wahrscheinlichkeit 
fiir den betrachteten Ubergang 


_ 2a 16hp*pi cos 6 cos 6, |t,|? _ 
~ he (p? cos? 6, — p? cos? 62 vv, 


__ 32a p* pi cos 6 cos 6, |t,|? 


15,1 
(Pi PF on, ie 
Wir haben dabei beriicksichtigt, daB nach (15,2) gilt 
p? cos? 6, — p? cos® 6 = pi — p?. (15,11) 


Der vom festen Ké6rper zum fliissigen He II tibergehende Energiestrom 
betragt 


AV = lf @ {n(n’ + 1)—n' ny}. hodt.vcos Odt;. (15,12) 


Hierbei ist dt, das Phasenraumelement, das der Frequenz des emittierten 
Phonons entspricht; dz, ist das Phasenraumelement des einfallenden Rotons; 
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nund n, sind die BOLTZMANN- Verteilungen fiir das einfallende und reflektierte | 
Roton?) 


n’ ist die PLANCK-Verteilung fiir die Phononen im Festkorper: | 


ho -1 
jis ake 
y= (. —1 


Der Ausdruck in der geschweiften Klammer von (15,12) nimmt nach Ein- - 
setzen der entsprechenden Verteilungsfunktionen fir geringe Temperatur- - 
differenzen die Form an: . 


{n(n’ + 1) —n’ nm} = 


4 Li 
poe et a Ce — ; (15,13) | 
kT? tex p | (Pa Pol 
P eS a 2ukT" 


Das in diesem Integral enthaltene Produkt |u,|?dt, laBt sich bei Beriick-) 

sichtigung aller drei méglichen Schwingungstypen der Oberflache entsprechend: 
(14,5) und (14,6) folgendermaBen umformen 

; hw 4xw?do 

2dt» —> — ——,_F : 15,14). 

| w, To > Op (22¢,)8 (¢r/¢) ( ) 

Dabei wird F(c,/c,) durch die Formel (15,8) gegeben. | 
Setzen wir (15,10), (15,13) und (15,14) in (15,12) ein und gehen von der 

Integrationsvariablen w zu p, tiber (hdm = — v,dp,), so ergibt sich 


256 n° (hw)>p*dp - pid p, cos? 8 cos 6,d cos 6 


i 
. 
. 
) 


| 
/ 
\ 
| 


i aN MET ae ee 
oF op 1") \(15,15) 
as kT? ~F (e/e), 
Kg Pee a Ores 


2h Zu 


Die Rotonenimpulse sind nahezu gleich py. In dem Integral (15,15) kann mani | 
also tiberall, wo es sich nicht gerade um die Differenz p, — p handelt, died 
GréBen p und p, durch py, ersetzen. Das Integral iiber den Winkel laBt sichi] 
hierbei auf die tibliche Weise berechnen (Integration tiber eine Halbkugel) : 


1 


| cos? @ cos 6,d cos o~ | cos® Odcos 9 = a 


0 


1) Die Rotonen gehorchen der klassischen Statistik. 


ga 


—_—<— 


er ag 


= ——-_— 
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Wir fihren folgende Bezeichnungen ein: 
(p — Po)*/2ukT = a, 
(Pi — Po)*/2ukT = y. 
Dann erhalten wir schlieBlich 


4 
_ po(kT te a F (¢,/c,) G, T — T" 
EA ise Be al 7 (15,16) 
mit der Bezeichnung 
2 in ihe 
2 fa fete tram am 


Analoge Rechnungen stellen wir auch fiir den Fall an, da8 ein Phonon auf die 
feste Wand st68t. Das Analogon zur Wellenfunktion ist fiir die Phononen das 
Geschwindigkeitspotential y, das einer Wellengleichung geniigt. An der 
festen Wand muB das Potential y folgende Randbedingung erfiillen: 


dy\. | 
(3), =0. (15,18) 


Die y-Funktion fiir das einfallende Phonon, die auf den Einheitsstrom nor- 
miert ist und dieser Randbedingung geniigt, lautet 


ws 2 an (p cos Oz 
Ver cos 6 h 


Fir die hinsichtlich der Energie normierte y-Funktion des Endzustandes 
finden wir den Ausdruck 


(15,19) 


2 cog 212 £98 6, 
Vihcg cos 6, h 


Das Matrixelement der Wechselwirkungsenergie zwischen Phonon und fester 
Wand hat fiir den betrachteten Ubergang den Wert 


1 (15,20) 


co oo 


M= i Vydz = Sots D OE cos P12 208 a in oo cos 8 
; cr Vth cos 6 cos 0, h h 
0 


dz = 


- 4th p? cos? 0 
(p? cos 0 — p? cos? 6,) cp Vth cos 6 cos 6, 


(15,21) 


Als Wahrscheinlichkeit fiir den betrachteten Ubergang erhalten wir also 


es 27 MiP— 32 p* ages 6 kok 
h cos 6, (pj — p)? chi 


(15,22) 
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Der hierbei zwischen der festen Wand und dem fliissigen He IT ausgetauschte 
Energiestrom betragt 


AW =[f {nw +1) (nm, +1) —n’m(n + 1)} ep cos 6dtph@dt» (15,23) 


Hierbei sind », », und n’ die PLANCKschen Verteilungsfunktionen fiir das 
einfallende, das reflektierte bzw. das im Festkérper emittierte Phonon: 


E -1 Ey “1 ae 7 
melons) oh aha _ (#1) ae _(4 SS) 


Der Ausdruck in der geschweiften Klammer im Integral (15,23) nimmt, wenn 
wir die oben genannten Verteilungsfunktionen einsetzen, fiir geringe Tempe- 
raturdifferenzen folgende Form an 
{n(n + 1) (n! +1)— mn (n + 1)} = 
a E—E#, 


BT fae Ee cee =r 
(ara i) ki eng it) ( ey i) 


Wir setzen (15,22) und (15,24) in 15,23) ein und benutzen (15,15). Es ergibt 
sich 


(15,24) 


256. F (ee — 1) 
kT? (2 2)? (20h) open 


1 
h 3 2 6q 4 
x = ( ee op Es x (S oa cos @. 
(p? — p?)? (a7 #) (, att 7) (, a 7) é - 


Ferner fiihren wir nun eine neue Integrationsvariable p, an Stelle von w ein 
und benutzen die Bezeichnungen 


E/kT =x, EYkT=y, ho =kT(x— y). 

Der gesuchte Energiestrom Wy laBt sich also auf die endgiiltige Form bringen 
4(k7')8F Gyn (7 — 7’) 

whsopcicgaT = 


AW = 


AW = (15,25) 


Dabei gilt die Bezeichnung 


G (ae d x8(a — y)3 dy 
” | “| pEnea mien 


3 al ") ety  5y 3 y* 1 
xX {= —([1——)In ol lao SF gd 
eacahi ens 8 a4 2 ih Go 


16. Warmeaustausch zwischen einem Festkérper und fliissigem He II 


Wir wollen jetzt den relativen Beitrag der drei oben aufgezi 6 
gezaihlten Strome Wen 
(14,10), W, (15,16) und Wy» (15,25) zum Warmeaustausch zwischen eient 


Hydrodynamik des Helium II 369 


festen Korper und dem flissigen He II feststellen. Zu diesem Zweck bilden 
wir die Verhiltnisse 


Won W sch 
und ‘ 
W, Wop 
Nach (15,16) und (15,25) ist dann 
A A 
AWon 16 (kT)* Gon er were hy 
AW. ci ps Ge ~8-10 T'* 5 


Dieses Verhialtnis ist bei 7’ = 2°K nahezu gleich Eins; dann wichst es 
schnell an und hat bei 7 = 1° K schon den Wert 10. 
Wegen (14,8) und (15,25) gilt ferner 
he a Oe a 
en 
Cf 


Dieses Verhiltnis ist bei 77 = 2° K nahezu gleich 3, mit abnehmender Tempe- 
ratur wichst es ebenfalls schnell an und erreicht bei 7 = 1° K den Wert 50. 
Bei allen Temperaturen unterhalb des A-Punktes erfolgt also der Warme- 
austausch zwischen einem festen Kérper und dem fliissigen He II vorwiegend 
durch Emission und (Absorption) von Schall durch die schwingende Ober- 
fliiche des festen Korpers. Die GréBe des auftretenden Warmestroms zwischen 
einem festen Kérper mit der Temperatur 7” und dem fliissigen He II mit der 
Temperatur 7’ ist in erster Naherung proportional zur Differenz 7’ — 7. Der 
Proportionalitatsfaktor andert sich nach (14,8) mit der Temperatur ent- 
sprechend einem kubischen Gesetz. 

Diese Ergebnisse stehen in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen 
Daten von KapizA. Besonders hervorzuheben ist die Ubereinstimmung der 
Temperaturabhangigkeiten fir den Warmewiderstand. Das von KAPIZA 
gemessene kubische Gesetz ergibt sich auch aus der Theorie. 

Hin sorgfaltiger Vergleich der theoretischen und experimentellen Daten ist 
einigermaBen schwierig, da die Formel (14,8) fiir den Warmestrom A Wen 


_ wesentlich die elastischen Konstanten c, und F (c/c;) des Festkorpers ent- 


halt. Bei den Versuchen von K APIzA [33] erfolgte die Warmeabstrahlung von 
einer Glasoberfliche, die mit einer diinnen Platinschicht bedeckt war. Hierbei 
war natiirlich die Oberflache nicht hinreichend glatt, und der Strom laBt sich 
deshalb nicht genau berechnen. 

Rechnungen fir das Platin nach der Formel (14,8) liefern 


1 
Qh hl! 
Der experimentelle Wert dieses Verhiltnisses nach KAPIZA ist etwas groBer 
als der theoretische. Bei den Versuchen von KAPIZA ergaben sich also kleinere 


Temperaturspriinge als nach der Theorie. 

Die jiingsten Experimente von FAIRBANK und Wi1Lks [36] liefern fiir den 
Warmewiderstand gréBere Werte als die von KAPi1zA; diese Werte stimmen 
mit der Theorie gut tiberein. Die genannten Autoren erhalten aber fiir die 


29 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 


AWenP; =1,2-10?T?W Grad cm. 
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Temperaturabhangigkeit des Warmewiderstandes ein 7'-*-Gesetz an Stelle des 
von der Theorie geforderten 7'-°- Gesetzes. Fiir das Verhaltnis 4 W/(7’— 7’) 
erhalten sie einen Wert von 2,2 - 10-27”. 

Diese Diskrepanz la8t mehrere Erklarungen zu: 

a) Bei der Berechnung des Stroms wurde in [33] die Rauhigkeit der emittie- 
renden Oberflaiche nicht beriicksichtigt (eine Beachtung dieses Umstandes 
kann den Strom um den Faktor 1,5—2 herabsetzen) ; 

b) inden erwahnten Experimenten konnten méglicherweise unberiicksichtigte 
stérende Warmestré6me vorhanden sein; 

¢) unsere Rechnungen sind mit Werten der elastischen Konstanten durch- 
gefihrt worden, die massiven Proben entsprechen; im Experiment dagegen 
wurden sehr diinne Proben benutzt, die durch Aufdampfen von Platin auf 
Glas hergestellt waren; 

d) beim Vergleich der theoretischen und experimentellen Ergebnisse haben 
wir den Warmeaustausch bei St6Ben von Phononen und Rotonen mit der 
festen Wand vernachlassigt. Dies ist méglich bei Temperaturen, die nicht 
allzunahe am A-Punkt liegen (nicht zu nahe bei 2,19° K). In der Umgebung 
des j-Punktes dagegen vergréfert eine Beriicksichtigung dieses Effekts die 
oben angegebenen Werte um den Faktor 1,5—2. 

ANDRONIKASCWHILI und MrrsKAJA [34] maBen ebenfalls die Temperatur- 
differenz, die sich zwischen einem im fliissigen He II hangenden Konstantan- 
draht und dem Heliumbad einstellt, wenn vom Draht eine bestimmte Leistung 
abgegeben wird. Dieser Versuch wurde so durchgefiihrt, daB es nur moglich 
war, eine untere Grenze fiir die auftretende Temperaturdifferenz anzugeben. 
Die in diesen Versuchen gewonnenen unteren Grenzen fiir die erwahnte 
Temperaturdifferenz stimmen mit den Aussagen der Theorie iiberein. 

Aus dem oben Gesagten geht hervor, daf& der Warmeaustausch zwischen einer 
festen Wand und fliissigem He II sehr erschwert ist. Man kann die Maximal- 
geschwindigkeit der normalen Bewegung v, ausrechnen, die im fliissigen He IT 
auftritt, wenn man in dieses einen festen Kérper bringt. Der Konvektions- 
Warmestrom in He II betragt 


Of1 To U,, 


(o ist die Entropie der Masseneinheit des He II). Ein maximaler Warme- 
strom ergibt sich, wenn sich der feste Kérper auf dem absoluten Nullpunkt 
der Temperatur befindet. Dann hat der Strom Wecn nach (14,8) den Wert 


Of1 47° (ea)* 
bx tilecihahelt 


(7' ist die Temperatur des He II). Setzen wir beide Stréme gleich, so erhalten 
wir als Maximalwert fiir die normale Geschwindigkeit v,, 
=. 470° (kT')* F (c,/c,) 

op T'o 15 (22hey)8 


Un max (16,1) 
Dieser Wert ist bei einer Temperatur von 2° K von der GroBenordnung 
1 mm/sec. Bei tieferen Temperaturen wird vp max groBer und strebt einem kon- 
stanten Grenzwert zu (bei tiefen Temperaturen andert sich die Entropie o 
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mit der Temperatur nach einem kubischen Gesetz)?) 


c 3 
Up max = Cn () F (c,/¢). (16,2) 
Or \C 
Die Grenze zwischen dem Festkérper und dem fliissigen Helium hat einen 
hohen Warmewiderstand. Wenn gewisse Bedingungen erfillt sind, ist dieser 
Widerstand gréBer als der Warmewiderstand des festen Korpers selbst. Nach 
(14.8) betriigt der Warmestrom zwischen dem festen K6rper und dem 
fliissigen He IT 
AW = K(f*— T' ~4kKT?(T— 1), 

5 4 
Wes or 420° k . (16,3) 
OF 15 (2ahce,)* 
Lsei die Dicke des festen Korpers, x seine Warmeleitfaihigkeit. Bei hinreichend 
kleinen Abmessungen /, bei denen die Bedingung 


= > 4kT? (16,4) 


erfiillt ist, wird offenbar der Warmewiderstand der Grenzschicht gréBer als 
der Warmewiderstand des festen Kérpers. Wir bestimmen fiir diesen Fall die 
Temperatur 7 eines festen Kérpers, der mit fliissigem He II umgeben ist; 
dieses soll an einer Seite des festen Kérpers die Temperatur 7’, an der anderen 
Seite 7, haben. Da der Warmewiderstand des Kérpers selbst verhiltnis- 
maBig klein ist, ist seine Temperatur konstant, d.h. unabhangig vom Ort. 
Der Wert dieser Temperatur ergibt sich aus der Bedingung, daB die Warme- 
stréme an der linken und an der rechten Grenze des festen Korpers gleich 
sein miissen. Nach der Beziehung (16,3) gilt also 


KT! 174) = K(T* — Days 
Wir erhalten daraus 


1 

Ti = = (Ti+ 7). (16,5) 
Man kann sagen, daB die gesamte in dieser Arbeit durchgefiihrte Analyse 
nur fiir den Fall einer Grenzschicht zwischen einem festen Korper und einer 
Quantenfliissigkeit gilt. In den iblichen Fliissigkeiten kann man nicht von 
einzelnen Elementaranregungen sprechen. Im Fall des Wirmeaustausches 
zwischen einem festen Korper und einer tiblichen Flissigkeit ist kein Faktor 
vorhanden, der den Energieaustausch begrenzt. An einer solchen Grenze 
tritt also kein Temperatursprung auf. In diesem Fall ist auch der Umstand 
wesentlich, daB die iiblichen Flissigkeiten eine endliche Warmeleitfahigkeit 
besitzen. Der Warmewiderstand der Flissigkeit im Volumen ist groBer als 
der Warmewiderstand der Grenze gegen den Festkérper, und dies fiihrt zu 


1) Bei hinreichend tiefen Temperaturen ist der Phononenanteil der Entropie ph wesent- 
lich; er betragt 
1625 k(kT)® 
ph ~ 450n (2ahen)* 


29* 
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einer Aufteilung der Temperaturdifferenz auf den festen Korper und die 
Flissigkeit innerhalb ihres gesamten Volumens. Das He II dagegen besitzt | 


eine praktisch unendlich groBe Warmeleitfahigkeit, und der Warmewiderstand 
des Heliums im Volumen verschwindet also (die Temperatur im Innern des 
fliissigen Heliums ist konstant). Infolgedessen stellt sich die Temperatur- 
differenz zwischen dem festen K6rper und dem He II in Form eines Sprunges 
an der Grenze ein. 


17. Durchgang des zweiten Schalls durch Metallplatten. 
Absorption des zweiten Schalls in den Wanden eines zylindrischen GefaiBes 


Der groBe Warmewiderstand einer Grenze zwischen einem festen Kérper und 
dem flissigen He II ist verantwortlich fiir den anomal geringen Durchlassig- 
keitskoeffizienten diinner Metallfolien fiir den zweiten Schall, wie er von 
OSBORNE [28] beobachtet wurde. Wir sehen 
die Bedingung (16,4) als erfillt an. 

Auf einer Platte mdge in senkrechter Richtung 
eine ebene Welle des zweiten Schalls auftreffen. 
Der Energiestrom des zweiten Schalls J links 
von der Platte lat sich dann folgendermafen 
darstellen: 


J, = (J, e*#* — Jae-***) eto, (17 


Hierbei sind J, und J, die Amplituden des 
Energiestroms in der einfallenden und der 


Bild 10. 


reflektierten Welle, u, ist die Geschwindigkeit 


des zweiten Schalls. Nach der Kontinuitats- 


gleichung fiir die Entropie werden die Temperaturschwankungen im He II 


links von der Platte durch folgenden Ausdruck gegeben: 


1 ; 
T, = us (J, e%? 4 Je-tk2) e-iot (17,2) 


(C ist die Warmekapazitat des He IT, bezogen auf die Volumeneinheit). 


Ganz analog betragt der Energiestrom des zweiten Schalls rechts von der 
Platte 


J, = Jyetke—iot (17.3) 


die Temperaturschwankungen werden gegeben durch 


T,= 


1 
ike—iot 
Cn J3e ; (17,4) 
Beim Durchgang des zweiten Schalls durch die wirmeleitende Platte bleibt 
ihre Temperatur, falls die Bedingung (16,4) gilt, iiber die ganze Dicke hin 
konstant, aber verschieden von der Temperatur in dem Fall, da8B kein zweiter 


Schall vorhanden ist; die Temperaturdifferenz bezeichnen wir mit 7’. Die | 


Kontinuitatsgleichung fiir die Energiestréme an der linken und rechten Grenz- 


flache lautet dementsprechend 
Bes = 4 KT (Ty. 20) — T’) = Jget*! = 4KT3(T” — Tyigen) (17,5) 


(7 ist die Temperatur des He II). 

Infolge der geringen Dicke der Platte kénnen wir die Phasenanderung beim 
Durchgang des zweiten Schalls durch diese Platte vernachlissigen (kl < 1). 
Wir setzen in (17,5) die Ausdriicke (17,2) und (17,4) fiir 7, und 7, ein und 
vernachlassigen hierbei die Phaseninderung; dann erhalten wir 


J, +d J. 
J,—J,=4k72 (| FE La ean Bee 3 Baek) Sat 
1 2 KT ( G r") s= 4kKT (7 aah (17,6) 


Up 


Daraus lassen sich leicht die Gré8en J, und J, bestimmen 
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1 
J,=J, RT’ (17,7) 
1 
Cus 
4KT3 1 
| gg 
caves Cu, | , 4KTS ih,8) 
: Cus 


Der Durchlassigkeitskoeffizient fiir den zweiten Schall wird definiert als J3/J,; 
r ist also 
| ee 2 ee 1 
Te Pa, Was 
Sd Cue 

as Verhaltnis 4k7'3/Cu, ist bei allen Temperaturen wesentlich kleiner als 

ins. Bei sehr niedrigen Temperaturen, bei denen die spezifische Warme C 
des He II ausschlieBlich durch die Phononen bestimmt wird, geht der Durch- 
dassigkeitskoeffizient fiir den zweiten Schall gegen einen konstanten, nicht 
mehr von der Temperatur abhangigen Grenzwert. In diesem Fall haben wir 
4n® k-(kT)3 C 

STII 9 edi oth Sa xn 

C= Con = 45 Gichen)® “* — V3 


(17,9) 


Setzen wir diese Ausdriicke in (17,9) ein, so ergibt sich 


= 2 
(F) = & 73 (#) F (c:/¢) (17,10) 
J,/7+0 OF Cr 

‘fir Platin betragt dieses Verhaltnis 2,5 - 10-4). 

Das Vorhandensein eines Temperatursprunges an der Grenze zwischen dem 
*esten K6rper und dem fliissigen He IT ist von wesentlicher Bedeutung fiir die 
‘Reflexion des zweiten Schalls an einer festen Wand. Auf die ebene Grenz- 
ilache zwischen dem He II und einem festen Korper, der den anderen Halb- 
’aum einnimmt, mége in senkrechter Richtung eine ebene Welle des zweiten 
schalls auftreffen. Wir legen den Koordinatenursprung in diese Grenzflaiche, 
lie x-Achse stehe senkrecht darauf. Der Energiestrom im He II und die 
Lemperaturverteilung werden durch die Ausdriicke (17,1) bzw. (17,2) 
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bestimmt. Die Temperaturverteilung im festen Korper wird gegeben durck] 
die Warmeleitungsgleichung 
oT Gil & i 

—— = a 17,11 
Cr ot" Oe Oral 
Wir bezeichnen die Temperatur der festen Wand mit 7, und finden aud 
(17,11) | 
T ==, exp [_— VCszia]x - a] ef, (17,124 
Die Kontinuitat der Energiestréme an der Grenze zwischen dem Helium 
und dem festen K6rper liefert zwei Bedingungen, namlich 

JI, +d. i) 
feel Bas Ves ae —— = 17,134 
J,—J,=4KT Ou T| x Re (Fee ( 


) 
= 


Der Ausdruck, der in (17,13) zwischen den beiden Gleichheitszeichen steht} 
ist der Energiestrom, der durch den Temperatursprung an der Grenze hervor# 
gerufen wird Wir setzen in (17,13) den Ausdruck (17,12) fiir 7’ ein und elimij 
nieren aus unseren Bedingungen die GréBe 7’). Wir erhalten so eine Beziehun 
zwischen den Strémen J, und J, 

4KT?/Cu, , 4KT?/Cug (17,14 
14+4KT? V2/Cpxo 144KT%V2/Cpxo) 
Wie schon erwahnt, gilt die Ungleichung 

Cu,/4KT8 > 1. 


Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache erhalten wir aus (17,4) folgende 
Ausdruck fiir den Reflektions- und den Durchlassigkeitskoeffizienten de 
Grenzschicht gegen den festen Kérper fiir den zweiten Schall: 


Reflektionskoeffizient : 
oe 9 


naa (I 


Tole = (17,14 
Cs = " be | 
Durchlassigkeitskoeffizient : 
J,— Jd, 2 


(17,14 


CUy 1 +y 2 
4KT® Cpxw 


Im Nenner der Formel (17,16) steht die Summe der Warmewiderstiinde d! 
Grenzschicht 1/4K7? und des festen Kérpers ¥2/Cpx@. Wenn der fes: 
Korper eine hohe Warmeleitfahigkeit besitzt, wird die Reflektion d 
zweiten Schalls vorwiegend durch den Warmewiderstand der Grenzschic} 
bedingt. Bei einer geringen Warmeleitfahigkeit des festen Korpers dageg¢ 
wird die Reflektion durch den Warmewiderstand des festen Korpers hb 
stimmt. Infolge der Bedingung Cu,/4K7° > 1 ist der Reflektionskoeffizie: 
des zweiten Schalls nur wenig verschieden von Eins. 
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P 2 
2/7, = — —___________., (L717) 
2Q C 1 2 
Uy a a ie S 
4KT3 Cpxo 


ierbei ist P der Umfang des Zylinders, Q sein Querschnitt), Fur einen Kreis- 
linder erhalten wir also 


1 At 


ris 4 9 
rE + Vorno 


ie Formel (17,18) gibt den Absorptionskoeffizienten des zweiten Schalls an 
Wanden eines zylindrischen GefiBes infolge der Warmeleitfahigkeit der 
ande und des Temperatursprunges an der Grenze zwischen dem fliissigen 
ell und dem festen Kérper an Der Absorptionskoeffizient des zweiten 
halls an den Wanden eines zylindrischen GefaBes wurde von PESCHKOW[38] 
rechnet. Er setzt sich zusammen aus drei Anteilen, die auf den Verlusten 
ch innere Reibung, durch Warmeleitung und schlieBlich durch Rand- 
kte beruhen. Der auf Verlusten durch innere Reibung beruhende Anteil 
Absorptionskoeffizienten hat nach [38] den Wert 


Debs 0571) eal 
Des eh | et (17,19) 


ie Warmeleitungsverluste werden in der genannten Arbeit nicht vollstandig 
wiicksichtigt; es fehlt eine Behandlung des Temperatursprunges an der 
renze zwischen dem festen Korper und dem fliissigen Helium, durch den die 
Be y, wesentlich beeinfluBt wird. Wir erhalten schlieBlich fiir den 
jbsorptionskoeffizienten des zweiten Schalls an den Wanden eines Zylinders 
it Hilfe von (17,18) und (17,19) den Ausdruck 


= (17,18) 


Lo, On @ 1 il 


= — ee -}- re: 17,20 
Us 0 On 2 rOuU, 4 9 Yre ( ) 


q 4KT8 a Jp HO 

jus Glied y,, beruht auf Randschichteffekten. 

.e Absorption des zweiten Schalls an den Wanden ist nur bei geringen 
Pullveennen wesentlich. Bei hohen Frequenzen ist die Volumen- 
fsorption, die von der Frequenz nach einem w?-Gesetz abhingt, wesentlich 
{6Ber als die Oberflicheneffekte. 

Bei einer Schallausbreitung langs der Achse eines Rohres ist der Zusatzfaktor 2 im 
(nner von (17,17) anzubringen. Er beruht darauf, daB bei der Schallreflektion, wie aus 
{} Formel (17,2) hervorgeht, die Temperatur 7 praktisch doppelt so hoch ist wie die 
/mperatur in der einfallenden (fortschreitenden) Welle. 

| 
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DINGLE [18] unterlief bei der Behandlung der Absorption des zweiten Scha 

an den Wanden eines zylindrischen Rohres ein grober Fehler. Er hatte « 
Koordinaten in Richtung der Achse und senkrecht zur Wand mit dem gleick 
Buchstaben bezeichnet. Da er dies spiter iibersah, machte er keinen Untii 
schied zwischen der Differentiation der Geschwindigkeit v, nach den vi 
schiedenen Richtungen. Infolgedessen enthalt sein Ausdruck fiir den / 
sorptionskoeffizienten ein physikalisches sinnloses Glied, in dem sich Effe' 
der Viskositét des He II und der Warmeleitfahigkeit der festen Wand v 
mischen. Nach Ansicht von DINGLE ist dieser Effekt so groB, daf er aij 
schlieBlich fir die Absorption des zweiten Schalls an den Wanden des Rohijj 
verantwortlich ist. ) 

Die Oberflacheneffekte bei der Absorption des zweiten Schalls wurden VP 
SINOWJEWA [16] beobachtet. In diesen Experimenten wurde die Dampfty 
des zweiten Schalls in einem zylindrischen Rohr bestimmt. Fir kleine Ei) 


quenzen anderte sich die Absorption nach einem Vw-Gesetz. Effekte, die +} 
der Warmeleitfahigkeit abhaingen, zeigten sich nicht; beim Ubergang ~# 
Glas zu Kupferwanden ergab sich keine merkliche Anderung der Absorpt‘ti 
Dies wird dadurch erklart, da& infolge des hohen Warmewiderstandes # 
Grenzschicht fester Korper — flissiges He II der zweite Schall am feck 
Kérper praktisch vollstindig reflektiert wird, da8 also die Tempera‘ 
schwankungen nicht in ihn eindringen kénnen. Dies ergibt sich unmitted 
aus der Formel (17,20), in der infolge des hohen Wertes der GréBe 1/Kil 
die den Warmewiderstand der Grenze kennzeichnet, das zweite Glied | 
wesentlich wird. i 
Die von SINOWJEWA gemessenen Werte des Absorptionskoetfizienten }} 
zweiten Schalls stimmen mit dem von der Formel (17,20) gelieferten 4 
uberein. ; 
Uber setzt von H. Vcu 
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Neuere Messungen mit Hilfe der Molekularstrahltechnik | | 
Von CH. SCHLIER 


Inhalt: . 
Hinleitung — §1. Nachweisprobleme: a) Langmuir-Taylor-Detektor, b) Univer»} 
detektor, c) Nachweisgrenze, d) Halbleiterdetektor — § 2. MaBnahmen zur Intensitiij 
erhdhung: a) Fokussierung, b) Neue Ofen — § 3. Anwendungen ohne Hochfrequei| 
a) Geschwindigkeitsverteilung, b) Chemische Reaktionen, c) Lichtquellen etc. — § 4. 
sonanzmessungen: a) Radioaktive Atome, b) Metastabile Atome, c) Angeregte Atow 
d) Oktopolmomente, e) Sonstige Resonanzmessungen, f) Elektrische Resonaif 
messungen. 


Einleitung 


Die Molekularstrahltechnik, die von Stern und Mitarbeitern in die Re 
der modernen Experimentiertechniken eingefiihrt und von RABI [RAB 4 
mit der Hochfrequenzspektroskopie verbunden wurde, hat sich seither? 
einem immer vielseitigeren und in seiner Bedeutung nicht nachlassen 
Arbeitsgebiet entwickelt. Ein groBer Teil unserer Kenntnisse tiber Kernspil 
und Kernmomente beruht auf Messungen an Molekularstrahlen, dazu viel 
aus Atom- und Molekiilphysik ; iber ihren Wert zu reden ist daher nicht weit 
notig. 
Leider steht die Molekularstrahltechnik in dem Ruf, zu den besonders schv? 
rigen experimentellen Methoden zu gehéren. Von daher ist es wohl zu vé 
stehen, daB der tiberwiegende Teil der Arbeiten, die mit dieser Methwi 
gemacht wurden, aus der Schule von RABI hervorgegangen ist und in of 
USA durchgefihrt wurde. In der letzten Zeit ist jedoch auch wieder in Kura} 
eine steigende Zahl von Molekularstrahl-Arbeiten gemacht worden. 
Im folgenden ist im wesentlichen die Entwicklung der Molekularstrahltech i 
und der MeBmethoden mittels Molekularstrahlen seit 1950 dargestell')| 


1) Der Plan zu vorliegendem Bericht entstand vor mehr als einem Jahr, als es prakti#| 
keine neueren zusammenfassenden Berichte iiber das behandelte Gebiet gab. Die letzt) 
waren die von ESTERMANN und KELLOG und MILtMAN [EST 46, KEL 46] und it 
das Teilgebiet der Kernmomentmessung mittels Molekularstrahlen die Abschnittde 
RaMSEYs Buch iiber Nuclear Moments [RAM 53, vgl. RAM 53a], in deutscher Spray: 
einige gréBere Abschnitte in KOPFERMANNs Buch iiber Kernmomente [KOP 40]. 
zwischen ist das ausfiihrliche Buch von RaMSEyY [RAM 46] und ein kleines Buch 4 
SmitH [SMI 55] erschienen, in denen das Gesamtgebiet von Anfang an dargest? 
ist und auf die verwiesen sei. In deutscher Sprache waren die einschligigen Abschnit 
(etwa 60 Seiten) aus der neuen Auflage des ,,KOoPFERMANN“ zu nennen [KOP 66]; 4 
dieses Buch sei insbesondere auch beziiglich der Theorie der Hyperfeinstruktur, die 
nicht zum Thema gehdért, hingewiesen. 
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Dabei ist nicht erstrebt worden, jedes der behandelten Teilgebiete in gleicher 
Ausfihrlichkeit darzustellen. Ganz weggelassen sind die Arbeiten tiber Ad- 
sorption an Oberflichen (soweit sie nicht fiir den Molekularstrahlnachweis 
interessieren) und alle Streuexperimente. 

Zum Aufbau einer typischen Molekularstrahl- (Resonanz-) Apparatur ver- 
gleiche man Bild 12 und Bild 8 und den Anfang von § 4. 

Beziiglich der Bezeichnungsweise sei erwahnt, daB fiir ,,Atom- und Molekil- 
strahlen‘“’ das Sammelwort ,,Molekularstrahlen“ gebraucht wird. Bei Ex- 
perimenten, die nur mit Atom- oder Molekiilstrahlen gemacht werden, wird 
ie betreffende Bezeichnung verwandt. 


§ 1. Nachweisprobleme fiir Molekularstrahlen 


Neben dem Ofen, der den Molekularstrahl erzeugt, ist ein besonders wichtiger 
Bestandteil einer Molekularstrahl-Apparatur in fast allen Fallen der Detektor 
zum quantitativen Nachweis des Strahls. Es gibt eine ganze Reihe von Még- 
lichkeiten, einen Molekularstrahl nachzuweisen [RAM 456, 8. 374; SMI 455, 
S. 8]; Bedeutung erlangt haben indessen nur einige wenige, die beziiglich 

mpfindlichkeit und Zeitkonstante giinstig sind. Diese Eigenschaften be- 
‘stimmen ja, mit welcher Mindestintensitét man arbeiten mu8 und wieviel 
eit fiir irgendeine Messung, meist aus vielen Hunderten von Me8punkten 
bestehend, aufgewandt werden muB. 

r Molekularstrahl-Nachweis bei radioaktiven Substanzen geschieht meist 
urch deren Radioaktivitat selbst und ist in § 4a beschrieben. Fur permanente 
Gase wurde bisher meist das STERN-PIRANI-Manometer [RAM 56, 8. 389] 

Is Nachweisgerat verwandt; doch wird dieses wohl allmahlich dem unten 
beschriebenen ,,Universaldetektor“’ weichen. Die wichtigsten Nachweis- 
ethoden beruhen darauf, die Teilchen des Strahls zu ionisieren und als 
Ionenstrom zu messen. Die klassische Methode hierfir ist die Oberflachenioni- 
ation an einem heiBen Wolframdraht (,,Langmuir-Taylor-Detektor“ [TAY 
9]), wohl die absolut empfindlichste Nachweismethode fiir Molekularstrahlen 
iiberhaupt, aber leider nur fiir eine beschrinkte Anzahl von Substanzen 
anwendbar (siehe unten). Auch zum Nachweis von metastabilen Atomen be- 
nutzt man die Oberflichenionisation, vgl. §4b. Seit einigen Jahren wird 
auBerdem die Ionisation durch Elektronenbombardement angewandt, die 
fiir jede Substanz brauchbar ist, daher wird ein solcher Detektor auch ,,Uni- 
versaldetektor‘‘ genannt. Hier bestehen noch groBe Chancen fir die 
‘Molekularstrahltechnik, zumal die bisherigen Entwicklungen noch nicht 
ptimal zu sein scheinen. Wegen der groBen Bedeutung wird unten ausfihr- 
lich darauf eingegangen. Anhangsweise ist schlieBlich noch der Halbleiter- 
etektor erwahnt, eine Neuentwicklung, die aber vorlaufig keine grobe 
Bedeutung fiir die Molekularstrahl-Arbeit hat. 


a) Untersuchungen zum Lanemurr-T'aytor-Detektor 


Der LANGMUIR-TAYLOR-Detektor oder Oberflichenionisations-Detektor ist 
ibisher der wichtigste Detektor fiir Molekularstrahlen tiberhaupt. Fir die 
‘Substanzen, fiir die er gut geeignet ist, K, Rb, Cs und ihre Salze, ist er der 
empfindlichste Detektor, den es bisher gibt bei gentigend kleiner Zeit- 
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konstante. (Daher ist es auch tblich, neue Versuchsanordnungen, soweiti} 
mdglich, zunachst mit einer solchen Substanz auszuprobieren.) 
Die Wirkungsweise ist die folgende: Fallt ein Teilchen, z. B. ein K-Atom aufil 
eine heiBe Metallflache (normalerweise Wolfram), so dampft es nicht als! 
neutrales Atom ab, sondern als Ion, wenn die Austrittsarbeit @ der Oberflachei 
groBer als die Ionisierungsarbeit U; des betrachteten Teilchens ist. Genauer 
[vg]. DAT 56]: die Zahl der als Ionen abdampfenden Teilchen n, verhalt sich 
zu der Zahl der neutral abdampfenden n, wie I 
nN, Yor oy. e(eee eg , 

= ( . exp LT (1) 


(SAHA-LANGMUIR-Gleichung), wo r die Reflexionskoeffizienten fir das Ion| 
bzw. Atom (normalerweise gleich 0) und w die statistischen Gewichte (fii 
K ist w,/w) = 3/2) sind. Der erste Klammerausdruck in Gleichung (1) wird 
in der Literatur meist weggelassen. 
Als Detektor benutzt man normalerweise einen heiSen Wolframdraht. (Die: 
benutzte Temperatur ist im wesentlichen eine Frage der Zeitkonstanten unaj 
des stets vom Draht abdampfenden Untergrundes.) Ohne besondere MaBf 
nahmen ist er als Detektor fiir K, Rb, Cs geeignet. Durch Oxydation kan 
man @® auf etwa 6,2 V erhdhen; damit ist Na, Li, In, Ga, Tl einfach nach] 
zuweisen. Die Verhialtnisse sind aber durch bloBe Anwendung de 
Gleichung (1) nicht ganz zu erfassen. Man sieht das an den Schwierigkeitem 
Ba (U,; = 5,21 V) nachzuweisen [HAY 41]; hier bildet sich offenbar einw 
BaO-Schicht ganz niedriger Austrittsarbeit. Man nimmt hier besser einen 
heiBen, nicht oxydierten Wolframdraht und nimmt den aus Gleichung (1 
folgenden kleinen Wirkungsgrad in Kauf. 

Die Nachweisgrenze des Detektors ist gegeben erstens durch den benutz:) 
ten Verstarker fiir den Ionenstrom. Bei Gleichstromverstarkern mis 
hochohmigem Eingang (Elektrometerréhre oder Schwingkondensaton 
Reing © 10! Q) kann man 10-16--. 10-15 A als Grenze ansetzen; bei Ver 
starkung mittels Multiplier konnen noch einzelne Ionen nachgewiesen werdeit 
[LEW 49], d.h. Stréme von etwa 10-!° A. Die iibliche Detektorflaiche isi 
10-4 --- 10-3 cm?, daraus kann man die untere Grenze der brauchbare4 
Molekularstrahlstromdichten berechnen. Zweitens aber ist der Untergruni 
von Ionen, den jeder Wolframdraht abgibt, maBgebend. Er hangt vont 
Material, von der Temperatur, von einer evtl. Alterung (lingeres Ausglther}| 
und vom Restgasdruck, auch von der Art des Restgases ab. Fiir Versuche mit 
K (gut ausgeheizter, sauerstoffreier Draht von etwa 1300° K) ist der Ionens| 
untergrund vielleicht 10-14 A/em?, von diesem Untergrund stéren bei Mess) 
sungen nur die Schwankungen, die aber starker sind als einem normale: 
Schrotteffekt entsprechen wiirde. Man darf wohl annehmen, daB hier eine Ant 
Funkeleffekt auftritt, wie er von Gliihkathoden bekannt ist. Fiir den Nach 
weis der Substanzen, bei denen der Detektorwirkungsgrad kleiner als 1°); 
ist, ist im allgemeinen ein Massenspektrometer erforderlich, das die Untex 
grundionen anderer Massen abtrennt. Zur Verstiirkung wird dann fast imme 
ein Multiplier benutzt. LEw [LEW 49] arbeitete beim Al-Nachweis (Wi'!+ 
kungsgrad n,/n) ~ 10-°) bei einer Intensitét von etwa 1000 Ionen/sec. Noo 
wesentlich niedrigere Ionenstréme sind wegen der statistischen Schwan} 


No 
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kungen (d. h. des Schrotteffektes des Ionenstromes selbst) bei verninftigen 
Mef8zeiten kaum brauchbar. 
Die Entwicklung der letzten Zeit ist im wesentlichen in zwei Richtungen 
gegangen: erstens hat man durch Probiermethoden versucht, den Kreis der 
mit dem LANGMUIR-TAYLOR-Detektor nachweisbaren Atomarten zu er- 
weitern, um auf sie die vielseitigen Methoden der Hochfrequenz-Spektro- 
skopie anzuwenden. Wenn der Wirkungsgrad (Ionisierungswahrscheinlich- 
keit) dabei zu klein war, hat man sich mit Massenspektrometern und 
Multipliern zum Nachweis der schwachen Ionenstréme geholfen. So wurde 
auBer den obengenannten noch Al [LEW 49], Pr [LEW 53] und La [LEW 56] 
nachgewiesen. Fiir Pr nahm LEW nach langeren Versuchen, bei denen Pt, W, 
Nb und Mo ausprobiert wurden, als Material fiir den ionisierenden Draht 
schlieBlich Mo, was zwar einen niedrigeren Wirkungsgrad als W ergibt, aber 
den Vorteil hat, daB die Zeitkonstante der Ionisierung (Verweilzeit der Atome 
auf dem Draht) kleiner ist (bei 2070°K: 3 sec, 1870°K: 30 sec!). 
AuBer den genannten Atomen sind auch viele Molekiile, die ein solches Atom 
enthalten, nachweisbar [ROD 32]. 
Weiterhin kann man durch Oberflaichenionisation an einem heiBen Draht 
negative Ionen von Substanzen hoher Elektronenaffinitat U, erzeugen. Bisher 
sind so Cl [DAV 496], Br[KIN 54] und J [JAC 54] nachgewiesen worden. Der 
Exponentialfaktor in der Gl. (1) entsprechenden Gleichung fiir n-/n  lautet 
hier exp e (U, — ®)/kT. Man muB sich also hier bemithen, ® klein zu machen 
und hat insbesondere durch Verwendung von mit Thorium aktiviertem 
Wolfram (®@ = 2,6 V) den Wirkungsgrad von etwa 10-4--- 10-® (bei reinem 
Wolfram mit ® = 4,55V) auf einige Prozent steigern konnen. TRISCHKA fand 
sogar fiir negative Cl--Ionen von CsCl Wirkungsgrade bis 60%. Fluor scheint 
+ trotz hoher Elektronenaffinitaét mit dieser Methode schlecht nachweisbar zu 
isein. Uber weitere Méglichkeiten ist nichts Genaues zu sagen, da die Elek- 
tronenaffinitaten wenig bekannt sind. 
Eine zweite Gruppe von Versuchen hat als Hauptziel die Erforschung der 
mit der Oberflachenionisierung verbundenen Oberflachenphinomene und 
-benutzt dabei die Molekularstrahl-Technik als Hilfsmittel. Diese Methode 
_wurde von CopLey und Puipps [COP 35] angegeben und hat manche Vorteile 
gegeniiber einer Untersuchung in einem von Dampf erfillten Raum: Es 
lassen sich stérende Photoelektronen und Isolationsschwierigkeiten eher ver- 
meiden, und man kann durch plotzliches An- und Ausschalten des Strahls 
Vorginge und nicht nur Gleichgewichte untersuchen. 
Von der letzteren Méglichkeit hat KNAUER Gebrauch gemacht [KNA 49], 
um die Verweilzeit von K und Cs auf der Wolframoberflache zu untersuchen. 
. Die Deutbarkeit der Vorginge bei der Ionisationdurch die SAHA-Gleichung (1) 
mit dem Exponentialfaktor exp e (® — U;,)/kT zeigt ja, daB die Atome auf 
: der Oberfliche in eine Art thermisches Gleichgewicht kommen miissen, d. h. 
einige Zeit adsorbiert sind. KNAUER konnte durch periodisches An- und 
-Abschalten des Strahls und Beobachtung des Ionenstromes mit einem Oszillo- 


| graphen die Verweilzeit messen. Sie ist 
f 
1 


fiir K : 10-3 sec bei 1690°K, 10-* sec bei 2200°K 
fiir Cs : 10-3 sec bei 1360°K, 10-* sec bei 1600°K. 


j 
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Wesentlich kiirzere Zeiten konnten wegen der Zeitkonstanten der elektrischen) 
Anordnung nicht gemessen werden. Das Fehlen eines sofortigen Anstiegsy 
nach dem Freigeben des Strahls zeigt, da8B die Zahl der sofort (ohne meBbar f: 
Verweilzeit) ionisierten Atome sehr klein (< 1%) ist, diese Zahl wird tblicher-) 
weise durch den ,,lonen-Reflexionskoeffizienten‘‘ r, gemessen. Weiter ists) 
sicher, daB8 nicht zwei Verweilzeiten gleicher GréBenordnung (etwa vert. 
schiedene Verweilzeiten fiir Atome und Ionen) vorhanden sind. 

Die Untersuchung der Oberflaichenionisation ist in letzter Zeit von DATZ undi| 
TAYLOR wieder aufgenommen worden [DAT 46]. Sie untersuchen dieif 
Temperaturabhangigkeit der Ionisierungsausbeute auf Wolfram und Platin: 
und einer Legierung aus 8% W und 92% Pt fiir die fiinf Alkalien und diei | 
Kaliumhalogenide. Fir K auf W entspricht das den Messungen von COPLEY?) 
und PHIPPS und brachte die gleichen Ergebnisse. Auf Pt dagegen ergeben | 
sich Kurven, die durch die SAHA-Gleichung (1) unter verniinftigen Annahmen | 
tiber 7) und 7, nicht zu erklaren sind. DATZ und TAYLOR nehmen daher einai é 
endliche Wahrscheinlichkeit r, dafiir an, daB das auftreffende Teilchen nicht) 
mit der Oberflache ins Gleichgewicht kommt, sondern sofort abgedampftl! 
(reflektiert) wird. Die Gleichung (1) ist dann in i 
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abzuandern, wo n,/nz das Verhaltnis von abdampfenden Ionen zu auftreffen~. 
den Teilchen ist. Unter dieser Annahme bekommt man fiir 7, Werte zwischem 
0,05 und 0,5, die noch etwas temperaturabhangig sind. Noch schwieriger’ 
sind die Verhaltnisse bei Kalium-Halogeniden auf Pt zu verstehen. | 


b) Der Universaldetektor 


Wie oben dargelegt, sind der Nachweis durch die Ionisierung an einer heiBew 
Oberflache sowie die anderen Detektoren durch ihre Beschrankung aut 
jeweils eine kleine Klasse von Substanzen ein Hindernis zur Ausweitung der | 
Molekularstrahluntersuchungen. Ein universell verwendbarer Detektor ists | 
deshalb von gréBtem Wert. Ein solecher wurde 1953 von WESSEL und LEW 
[WES 53] in der Form des ElektronenstoB-Ionisations-Detektors angegeben. | 


Obwohl die Erzeugung von Ionen durch ElektronenstoB im Massenspektro-), 
meter seit langem benutzt wurde, bedurfte es zu dieser Entwicklung einiger | 
Vorarbeiten. Das liegt an der geringen Zahl von Teilchen, die mit dem Detek- | 
tor nachgewiesen werden sollen. Waihrend man im Massenspektrometer?)! 
im allgemeinen Drucke von 10-5 Torr in der Ionenquelle hat, entspricht die | 
Zahl der Teilchen eines Molekularstrahls in einer iiblichen Apparatur einem | 
Druck von etwa 10-!... 10 18 Torr, wobei die letzte Zahl etwa der Grenze 
dex Empfindlichkeit eines LANGMUIR-TAYLOR-Detektors fiir K (ohne Ver-t 
wendung besonderer Hilfsmittel wie Massenspektrometer und Multiplier)| 
entspricht. 


1) Uber Ionenquellen und allgemeine Fragen der Massenspektroskosie s. z. B. [EWA 53. 
BAR 63]. | 
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WESSEL und LEw benutzten daher erstens die von HEIL [HEI 43] entwickelte 
Ionenquelle hoher Ergiebigkeit, zweitens einen Multiplier zur Verstirkung 
der schwachen Ionenstréme. Mit dieser Anordnung erreichten sie es, etwa 
jedes 3000te K-Atom zu ionisieren, wobei zum Vergleich die Ionisation des- 
selben Atomstrahls an einem heiBen Wolframdraht gemessen wurde, der 


- zusitzlich in der Ionenquelle angebracht war. 


Ein zweiter Detektor dieser Art wurde gleichzeitig von FRICKE gebaut; er 
erreichte, daB jedes 20te Atom des Strahles ionisiert wird [FRI 55]. 
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Bild 2. Die Ionenquelle des Universaldetektors [FRI 95] (Einzelteile auseinandergezogen). 


Die FrickeEsche Anordnung ist in Bild 1 und 2 dargestellt. Der Molekular- 
strahl fliegt durch einen Eintrittsspalt (0,4 x 6 mm) in ein Kastchen, wo er 
auf eine Lange von 10 mm?) von Elektronen aus zwei Wolframbandkathoden, 
die iber und unter dem Kastchen angebracht sind, getroffen wird. 

Die Elektronenbahnen werden durch ein longitudinales Magnetfeld von der 
GréBenordnung 200 Oe zusammengehalten; da die Elektronen an der gegen- 
iiberliegenden Seite des Kastchens nicht abgesaugt werden, sondern auf das 
Gegenfeld der zweiten Kathode treffen, pendeln sie im Kastchen hin und 
her, und es baut sich eine Raumladung auf, die die Elektronenstrome schlieB- 
lich begrenzt. Der Emissionsstrom hat normalerweise die GréBenordnung 


1) In der WESSEL-LEwschen Anordnung ist diese Strecke, auf der der Strahl ionisiert 
wird, wesentlich kiirzer; dies ist wohl einer der Griinde der geringeren Ausbeute. 
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10 mA bei Elektronenbeschleunigungsspannungen von 50 Volt. Die gebildeten 
Tonen werden mit etwa 30 Volt durch eine Ziehblende aus dem Kastchen 
abgesaugt und auf einige Kilovolt beschleunigt. Die Trennung der Massen 
geschieht durch einen 60°-Sektormagneten, dieser ist als Permanentmagnet 
ausgefihrt (Feldstairke 5300 Oe), und die Einstellung einer Masse erfolgt mit 
der Beschleunigungsspannung U,. Man kann damit den Massenbereich von 
etwa Masse 30 bis Masse 200 iiberstreichen (U» von 6000 --- 900 Volt). 

Zum Nachweis der Ionen wird ein Multiplier verwandt, wie ihn ALLEN 
[ALL 47] angab und wie er auch von LEw [LEW 49] fiir das erste in Ver- 
bindung mit Molekularstrahlen gebaute Massenspektrometer (welches aber 
als Ionenquelle einen LANGMUIR-TAYLOR-Detektor hatte) benutzt wurde. 
Die Ionen lésen auf der ersten Platte des Multipliers Elektronen aus (iiber 
die Ausbeute s. z. B. [PLO 51, vgl. a. BAR 54a]), die auf weiteren Platten 
durch Sekundaremission vervielfacht werden. Die Fokussierung der Elek- 
tronen geschieht dabei elektrostatisch durch geeignete Form der Platten. 
Die Platten bestehen aus einer Kupferlegierung mit 4% Beryllium und werden 
evtl. noch durch Hitzebehandlung ,,aktiviert“’. Diese Aktivierung ist leider 
nicht sehr luftbestaéndig, so daB man zum Beliften der Apparatur entweder 
eine Schleuse bauen mu8 oder einen langsamen Verstarkungsverlust (eine 
GroBenordnung bei normalem Betrieb jedoch erst in einigen Monaten ent- 
sprechend vielleicht 10 Stunden an der Luft) in Kauf nehmen muB. 

Die Luftempfindlichkeit eines Multipliers hangt wesentlich vom Material der 
Dynoden ab. MARPLE [MAR 55] gab einen Multiplier mit Messing-Dynoden 
an (die noch aktiviert und danach poliert wurden), dessen Verstirkung erst 
etwas stieg und dann in 400 Stunden an Luft auf+ 20% konstant blieb. Um 
die Luftempfindlichkeit ganz auszuschlieBen, kann man die Ionen mit un- 
gefahr 30 keV auf einen Szintillationskristall fallen lassen und den Lichtblitz 
mit einem abgeschmolzenen Photomultiplier nachweisen [RIC 50, SCH 6a], 
oder (besser, weil der Kristall bei IonenbeschuB leicht ermiidet) die Elek- 
tronen eines ersten Kupferberylliumprallblechs auf den Kristall fallen lassen 
[SCH 56]. 

Die Verstérkung eines ALLENschen Multipliers liegt bei 16 Stufen in der 
GréBenordnung 10’. Die ausgelésten Impulse kénnen entweder gezahlt oder 
mit einem Réhrenverstirker weiter verstirkt werden; im letzteren Fall ist 
man leicht in der Lage, trotz kleiner Zeitkonstante weit aus dem Rodhren- 
rauschen oder den Instabilitaten empfindlicher Gleichstromverstarker heraus- 
zukommen. Benutzt man eine Elektronensto8-Ionenquelle, so wire es wegen 
des vom Restgas herrithrenden Untergrundes unsinnig, die Ionen zu zahlen. 
Um hochste Empfindlichkeit zu erzielen, erweist sich folgende Anordnung als 
zweckmafig: Man unterbricht den Atomstrahl mit einer niedrigen Frequeuz, 
etwa 32 Hz, mittels eines mechanischen Zerhackers und nimmt als Verstarker 
einen schmalbandigen Wechselstromverstiirker mit phasen-gesteuertem 
Gleichrichter (,,Lock-in-Verstirker‘). Diese Anordnung verstirkt neben dem 
Signal vom Atomstrahl nur noch die im 32 Hz-Band liegenden Schwankungen 
des Untergrundes, nicht mehr den ganzen Untergrundstrom. 

Im Gegensatz zu einer haufig gehorten Meinung kann der Lock-in-Verstarker 
in linearen Systemen (d. h. solchen ohne Frequenzmischstufen) das Signal- 
Rausch-Verhaltnis bei einem ,,weiBen Rauschen“ (Rauschleistung Np ~ der 
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Bandbreite A f) nicht verbessern!), wohl aber bei ,,nicht-weiBem Rauschen‘, 
indem das Frequenzband, dessen Rauschen stért, von 0--- Af Hz auf z. B. 
32 --- 32+ Af Hz verlegt wird. Dieser Effekt bringt bei den betrachteten 
Massenspektrometerdetektoren eine Verbesserung des Stérabstandes um 
zwei GréBenordnungen [WES 53, FRI 55]. 

Mit dieser Anordnung konnte FRICKE eine Nachweisgrenze (entsprechend 
einem Signal-Rausch-Verhaltnis 1) von 10° Cd-Atomen/cm’, entsprechend 
einer Stromdichte von etwa 4 x 10° Atomen/cm? sec oder einem Atomstrahl 
von 108 Atomen/sec erhalten. Der Restgasdruck war hierbei 10-® Torr oder 
3 x 10% Teilchen/em* (die angegebene Atomstrahldichte entspricht 
3 x 10°” Torr). Die erreichte Empfindlichkeit ist so gro8, daB damit wohl 
alle verniinftig verdampfbaren Elemente in den Bereich derjenigen Mole- 
kularstrahluntersuchungen riicken, bei denen man nicht ttbermaBig hohe 
Nachweisempfindlichkeit braucht. Die geringe Verschiedenheit der Ioni- 
sierungsquerschnitte hat zur Folge, daB die Empfindlichkeit des Detektors 
von Substanz zu Substanz recht wenig schwanken wird. 

Ein weiterer Universaldetektor wurde in neuester Zeit von BERNHARD 
[BER 57] beschrieben. Hier war das Bauprinzip, méglichst hohe Lichtstirke 
des Massenspektrometers (Transmission von Ionenquelle bis Multiplier) zu 
erreichen. Dies ist, wie unten gezeigt wird, wesentlich fiir die erreichbare 
Empfindlichkeit und die Nachweisgrenze. 

Es wurde eine Ionenquelle mit elektrostatisch fokussiertem Elektronenstrahl 
[PIE 49], ein zylindersymmetrischer Magnet und ein Szintillations-Ionen- 
zahler [s. oben SCH 56] benutzt. Mit dieser Anordnung wird etwa jedes 
200te Strahlmolekiil ionisiert (Schaétzung) und jedes 5te Ion nachgewiesen. 
Die Nachweisgrenze liegt bei einigen 10° Torr, d. h. etwa ebenfalls 
bei 10° Teilchen/cm’. 


c) Theoretische Berechnung der Nachweisgrenze 


Eine solche Berechnung scheint in der Literatur itiber Massenspektrometrie 
nicht zu existieren; offenbar ist dieser Spezialfall eines Massenspektrometers, 
das nur auf hohe Grenzempfindlichkeit hin gebaut ist, nie untersucht worden, 
da man, wie oben erwihnt, normalerweise in der Ionenquelle mit 10’mal 
hoherer Teilchendichte arbeitet. 

Wir kénnen davon ausgehen, daB die Multiplierverstarkung so hoch ist, daB 
das Réhrenrauschen der Nachverstirkung nichts ausmacht, daf weiter alle 
Gleichspannungen so gut stabilisiert sind, daB sich von daher keine Schwan- 
kungen ergeben. Auch sollen selbstverstandlich Schwankungen der Atom- 
strahlintensitét ausgeschlossen sein. 


Es bleiben dann noch folgende Schwankungsquellen tbrig: 


1. Schwankungen der Stromdichte der pendelnden Elektronen. (Der Schrott- 
effekt des Elektronenstromes dagegen kann bei den hohen benutzten 
Strémen unberiicksichtigt bleiben.) 


1) Es gibt jedoch auch in diesem Fall eine Reihe praktischer Griinde zur Verwendung 
eines Lock-in-Verstarkers. 
30 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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2. Schwankungen des Gasdruckes in der Ionenquelle und damit auch des 
Partialdruckes der Substanzen, die auf der benutzten Masse M den Unter- 
grund ergeben (kurz: ,, Untergrundmasse'‘). 

3. Statistische Schwankungen des Partialdrucks der Untergrundmasse 
(Schrotteffekt des Untergrundes). 

4. Statistische Schwankungen des Signals vom Atomstrahl (Schrotteffekt des 
Signalstroms). 

Von diesen Schwankungen sollten 3 und 4 ein ,,weiBes‘‘ Rauschspektrum 

zeigen, bei 1 und 2 ist das nicht zu erwarten. Die Verbesserung des Stér- 

abstandes beim Arbeiten mit Lock-in-Verstirker wird wohl auf die Ver- 
ringerung dieser Stérungen beim Arbeiten im 32 Hz-Band zurickzufiihren 
sein. 


40 50 60 70 8090 100 «110 = 120, 730 40 «150 200 Masse 


Bild 3. Untergrundmassenspektrum, aufgenommen mit dem Universaldetektor [FRI 55]. Angegeben ist der 
Strom am Ausgang des Multipliers. Fiir Masse 153 bis 197 ist eine obere Grenze angegeben. 


Die Stérung 1) kann zum gro8en Teil durch eine Regelung der Elektronen- 
emission beseitigt werden, doch in einer HEILschen Ionenquelle wohl nicht 
vollstindig, da man ja nicht die Stromdichte der pendelnden Elektronen im 
Kastchen als MeBgréBe im Regelkreis benutzen kann, sondern nur den Strom 
auf die Anode oder eine Sonde. Uber die verbleibenden Schwankungen ist 
nichts bekannt?). 

Die Stérungen durch Vakuumschwankungen 2) kommen durch PumpenstéBe | 


und evtl. auch durch unregelmaBige Gasausbriiche an Oberflaichen. Erstere 
kénnen durch geniigende Zeitkonstanten in der Pumpleitung, letztere durch | 
gutes Ausheizen der Ionenquelle wohl sehr reduziert werden. Im ganzen | ; 


1) Messungen dariiber sind im Bonner Institut im Gange. 
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wird man eine gute Abkapselung der Ionenquelle anstreben und versuchen, 

sie durch zusitzliche Ionenpumpwirkung auf gutes Vakuum zu bringen. 

Die Effekte unter 3) und 4) kann man wie folgt abschiitzen: Es werden die 
nten folgenden Bezeichnungen eingefiihrt, der Index A bezeichnet den Atom- 

strahl, M das Restgas, soweit es zur TIonenmasse M beitrigt, S das Signal 

vom Atomstrahl, U das Signal vom Untergrund. 


J4, Js, Jp die Stréme, gemessen stets als Teilchenstrom in sec*t. 

N,,Ny die Teilchendichten (cm-*), wobei Ny als effektive Teilchendichte 
gedacht ist, d. h. alle Restgasmolekiile, die zur Untergrundmasse 
M beitragen, nach ihrem Anteil beriicksichtigen soll. 

V4, Vx, die Volumina, in denen die Tonisation stattfindet. Diese sei tiber 
diese Volumina als konstant gedacht. Jedes Volumen sei als 

V =F.1 gegeben, wo / die Strecke ist, langs der der Strahl 

ionisiert wird. F4 entspricht dann der Fliche des Atomstrahl- 

eintrittspaltes. 

Ws, Wy die Ionisierungswahrscheinlichkeiten in sec"? bei dem gegebenen 

Elektronenstrom. W,- dt ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein in 

. V , befindliches Strahlatom in dt ionisiert wird. — Mit geniigender 

Genauigkeit kann hier W4 = Wy gesetzt werden. (Werte von 
Tonisierungsquerschnitten s. [LAN 50.) 


«K die Wahrscheinlichkeit (dimensionslos), daB ein durch die Ionen- 
} quelle fliegendes Strahlatom ionisiert wird. 

c die (mittlere) Atomstrahlgeschwindigkeit. 

Ah die Transmission des Massenspektrometers, d. h. der Quotient: 
nachgewiesene Ionen/gebildete Tonen. 

v die Verstarkung des Multipliers, d. h. Anodenstrom dividiert durch 


den auftreffenden Ionenstrom. 


' Mit diesen Bezeichnungen erhalt man fiir den Signalstrom hinter dem Multi- 
) plier: Js = Kv Jy. Die Teilchendichte, die dem Atomstrahl J, entspricht, 
| ist N, = J,/(F4-c). Die Ionisierungswahrscheinlichkeit fir ein Teilchen in 
sec? erhalt man aus der Identitét J, Kt = N4 V4 Wat zu W,=K-cfl. 
‘Da sie fir das Restgas ebenso groB sein soll, d. h. Wy = Wa, ist der Unter- 
_grundstrom Jp = Ny Vu W,Av0=Ny Vu: KAv-eli. 

Nun ist fiir den Normalfall — solange man nicht das Vakuum in Jonenquellen 
»der geschilderten Art um mehrere GréSenordnungen verbessern kann — trotz 
+der Massenselektion noch J 5 < Jy. Falls Js > Jy ware, wiirde allein der 


 Schrotteffekt von Js die Nachweisgrenze ergeben. 
4 Im andern Falle ist fiir die Nachweisgrenze der Schrotteffekt des Stromes Jy 


4 maBgebend und man erhalt das Signal-Rausch-Verhaltnis S/R zu 
Js *, Kho J4 
V2AfJ, V2AfKAvraNy Vu ct 


i Hier ist das Zusatzrauschen, das der Multiplier durch die Statistik der 
| Elektronenauslésung beitrigt, durch den Faktor av beriicksichtigt. a liegt 
| zwischen 1 und 2 [vgl. ZIE 52] und soll weiterhin gleich 1 gesetzt werden. 


' 30* 


(3) 
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Man hat also mit Vy = Fy -l 
1 1 Ki 
V24f Vo VNuPu | 

Das Signal-Rausch-Verhaltnis wird also, abgesehen von der trivalen Ab-), 
hangigkeit von J, und Af, umso besser, je groBer 2 und K sind, und je kleiner» 
Ny - Fy ist, und zwar geht jeder Faktor mit seiner Wurzel ein. Ny ist imi 
wesentlichen vom Vakuum abhangig. Die Forderung, daB Fy klein sein soll, 
widerspricht in gewissem MaBe der, da& 4 groB sein soll, denn es ist schwer,r 
eine Ionenquelle zu bauen, bei der zwar viele, méglichst alle Iénen aus demi r 
genutzten Volumen V4, herausgezogen werden, jedoch méglichst keine ausip 
anderen Gebieten der Ionenquelle. Fiir K erreichte FRICKE schon K = 1/20.) 
so daB hier kaum viel zu verbessern ist. Anders ist es mit A, das normalerweise:} 
die GréBenordnung 10-* bis 10-* hat). Das Ziel muB sein, ein Massenspektro~) 
meter zu bauen, das bei durchaus begrenzter Massenauflésung M/A M eine 
Transmission von der Ionenquelle bis zum Auffinger hat, deren GréBen-) 
ordnung | ist. Es erscheint méglich, daB hier das Hochfrequenzmassenfilter) 
von PAUL und STEINWEDEL [PAU 53, PAU 54] sich dem konventionellen 
Massenspektrometer mit 60°-Magnet noch iiberlegen zeigen kann. Die sehn? 
gute Transmission 2 ~ 0,2 gibt BERNHARD [BER 57] fiir sein Massenspektro~} 
meter an. 
Als Nachweisgrenze fiir S/R = 1 ergibt sich nach der obigen Formel miti 
Af = 1/10 Hz, 4 = 10-4, K = 1/20, c = 5 - 104 cm/sec und Ny = 3 - 10°em-* 
(entsprechend einem Partialdruck der zur MasseM gehérigen Restgaskompo-) 
nenten von etwa 10-1! Torr), Fy, = 0,1 cm?. 


ie Ie (4)I| 


Jagr © 10’ Teilchen/sec oder 
N 4gr ~ 104 Teilchen/cm?. 


FRICKE [FRI 55] gibt an N4g, = 10° Teilchen/em®, also nur eine GréBen~) 
ordnung schlechter. Man muB jedoch bedenken, daB die oben benutzter | 
Werte von A, Ny und Fy nur Schatzungen sind, so daB ein genauer Vergleiclr | 
nicht méglich ist. Auch ist ein Anteil der unter 1) und 2) erwihnten Schwan-| 
kungen nicht ausgeschlossen. Andererseits sieht man, daB die Nachweisgrenze 
noch wesentlich herabgesetzt werden kann, falls Ny, oder 2 um einige GroBen~| 
ordnungen verbessert werden. Eine Erhéhung der Grenzempfindlichkeit auti| 
N se, = 10° Teilchen/cm* wiirde den Detektor ebenso empfindlich machen wie | 
einen ohne besondere Hilfsmittel betriebenen LANGMUIR-TAYLOR-Detektor. 


d) Der Halbleiterdetektor 


Der Halbleiterdetektor beruht darauf, da Molekiile oder Atome, die auii 
eine diinne Halbleiterschicht geschossen werden, in dieser in bestimmter) 
Fallen eine Anderung der Stérstellenkonzentration und damit eine Wider.) 
standsainderung hervorrufen. Damit dieser Effekt [FRI 55 a, GEB 56] zuny 
Nachweis brauchbar ist, muB er reversibel sein, d. h. bei abgestelltem Strah!) 


1) Grarr, G., private Mitteilung. Ich danke Herrn Dipl.-Phys. G. Grrr und Herrr 
Dipl.-Phys. D. BEcx fiir viele Diskussionen iiber Massenspektroskopie. 
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muB8 die Widerstandsinderung in nicht zu langer Zeit zuriickgehen. Bisher ist 
nur in drei Fallen ein solcher Detektor untersucht worden: Cu,O fiir J2- 
Strahlen [FRI 55 a] und Cu,0O fiir 8,- und Se,-Strahlen [GEB 56]. In letzterer 
Arbeit wurde fiir denselben Zweck noch das CdS untersucht, jedoch ergab 
‘sich nur ein schwacher Effekt. 

Da die Widerstandsiinderung nur von der aufgeschossenen Gesamtmenge 
(Teilchenzahl/cm?) abhingt, mu8 zur Empfindlichkeitsangabe eine bestimmte 
MeBdauer zugrunde gelegt werden. Zu einer Widerstandsinderung in der 
GréBe der spontanen Widerstandsschwankungen waren in beiden Fallen etwa 
10° --- 10° Molekiile/em? nétig, was einer Empfindlichkeit von 108 --- 10° Mo- 
lekiilen/em? sec bei einer MeBzeit von 10 sec entspricht. Die nétige Totzeit 
bis zur nachsten Messung ist etwa 2 Minuten. 

Obwohl dieses Nachweisprinzip eine interessante neue Méglichkeit darstellt, 
wird es wohl im Augenblick kaum zu einer Anwendung kommen, da es in der 
jetzigen Form gegeniiber dem Universaldetektor keine Vorteile verspricht. 
Doch kénnen Fortschritte in der Halbleiterphysik hier neue Méglichkeiten 
eréfinen. 


§ 2. Ma8nahmen zur Intensititserhéhung 


: a) Fokussierung von Molekularstrahlen 


Eines der wichtigsten Bauprinzipien fiir Molekularstrahlapparaturen ist, 
dafir Sorge zu tragen, da geniigend Intensitat vorhanden ist. Vom Ofen her 
' ist wegen der , Ofenbedingung‘‘, daB 
| die freie Weglange gréBer als die Ofen- 
_ spaltbreite sein mu, nicht viel zu 
} andern (s. aber § 2b). Das niachste, 
» was man andern kann, ist die Apertur, 
/ d.h. der maximale Winkel unter dem 
: noch Teilchen, die den Detektor er- 
‘ reichen, den Ofen verlassen. Nun 
waren bis vor kurzem alle Apparaturen 
' nach dem ,,Lochkameraprinzip“ auf- 
* gebaut und die Aperturwinkel ent- 4 
+ sprechend klein (das ,,Loch“ ist bei 
- den Resonanzapparaturen der Kolli- 
’ matorspalt in der C-Feld-Gegend, vel. 


| Bild 12). PauL und Mitarbeiter [FRI 
\ 61, FRI 52, BEN 54, BEN 55] haben Bild 4. Sechspolfeld: Polschuhbegrenzung und 
als erste gezeigt, dafs man auch Holdiinien Noch AUELG6), 

| ,,Linsen“ fiir Molekularstrahlen bauen 

_ kann. Der Vorschlag dazu wurde von VAUTHIER [VAU 49] und unabhangig 
- davon auch von KorsusKkI und FoGEL [KOR 51] gemacht. 

Die Fokussierung geschieht in einem Sechs- oder Vierpolfeld, je nachdem, ob 
- das Teilchen ein konstantes oder ein proportional der Feldstaérke anwachsendes 
Dipolmoment u hat. Ein Sechspolfeld ist in Bild 4 im Querschnitt dargestellt. 
| Je nachdem, ob man das magnetische oder das elektrische Moment der Teil- 
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chen ausnutzen will, muB man magnetische oder elektrische n-Polfelder : 
nehmen. Ersteres empfiehlt sich fiir Atome, letzteres fiir polare Molekiile. i 
Die analytische Form der Felder und das Verhalten des Gradienten ist in 
Zylinderkoordinaten gegeben durch 


V~rsin2g, H~r, |grad H| = const: Vierpol, 
V ~rsin39, H ~r?, |grad H| ~r : Sechspol, 


wo V das skalare Potential der Feldstarke H ist. Zusammen mit uw = —a H | 
bzw. 4 = —a’ ergibt dies in beiden Fallen eine Kraft K = w- grad H ~ —r, , 
diedas Teilchen andie Achse des Feldes bindet, undzwar, wie man nachrechnet, , 
so, daB die Bahnen eines Teilchens, , 
das die Achse bei r=0, z = 0 verlaBt, , 
unabhiangig vom ,,AbschuBwinkel“ ‘| 
die Achse an ein und derselben Stelle ») 
wieder schneiden. Auf diese Weise | 
wird das Ofenloch einer Molekular- -| 
strahlapparatur (das man zweck- -| 
maBigerweise jetzt auch kreisrund | 
macht) wieder auf einen Punkt ab- - 
gebildet, an den der Detektor gestellt : 
wird. 
Leider hat eine solche Abbildung einen 1 
starken ,,chromatischen“ Fehler: die » 
Bild 5. Effektives magnetisches Dipolmoment in HORI EGIECRE ig . propa a / 
” Abhangigkeit von der Magnetfeldstarke Teilchengeschwindigkeit v, welche in q 
(BREIT-RABI-Diagramm) fir ein Atom einem Molekularstrahl einer modifi- -/ 

sl a! ol ta zierten MAXWELLverteilung gehorcht. | 

Zum Nachweis der Fokussierung be- -) 

nutzte FRIEDBURG [FRI 52] deshalb ein Laufzeitverfahren, BENNEWITZ 1 
[BEN 54, BEN 55] benutzte einen rotierenden Geschwindigkeitsselektor ¢ 
ahnlich dem in § 3a beschriebenen. Fiir viele Anwendungen ist eine solche #/ 
Selektion jedoch iiberfliissig, weil es auf die Giite der Fokussierung nicht |) 
sehr ankommt, sondern nur darauf, daB eine gréBere Apertur erzielt wird. i 
Wahrend FRIEDBURG [FRI 52] zunichst zeigte, daB die Fokussierung 4) 
moglich war, wozu er K-Atome im Sechspolfeld benutzte (Grundzustand des §/| 
K: #8:,, das Dipolmoment ist 2u43-my; js = BoHRsches Magneton, | 
my = magnetische Quantenzahl; der Zustand my = —1/. wird fokussiert), , 
bauten BENNEWITZ und PAUL [BEN 54] auf der Fokussierung im PASCHEN- + 
BACK-Gebiet der Hyperfeinstruktur von (J = /,)-Atomen ein Verfahren zur (| 
Messung von Kernspin und magnetischen Kernmoment auf. Wie man aus: 
Bild 5 sehen kann, gibt es einen Hyperfeinstruktur-Zustand (,,Zentral- - 
komponente“‘), der der Bedingung (ers ~ — H fiir nicht zu groBe H geniigt. | 
AuBerdem hat man hier noch Hyperfeinstruktur-Zustande, fiir die Were ~~ 
(H, —H) ist, und die in einem Brennring um die Zentralkomponente fokus- -| 
siert werden. Aus der Zahl der Brennringe 148t sich in einfacher Weise der {) 
Kernspin angeben, aus der zur Fokussierung bendtigten Feldstarke die Hyper- -| 
feinstruktur-Konstante a und damit das Kernmoment. In letzter Zeit konnte: 
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\ittels dieses Verfahrens Spin und Kernmoment des radioaktiven Tl 204 
smessen werden [BEN 56, TOS 46, vgl. auch § 4a]. 

agnetische Fokussierung von Atomen wurde weiter von HAMILTON und 
litarbeitern [LEM 54, LEM 55] benutzt, um eine , lichtstarke‘‘ magnetische 
esonanzapparatur (vgl. § 4a) zu bauen. Bild 6 zeigt ein Schema der Appa- 
tur: A- und B-Feld der konventionellen Resonanz-Apparatur sind hier als 
echspollinsen ausgebildet, der chromatische Fehler wird in weitem MaBe 
adurch eliminiert, daB das B-Feld als Zerstreuungslinse fiir die Teilchen 
irkt, die im C-Feld einen Ubergang gemacht haben und die allein nach- 
ewiesen werden sollen, man fiir diese Teilchen also mit der effektiven 
rennweite oo arbeitet. 

ine Abschitzung der Apertur einer konventionellen und einer fokussierenden 
Resonanzapparatur wird von LEMONICK et al. [LEM 55] gegeben. Unter 
inigen vereinfachenden Annahmen, 
ie jedoch die Verhaltnisse gut wieder- 
seben, wird gezeigt, daB der Gewinn 
in Aperturwinkel (raumlich) 2,/2,~8 
etragt. Die Aperturbegrenzung ist 
sweils durch die héchstmégliche ma- 
netische Feldstirke Hmax gegeben, 
yobei im Falle der konventionellen 
pparatur bei gegebener Magnetfeld- 
inge und Ablenkung des Strahls der 
aaximale Strahl querschnitt (Breite x Bild 6. Schema der fokussierenden Resonanz- 
Idéhe) durch Hymax begrenzt ist, 1m apparatur von HAMILTON und Mit- 
Valle der Fokussierung direkt der Aper- arbeitern [LEM 5¢]. 

jurwinkel durch die Relation: maxi- 

ale kinetische Energie quer zur Flugrichtung =  Hmax gegeben ist. 

Ait einem Sechspolfeld, das im Querschnitt nicht homogen ist, sondern in 
fennahe (also dort, wo die Atome in Achsennahe fliegen) kleinere Polabstande 
at als weiter hinten, kann man noch eine weitere Aperturerhéhung erzielen. 
Das Magnetfeld wird sozusagen besser (d. h. schon in Ofennahe) zur Krim- 
‘nung der Bahnen ausgenutzt. Der zusatzliche Intensitadtsgewinn wird [vgl. 
LEM 55] auf etwa einen Faktor 3 abgeschatzt. 

Die magnetische Fokussierung von Wasserstoff-Atomstrahlen wollen 
WLEISCHMANN und Mitarbeiter [CLA 56] dazu benutzen, polarisierte Pro- 
sonen zu erzeugen. Sie fokussieren H-Atome und blenden einen der vier 
Yustinde my = +o, my = + /2 aus. Nach Angaben von Motr und 
ASSEY [MOT 49] lassen sich die H-Atome ionisieren, ohne daf der 
;-Zustand des Kerns dabei geandert wird. Man erwartet, daB die auf diese 
Weise nach einer Beschleunigung erreichbaren Intensitadten an polarisierten 
Protonen ein Vielfaches derjenigen sind, die man zur Zeit durch Protonen- 
$treuung erhalt. 

Die elektrische Fokussierung polarer Molekiile wurde bisher nur auf zwei- 
atomige Molekiile und NH; angewandt. Man benutzt die Teile der Merg-Kurven 
‘s. Bild 7), die proportional dem elektrischen Feld EF sind, nimmt also ein 
ierpolfeld. Die gréBtmégliche fokussierbare Apertur ist dann bei nicht zu 
‘xleinem Dipolmoment durch die Abweichung des Effektivmomentes /Megr (£) 


) 
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von der Proportionalitat mit # gegeben [BEN 55]. Man erreicht z. B. fi 
KBr bei einer Ofentemperatur von 1000°K Offnungswinkel von 1:200 Hf 
1:30 fiir Molekiile, die sich im Rotationszustand J = 1 bis J = 3 befinde|s 
SCHLIER [SCH 
verwandte diese 
Tangenten kussierung, um eiljj 
a a elektrische Moleki}) 


tur hoher Empfiny 
lichkeit zu bauen (vi) 
Bild 8). | 
Die Fokussierung va) 
NH;-Molekiilen im |) 
Polfeld (oder auch 
hoherpoligen Felde 


Mitarbeitern [GOR &: 
dazu, einen dur 
induzierte Emissid 


Bild 7. Effektive elektrische Dipolmomente in Abhangigkeit von der triebenen Oszillat 
Feldstarke fiir ein zweiatomiges Molekiil (« = Dipolmoment, M ae b 
A = Tragheitsmoment). S. z. B. [BEN 56]. (,,Maser“‘) zu baue 


Hier macht man sii 
die Tatsache zunut 
daB nur der obere & 
beiden Inversionsz 
stande des NH; foku 
siert wird. Die Mobs 
kiile werden in einaf 


Hohlraumresonato $ 

geschossen und die i 
|+}—__—__—sramm -| duzierte Emission d¥ 
a5 =| oh Detektor Inversionslinie genii§ 


Geschwindigheits- ei hoher Strahlinte4 


elektor sitat, um indem Hoth 

be Acfeld \WiGshlld) Berd raum selbstandiji 

Bild 8. Elektrische Molekiilstrahlresonanzapparatur von SCHLIER : { 
[SCH 67), Schwingungen a 


rechtzuerhalten. D 

emittierte Frequer§ 
1aBt sich mit einigem Aufwand auf 10-1 konstant halten (theoretisch wo 
genauer). Der Vorschlag zu diesem Oszillator wurde von BASSOW und PRél 


CHOROW [BAS 54] gemacht, aus der weiteren Literatur dazu seien [SHI 5 
SHI 56, BAS 56] erwiihnt. 


b) Newe Ofen 
Eine weitere Méglichkeit zur Intensitaétserhéhung besteht in der Benutzur 
einer LAVAL-Diise an Stelle des iiblichen Ofenlochs [KAN 51]. Die Versuch 
sind bisher nur mit NH;[KIS65/]und H, [BEC 44, BEC 56] ausgefiihrt worde: 
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3ECKER und Mitarbeiter geben an, daB auf gleichen Ofendruck bezogen die 
ntensitat eines ,,Diisenstrahls‘‘ bis zu 70mal groBer ist, als diejenige eines 
Jfenstrahls. Als weiteren Vorteil gewinnt man eine schmalere Geschwindig- 
eitsverteilung der Strahlteilchen, allerdings bei erhéhter mittlerer Ge- 
chwindigkeit. Durch die 
evorzugung der Vorwirts- 
ichtung beim Ausstrémen 
part man auferdem Pump- 
eistung. Die H,-Versuche 
ind fiir geplante Streu- 
xperimente gemacht worden, Nickel. 
»ei #Resonanzexperimenten Kupter—yF 
§4) wird es schwierig sein, ANIA NL NY 
ine LAVAL-Diise geniigend 
einer Abmessungen zu 
yauen, doch ist dies offenbar 
uch noch nicht versucht 
yorden. 
fin anderer neuer Ofen wurde 
on ZACHARIAS [ZAC 54] 
ngegeben. Er ist im wesent- 
hen fiir nichtkondensier- 
are Gase gedacht und ergibt 
ar diese eine betrachtliche 
sparnis an Pumpleistung 
adurch, daB er einen eng 
ebiindelten Strahl erzeugt 
Stelle der breiten cos #- 
erteilung, die ein Ofenloch 
f gibt. In vielen Fallen wird Bild 9a (oben). Eine der Realisierungen des Ofens von 
8s die ersparte Pumpleistung ZACHARIAS. 
jann erlauben, mit groBeren Bild 9b (unten). Gemessene Winkelverteilung eines soichen 
‘ntensitadten zu arbeiten, als eee Vergleich zur cos*#-Verteilung. Nach 
han sie beim konventionellen 
fen beherrschen kann. 
Yer Ofen besteht aus einer Vielzahl langer Kanile, die dadurch entstehen, 
‘'aB man eine gewellte und eine glatte Metallfolie aufeinanderlegt und zu- 
fymmen aufwickelt (vgl. Bild 9a, es lassen sich auch noch andere Reali- 
terungen denken). Nahme man nur einen Kanal, so wiirde man zwar die 
fichtwirkung erhalten, miBte jedoch einen Intensitétsverlust in Kauf 
‘ehmen, da man den Ofendruck so klein halten muB, daB die freie Weglinge 
‘n Ofen gréBer als die Kanalldnge ist, nicht nur gréBer als der Kanaldurch- 
nesser. Diesen Intensitaétsverlust gleicht man durch die Verwendung vieler 
Handle wieder aus. 
i ae an einem solchen Ofen ([MIN 47] vgl. Bild 9a und 9b) zeigen, daB 
ian mit einem Ofen aus 1280 Kandlen von 0,08 x 0,25 x 25 mm einen 
i(,-Strahl von nur 1°--- 2° Halbwertsbreite erzeugen kann und gegeniiber 
be Verwendung eines Ofenlochs nur etwa ein Hundertstel der Pumpleistung 


B 
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bendtigt. Auch beim Aufbau des ,,Maser“ von TOWNES [GOR 55, vgl. §:i 
zeigte sich der Vorteil dieser Ofenkonstruktion. 


§3. Anwendungen der Molekularstrahltedhnik ohne Hodhfrequenz | 


a) Messung der Geschwindigkeitsverteilung der Tetlchen im Molekularstm 


Seitdem STERN [STE 20] 1920 zum erstenmal mit einer Molekularstre}j 
methode direkt zeigen konnte, daB eine aus der kinetischen Gastheorie¢) 
fordernde Verteilung der Geschwindigkeiten in einem Ag-Atomstrahl | 
handen war und die richtige mittlere Geschwindigkeit hatte, sind mehrf}j 
Messungen der Geschwindigkeitsverteilung gemacht worden (Literatur } 
[MIL 55]). Die angewandte Methode ist gewohnlich die aus der FIZEAUseH 
Messung der Lichtgeschwindigkeit abgeleitete : der Molekularstrahl wird dv 
zwei oder mehrere gegeneinar}} 
versetzte, rotierende, gezat] 
Rader geschickt, und nur | 
Teilchen, deren Geschwindigkef} 
gerade so gro8 ist, da sie durch 
Schlitze aller Zahnriader hind 
1=20.%0cm kommen, werdenam Detektor na 
Z=042% Cm  gewiesen. 
heaee cm MILLER und KuscuH [MIL 55] hex 
g, re diese Methode zu einer Prazisi« 
Radians  methode ausgebaut. Das Inter! 
Bild 10. Geschwindigkeitsselektor fiir Molekular- bestand erstens an der Aufklarg 
strahlen nach [MIL 55]. Insgesamt 700 von Diskrepanzen, die zwischen! 
enon arcs Theorie und friitheren Messurf 
immer noch bestanden, zweiten#, 
der Méglichkeit, aus einer genauen Messung der Verteilung auf die Zusamniy 
setzung des Strahls zu schlieBen, insbesondere zu prifen, ob Dimere 
treten, was bei NaCl [OCH 53, KUS 53] und Lid [FRI 556] verm 
worden war. 
Der Geschwindigkeitsselektor bestand aus einem Duraluminium-Zylim 
in den 700 Schlitze spiralf6rmig hineingefrast waren, dazu 2 gerade. Die 
sind in Bild 10 angegeben. Er wird von einem auferhalb des Vakug 
befindlichen Motor mit variabler Drehzahl angetrieben. Die Geometric 
so, daB Geschwindigkeiten von etwa 104---105 cm/sec bei einer Aufléstf 
(Halbwertsbreite) von y ~ 5% durchgelassen werden. 
In einer ersten Messung zeigten MILLER und KuscuH, daf die gemesif 
Geschwindigkeitsverteilung und die theoretische aus der kinetischen 
theorie berechnete dann (und nur dann) gut tibereinstimmen, wenn 
die Ofendffnung einem idealen Schlitz annéhert: der Ofenspalt muB nicht] 
schmal sein (Breite b < freie Weglange), sondern auch geringe Tiefe hal 
(d. h. dort darf kein, wenn auch nur kurzer, Kanal sein). In der erwah: 
Arbeit waren die Spaltbleche aus 25 ~ dickem Stahlblech und hatten 
Abstand. Die Dampfdrucke lagen bei 10-? Torr. 


a a ee a 


SS ae 
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Die Giite der Ubereinstimmung kann man daran sehen, daB die Temperatur 
des Ofens, wie sie aus dem Maximum der Geschwindigkeitsverteilung be- 
stimmt wurde, mit der direkt gemessenen im allgemeinen auf + 3° tiberein- 
stimmt. 

Hierauf aufbauend wurden dann Strahlen von Alkali-Halogenid-Molekilen 
untersucht. Dies geschah zum Teil mit dem gleichen Ofen, zum Teil mit 
einem Zweikammerofen, mit dem es méglich ist, den Dampfdruck p und die 
Gleichgewichtstemperatur T' in gewissen Grenzen getrennt zu variieren. 
Fiir einen Dampf, der aus Monomeren MX und Polymeren (MX), zusammen- 
gesetzt ist, erhalt man die Geschwindigkeitsverteilung 


N(2) dz = Nyate* {1 + Ya, nexp (1 —n) 2? (5) 


n=2 
mit x =av, a? =m/2kT. Auf Gleichgewichtskonzentrationen c, im Ofen 


umgerechnet ist a, = Cyl(Cy Vn). Die a, sind die relativen Anteile der n-Meren 
im Strahl bezogen auf a, = 1. Die Genauigkeit der Messungen war so, daB 
im allgemeinen ag, in einigen Fallen a3, bestimmt werden konnte. Hierbei ist 
es wesentlich, daB nicht nur die Kurvenform, sondern auch die absolute Lage 
der Kurve N (v) gemessen wird, da letztere wesentlich empfindlicher auf Bei- 
mischung von Polymeren reagiert. 

Die Messungen wurden an 10 Salzen von Alkali-Halogenid-Typus durch- 
gefiihrt. In Tabelle I ist der Anteil der Monomeren, Dimeren und Trimeren 
an den Molekilen im Strahl fiir p = 10-2 Torr Dampfdruck und die dazu- 
gehérige Temperatur angegeben. Die Werte b,, die den prozentualen Anteil 
der Polymeren im gesamten Strahl darstellen, wurden aus dem in [MIL 56] 
angegebenen Werten, als b, = a,/(1 + 4, + 43) berechnet und auf volle 
Prozent abgerundet. 


Tabelle I 


ar Ooowocrococe 


MILLER und Kuscu konnten auBerdem noch die Gleichgewichtskonstanten 
und die Reaktionswirmen der Reaktionen 2 MX «+ (MX), und MX + 
+ (MX), «+ (MX), bestimmen. 

Mit dieser Prazision durchgefiihrt, verspricht die Methode, manche wertvolle 
Aufschliisse iiber Gleichgewichte in der Dampfphase zu geben, insbesondere, 
wenn man sie mit der Massenspektrometrie verbindet. 
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Geschwindigkeitsselektoren ahnlicher Auflésung, aber wesentlich geringerer | 
Absolutgenauigkeit der v-Bestimmung wurden auch von BENNEWITZ und { 
SCHLIER [BEN 54, BEN 55] bei Arbeiten mittels fokussierter Molekular- 


strahlen verwendet. Dazu vgl. § 2a. 


b) Studium chemischer Reaktionen mit Molekularstrahlen 


TAYLOR und Datz [TAY 455] haben die Molekularstrahlmethode neuerdings}} 
benutzt,um denEinzelprozeB der chemischen Reaktion K + HBr— KBr +H 
zu studieren. Die Anordnung zeigt Bild 11. Ein HBr-Strahl wird im rechtenij 
Winkel auf einen K-Strahl geschossen.1 
Auf einem 90°-Bogen um das Streu-i 
xe zentrum werden die gestreuten K- und(/ 


Oe 
G) KBr-Molekiile beobachtet. Die getrennte\ 
| esha ala cas Beobachtung gelingt mit einem doppelteni 
be = LANGMUIR-TAYLOR-Detektor, — desseni) 
Zweikammerafen a einer Draht aus Wolfram ist und auf K*) 
fut ee und KBr anspricht, der andere aus einer} 
HBr Pt-8°%-W-Legierung und fir KBr prak~) 
Bild 11. Schema der Anordnung von TAY-  tisch unempfindlich ist. So erhalt man diel 
LOR und DATZ [TAY 45]. Winkelverteilungen KBr (@#) und durch) 


Subtraktion K(#). Weiter lieB sich diel 
relative Zahl der zur chemischen Reaktion fihrenden StéBe f zu 1 ---3%oq 
messen und aus der Temperaturabhingigkeit von f die Aktivierungsenergie E 
zu 3,41 + 0,12 Keal/mol bestimmen. Die gemessenen Winkelverteilungen 
lassen sich bisher noch nicht gut theoretisch interpretieren. 


c) Molekularstrahl-Lichtquellen und dhnliches 


Die Benutzung von Atomstrahllichtquellen in Verbindung mit optischer 
Interferenz-Spektroskopie [KOP 56, S. 80] ist vergleichsweise selten. An 
neueren Arbeiten seien [DEV 53] (Hyperfeinstruktur von In 115 im 6 Sy,/ 
Zustand) und [CRA 50] )Hyperfeinstruktur von Ag) genannt. Mehrere hinter); 
einandergeschaltete Atomstrahlen als Absorber benutzte JACKSON [JAC 677 
zur Messung der Hyperfeinstruktur von In 115-Linien. Er erreichte eine! 
Linienbreite der Absorptionslinien von 5 mK (1 mK = 10-3 em“! + 30 MHz: 
und einen statistischen Fehler fiir die Hyperfeinstruktur-Intervalle vow 
0,05 mK. Diese Genauigkeit entspricht schon derjenigen nicht allzu genauer | 
Hochfrequenzmessungen! | 
Einen Atomstrahl als Absorber benutzte nach der Methode von KOPFER!) 
MANN und WESSEL [WES 49], ENGLER [ENG 46], um die Oszillatorenstarke 
. der Pb-Linie 2833 A zu messen. Der Vorteil des Atomstrahls liegt hier darini 
daB man seine Dichte leicht mit einer elektrischen Waage [PAU 48] messer 
kann und nicht auf oft unzuverlassige Dampfdruckmessungen angewieser) 
ist. OSBERGHAUS und ZIOCK [OSB 56, ZIO 57] benutzten die StoBfreiheit vor 
Atomen im Atomstrahl, um das unbeeinfluBte Abklingen des Leuchtens 
angeregter Fe-Atome zu beobachten. Aus der Abklingzeit laBt sich die fii) 
die Astrophysik wichtige Oszillatorenstarke der Fe-Linie 3720 A absolui 
messen. 
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STRANDBERG und Mitarbeiter haben das Prinzip der Atomstrahl-Lichtquelle 
auf die Mikrowellentechnik iibertragen [STR 54, PET 55]. Sie beobachteten 
die Absorption von Mikrowellenenergie durch einen Molekilstrah] senkrecht 
zur Strahlrichtung. Dadurch wird die Linienverbreiterung sowohl durch 
Dopplereffekt als auch durch GasstéBe ausgeschaltet. Die Breite der 3-3- 
Inversionslinie des NH, konnte dadurch von 72 auf 6 KHz herabgesetzt 
werden. Doch scheint das Verfahren nur fir sehr starke Absorptionslinien 
verwendbar zu sein. Wesentlich giinstiger ist dagegen die Maser-Anordnung 
von TOWNES und Mitarbeitern, die in § 2a beschrieben ist [GOR 45]. 


§ 4. Molekularstrahl-Resonanzmessungen (Hodhfrequenzspektroskopie) 


Die Hochfrequenzspektroskopie an den ,,freien‘‘ Atomen eines Atomstrahls 
(,, Atomstrahlresonanzmethode“) wurde von RABI 1938 [RAB 38] eingefihrt. 
Das Prinzip ist in Bild 12 dargestellt. Ein Atomstrahl, definiert durch Ofen- 


: 
! | A-Magnet | | C | B-Magnet 


Bild 12. Prinzip der Molekularstrahlresonanzmessungen nach RABI [RAB 39]. 


éffnung und Kollimatorblende, wird durch zwei inhomogene magnetische 
‘Felder A und B auf eine S-férmige Bahn gelenkt. Die Ablenkung erfolgt auf 
Grund der Kraft K = eg grad H, die ein Teilchen mit dem magnetischen 
-Dipolmoment /1er¢ im Feld H erfahrt. Diese hangt ihrer Gr6Be und ihrem Vor- 
zeichen nach von dem Quantenzustand ab, in dem sich das Atom befindet, 
-z. B. von J und m;. Durch Einstrahlung von Hochfrequenz im homogenen 
Magnetfeld C kann man bei Resonanz [vy = (EZ, — E£,)/h] Ubergiinge vom 
Zustand 1 in den Zustand 2 induzieren. War vorher die Bahn im Zustand 1 
derart, daB sie auf den Detektor fiihrte, und ist erp im Zustand 2 von dem 
in 1 verschieden, so sinkt jetzt der Strom am Detektor (,,flop-out‘‘). Hatte 
man dagegen vorher das A- und B-Feld so eingestellt, daB Teilchen, die im 
, A-Feld im Zustand 1, im B-Feld im Zustand 2 sind (und méglichst nur diese), 

auf den Detektor gelangen, so erhalt man bei Resonanzeinstrahlung im 
)C-Feld einen Anstieg des Stromes am Detektor (,,flop-in‘“*). 

Auf diese Weise lassen sich also Termdifferenzen von Atomen und auch Mole- 
)kiilen bei verschiedenen Magnetfeldern H, messen. Mit einem elektrischen 
‘ Analogon der Methode, der sogenannten elektrischen Molekiilstrahlresonanz- 
! methode, lassen sich auch Molekiile in elektrischen Feldern studieren (§ 4f). 
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Aus den Termdifferenzen lassen sich verschiedene Eigenschaften der Atome; 
bzw. Molekiile, insbesondere aber auch der Atomkerne ableiten. Die durch! 
den Einflu8 des Kerns hervorgerufene Hyperfeinstruktur der Atom- (bzw., 
Molekiil-)Terme gibt iiber die Kerneigenschaften: Spin I, magnetisches Dipol-|} 
moment , elektrisches Quadrupolmoment Q und magnetisches Oktopol-l} 
moment Auskunft. | 
Die RaBischen A- und B-Felder lassen sich auch als Polarisator und Analy- 
sator fir Molekularstrahlen auffassen. Eine neue Art, solche ,,polarisierten‘‘” 
Molekularstrahlen zu erzeugen (und damit Resonanzexperimente zu machen),) 
schligt RAMSEY [RAM 55] vor. Er weist darauf hin, daB bei Streuexperi-i 
menten von Teilchen mit J > 1/, nicht nur der gestreute, sondern auch der 
durchgelassene Strahl polarisiert ist, und zwar relativ zu seiner Flugrichtung.2 
Das heiBt, die Streuquerschnitte fiir verschiedene m,-Zustande sind ver-} 
schieden (wobei natiirlich + m,-Entartung auftritt)+). Dies ist fir teller- 
formige Molekiile ja auch anschaulich verstandlich. Die Ersetzung von A- undi 
B-Feld einer Resonanzapparatur durch zwei Streukammern hatte den Vor~} 
teil, da8 man mit breiten Molekularstrahlbiindeln arbeiten kann. Dies-} 
beziigliche Messungen sind jedoch noch nicht bekannt geworden. 
Kine weitere Art, Atomstrahlen zu polarisieren, das ,,optische Pumpen*“ von} 
KASTLER ist in § 4c beschrieben [BRO 52a]. 

' Wegen allgemeiner Angaben iiber die Molekularstrahlspektroskopie sei aufi 
die Spezialliteratur [insbesondere KOP 56, RAM 56] verwiesen. Im folgenden: 
ist tiber Gebiete berichtet, die in neuester Zeit besondere Beachtung gefunden’ 
haben. 


—_ 


a) Messungen von Spin und magnetischem Kerndipolmoment 
radioaktiver Kerne 


Die erste Messung eines radioaktiven Kerns war die des K 40 [ZAC 42], das 
als natiirliches Isotop mit 0,012°% Haufigkeit vorkommt. Sie unterschiec’ 
sich in nichts von anderen Messungen seltener Isotope, auBer da zum ersten“ 
mal die oben erwahnte ,,flop-in-Methode‘‘ benutzt und sehr empfindlich 
gemacht wurde. Spiiter wurde zum Nachweis seltener Isotope das Massen.(| 
spektrometer zur Separation der Detektor-Ionenstréme eingefihrt (vgl; 
§ 1a und 6) und auch fir radioaktive Isotope verwandt. Auf diese Weise! 
konnten die in geniigender Menge und Haufigkeit (relativ zum Trager) her! 
stellbaren Isotope Na 22, Cs 135, Cs 187 [DAV 49a], Cs 134 [JAC 52] und Ce 
131 [BEL 53] gemessen werden. 
Die weitere Entwicklung ging jedoch dahin, die radioaktiven Kerne durel | 
ihre Radioaktivitaét nachzuweisen [SMI 51, BEL 53 und fast alle spaterer’| 
Arbeiten]. Die Kerne werden dazu auf einem Target aufgefangen und diese« 
durch eine Vakuumschleuse aus der Apparatur geschleust und unter eine 
Zahlanordnung gebracht. Fiir kurze Halbwertszeiten ist dies empfindliche*} 
als ein Massenspektrometer, da der Untergrund einer guten Zihlanordnung), 
(GréBenordnung 10 Impulse pro Minute und weniger) wesentlich kleiner is’ 


1) In der angelsachsischen Literatur wird diese Polarisation mit -_ m-Entartung al) 
, alignment yon der ,,polarisation* unterschieden. | 


Se ee ee 4 ~ 
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als der Ionenuntergrund eines Massenspektrometers. AuBerdem ist es in 
vielen Fallen auf diese Weise méglich, die Isotope auf Grund ihrer Halbwerts- 
zeit zu identifizieren neben einer groBen Menge benachbarter stabiler oder 
langlebiger Isotope. In Kauf nimmt man dabei die langere Zeit, die das Ver- 
fahren kostet. Allein die Expositionszeit des Targets im Strahl, d. h. die MeB- 
zeit fiir einen MeBpunkt liegt tiblicherweise bei 5 Minuten. 

Zum Auffangen der Atome des Strahls werden verschiedene Methoden 
gebraucht. BELLAMY [BEL 53] und andere [NUT 55] nehmen, da Alkalien 
bzw. In untersucht werden, einen LANGMUIR-TAYLOR-Detektor und fangen 
die von ihm gebildeten Ionen auf einer Metallplatte auf. Man kann auf diese 
Weise, durch einfaches Anlegen von Spannungen von einem auf ein anderes 
Target tibergehen. Durch Umschalten zweier Targets im gleichen Rhythmus 
mit dem An- und Abschalten der Hochfrequenz mit einer Frequenz von 
1/,, sec? 1aBt sich so eine Art “‘lock-in‘‘-Verfahren erzielen, das tiber In- 
tensitatsschwankungen des Strahles und andere Stérungen hinwegmittelt. 
Das Auffangen neutraler Atome ist deshalb schwierig, weil die Reflexions- 
koeffizienten bei Zimmertemperatur in vielen Fallen sehr groB sind. Man 
hilft sich durch flissige-Luft-Temperaturen, oder durch spezielle Targets wie 
S [HOB 54] oder C in Form von RuB [TOS 56], die fiir die benutzten Stoffe 
(bisher Alkalien, In, Tl, Ag, Au) praktisch keine Reflexion ergeben. 

Die gemessenen Isotope sind meist f-y-Strahler. Zum Zahlen werden Geiger- 
Zahler [LEM 54], zum Teil fensterlose [GOO 54], oder auch Szintillations- 
zahler fir die y-Strahlung oder die K-Einfang-Rontgenstrahlung benutzt. 
Letzteres hat den Vorteil, daB bei kleineren Targets trotz guter Geometrie 
der Kristall klein gehalten werden kann, so daB man geringen Untergrund 
bekommt, der noch dazu durch Diskrimination der Impulshéhen verkleinert 
werden kann. NIERENBERG und Mitarbeiter [HOB 56] erreichen bei etwa 
3 x 10 x 1mm KristallgréBe einen Untergrund von 0,5 bis 1 Impuls pro 
Minute; wobei 40%, aller Zerfialle neutronenarmer Rb-Isotope nachgewiesen 
werden konnten. 

Fiir die Herstellung der radioaktiven Isotope miissen natiirlich in jedem 
Einzelfall die giinstigsten Prozesse herausgesucht werden. Dabei kommt es 
darauf an, erstens geniigende Mengen, zweitens méglichst wenig andere 
Isotope herzustellen. Relativ giinstig erweist sich die Herstellung aus Uran- 
spaltprodukten, die allerdings nur fir bestimmte Isotope mittlerer Massen- 
zahl méglich ist. Fir neutronenreiche Isotope (Neutronenzahl gro8er als die 
der stabilen Isotope des gleichen Elements) ist der Neutroneneinfang ([”, 7]- 
ProzeB) in dem hohen NeutronenfluB eines Kernreaktors eine gute Méglich- 
keit (z. B. fiir Na 24, K 42, Cs 134, Au 198, Tl 204). 

Fir die Herstellung neutronenarmer Isotope eines Elements Z ist am haufig- 
sten die a-Spallation ([{a, kn]-ProzeB) des Elements Z — 2 benutzt worden. 
Die bendtigten a-Teilchen von 15—60 MeV kénnen in mittelgroBen Zyklo- 
trons erzeugt werden. Das Verfahren hat den Nachteil, da® stets mehrere 
Isotope erzeugt werden: k = 1, 2, 3---, doch kann man die relativen 
Wirkungsquerschnitte durch die a-Energie etwas beeinflussen [HOB 56]. 
Die erreichbare Empfindlichkeit fiir solehe Resonanzmessungen ist von sehr 
vielen Faktoren abhangig. Zunichst einmal mu8 man dafiir sorgen, méglichst 
hohe Aktivitat auf das Target zu bringen. Abgesehen davon, das man linger 
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auf das Target aufdampfen kann (was aber bei sehr kurzen Halbwerts- 
zeiten bald eine Grenze findet), kann man nur die spezifische Aktivitat, d. h. 
den Anteil des untersuchten radioaktiven Isotops an der in den Ofen gefillten 
Substanz, oder die ausgenutzte Apertur des aus dem Ofen tretenden Strahls 
erhohen. Die Intensitadt des Strahls selbst ist ja stets dadurch begrenzt, daB 
die freie Weglinge der Atome im Ofen gréBer als die Breite des Austritts- 


spaltes sein soll, der héchstzulassige Dampfdruck liegt also stets in der | 


GréBenordnung 1 Torr. 


Die Erhéhung der Apertur kann durch fokussierende Linsen fiir den Atom- | 


strahl erreicht werden (vgl. § 2a). HAMILTON und Mitarbeiter bauten eine 
Resonanzapparatur (vgl. Bild 6), die nach ihren Berechnungen etwa 3mal 


mehr Intensitat als eine RABIsche Anordnung liefert und zeigten, daB man den — 


Gewinn auf etwa 25 bringen kann. 

Der Erhéhung der spezifischen Aktivitat ist in vielen Fallen durch Art der 
Erzeugung des Isotops eine Grenze gesetzt, z. B. durch die Sattigung des 
Neutroneneinfangs bei (n, y)-Prozessen im Kernreaktor. Andererseits kann 
man viele Isotope praktisch tragerfrei herstellen, so daB die absolute Aktivitiét 
die Empfindlichkeit begrenzt. Diese kann durch den Aufwand, z. B. zu lange 
Bestrahlungszeiten im Zyklotron oder durch den Aufwand fiir den Strahlungs- 
schutz begrenzt sein. 

Im Falle, daB die Ofensubstanz mehrere radioaktive Isotope enthalt, kommt 
ein wesentlicher Stéreffekt hinzu: Selbst bei einer guten flop-in-Apparatur 
gelangt durch Gas-StéBe oder nichtadiabatische Ubergiinge (,,MAJORANA- 
flops‘‘) noch ein Anteil anderer Isotope auf das Target, deren Untergrund die 
MeBgenauigkeit einschrinken kann. So waren bei NIERENBERG und Mit- 
arbeitern [HOB 56] die 4 Rb-Isotope 81 bis 84 zugleich im Strahl, und etwa 
0,1% des vollen Strahls traf standig das Target. 

Die fiir die Versuche benutzten Aktivititen schwanken etwa im Bereich von 
1 mC bis 100 mC. Verglichen mit den iblichen Messungen an inaktivem 
Material sind dies sehr kleine Mengen, z. B. sind die von CHRISTENSEN et al. 
[CHR 56] benutzten 10 mC Au 199 (Halbwertszeit 3,2 d) nur etwa 10-° g. 
Die Halbwertszeiten der bisher gemessenen Isotope schwanken zwischen 
vielen Jahren (K 40, Cs 135) und etwa einer halben Stunde (Rb 81™, Cs 130"). 
Fir Halbwertszeiten gréBer als einige Tage ist es méglich, mit ganz kon- 
ventionellen Apparaturen zu arbeiten, die eine gewisse Zeit zum Ofenfillen, 
Vakuumpumpen usw. brauchen. Fiir kirzere Halbwertszeiten miissen die 
Isotope am gleichen Ort erzeugt werden, und alle Teile der Apparatur (und 
des radiochemischen Labors) auf schnellstes Arbeiten abgestellt sein. Ein 
wichtiger Punkt hierbei ist, dafS auch der Ofen durch eine Vakuumschleuse 
in seine vorher justierte Position gebracht werden kann. Im NIERENBERG- 
schen Labor gelang es so [HUB 56a, NIE 56a], die Zeit vom Ende der 
a-Bestrahlung im Zyklotron bis zum Aufdampfen des ersten Targets (ein- 
schlieBlich des radiochemischen Prozesses!) auf etwa anderthalb Stunde zu 


reduzieren. Zur weiteren Beschleunigung wurden dort bei der Messung des | | 
31,5 min Isomeren Rb 81™ alle Targets einer Messung (etwa 3—5) gleich- | 


zeitig in gleichartigen Zihleranordnungen gezahlt. 


In Tabelle II sind alle bisher (Mitte 1957) untersuchten radioaktiven | 


Isotope mit den gemessenen Werten und einigen charakteristischen Angaben 
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aufgetragen. Man sieht, daB es sich zumeist um Alkali oder In-, Tl-Isotope 
_ handelt, deren Tragersubstanz sich mit dem LANGMUIR-TAYLOR-Detektor 
nachweisen ]aéBt, und daher das Justieren der Apparatur sehr erleichtert. 
Auch in den anderen Fallen, auBer dem Bi 210, ist der Grundterm des Ele- 
ments ein (J = 1/,)-Term, was die Untersuchung vereinfacht, doch wird sich 
das Verfahren auch auf andere Elemente ausdehnen lassen. 


b) Hochfrequenzmessungen an metastabilen- Atomen 


Die meisten hochfrequenzspektroskopischen Messungen an Atomen sind 
naturgema8 an Grundzustinden dieser Atome ausgefiihrt worden. Doch ist 
es in vielen Fallen erwiinscht, Messungen in anderen Zustanden machen zu 
kénnen. Ein Beispiel hierfiir sind die Edelgase. Ihr Grundzustand ist ein 
1§,-Zustand, der keinen ZEEMAN-Effekt zeigt, so daB das Atom durch 
eine magnetische Resonanzapparatur véllig ohne Ablenkung durchfliegt. Kin 
weiteres Beispiel: Das Quadrupolmoment der In-Isotope lé8t sich im Grund- 
zustand 2P,,, nicht messen, da zu einer solchen Messung mindestens J = 1 
sein muB. 

Hier bieten sich metastabile Zustande, d. h. solche, die nicht durch elektrische 
Dipolstrahlung in den Grundzustand tibergehen kénnen, zum Messen an. 
Ihre Lebensdauer ist normalerweise so groB, daB sie die Flugzeit in der 
Apparatur (GréBenordnung 1 msec) ohne Ubergang tiberstehen. 

Bisher sind zwei Gruppen von metastabilen Termen zur Messung heran- 
gezogen worden: erstens die zum Grundterm gehdérigen zweiten Dubletterme 
einiger Atome, die im Molekularstrahlofen sowieso thermisch angeregt 
werden (Beispiel: Ga, Grundterm ?P.,, metastabiler Term *Ps, 826 cm™ 
iiber ?P.,,. Im Strahl sind 50%, im oberen Zustand; vgl. [REN 40]). Fir diese 
Messungen sei auf die Zusammenfassungen [RAM 56, KOP 56] verwiesen, da 
sie ganz konventionell verlaufen (vgl. aber das Ende von § 4e). 

Hier soll dagegen auf die zweite Gruppe eingegangen werden, die meta- 
stabilen Zustande der Edelgase. Deren Grundzustand ist stets ein 1S )-Zustand, 
der nachst hdhere ein °S,-Zustand bei He, eine *P,,,.-Gruppe bei Ne bis Rn. 
Von den letzteren ist der 3P,-Zustand der tiefste und zugleich derjenige, der 
zur Messung von ZEEMAN-Effekt und Hyperfeinstruktur geeignet ist, denn 
der *P,-Zustand wird nicht abgelenkt, und die Lebensdauer des 3P,-Zustandes 
ist zumindest bei den schwereren Edelgasen zu klein, da der Ubergang 
3p, + 18, nur bei strenger RUSSELL-SAUNDERS-Kopplung verboten ist. 

Zu dieser Gruppe von metastabilen Zustaénden gehort auch der 2?8,),-Zustand 
des H-Atoms, dessen Lebensdauer allerdings im Gegensatz zu den *P-Zu- 
stiinden der Edelgase sehr stark durch kleine elektrische oder mittlere magne- 
tische Felder verkiirzt wird. 

Eine zur Messung der erwaihnten Metastabilen geeignete Apparatur ist in 
Bild 13 dargestellt [HUG 53]. Der Unterschied zur gewohnlichen Anordnung 
(Bild 12) liegt im ,,Ofen‘‘ und im Detektor. 

Die Atomstrahlquelle ist hier eine Glimmentladung, in der (im wesentlichen 
durch direkte unelastische StoBe der Elektronen) metastabile Atome ge- 
bildet werden. Ihre Konzentration relativ zu denen der Atome im Grund- 
zustand liegt bei 10-* [HUG 53]. Das Entladungsrohr ist etwa einen Meter 
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Tabelle II 1 
Spin I, Hyperfeinstrukturaufspaltung Av und magnetisches Kernmoment pu radioaktived 
Isotope | | 
Isotop pe bghe é. Av (MHz) | » (KM)!)?) | Herstellung Literatur*) 
Na 22 26a | 3 (1220,64(4) | +1,746 (3)| (da) | DAV 48, DAV 49a 
24 ish | 4 (1139,35(10)| + 1,688 (5) | (m,y) | SMI51, BEL 53 
K 40. | 1,3-10%a| 4 |1285,73 (5)| —1,290(5) | natirl. | ZAC 42, DAV 49a 
42 12,5h | 2 |1258,9 (1) | —1,137(5) |  (m,y) ~—‘| BEL 43 
Cu 61 33h |3/, Co 59 (a, kn) | NIE 57 
Cu 64 i3h | 1 | 1278 (20) | 0,40 (5) LEM 54 
Ga 66 94h | (0) < 10-8 | Cu(a,kn) | HUB 57 
Ga 67 78h | 3), Cu (a, kn) | HUB 57 
Rb 81 47h |4/,| 5000(125) | 2.00(6) | Br(a,kn) | (HOB 54), SUN 56, 
HOB 56 
sim | 30m | %/, Br (a, kn) | SHU 56, HUB 56a 
82 63h | 5 Br (a, kn) | SUN 56, HOB 56 
83 100d | 5/, Br (a, kn) | SUN 56, HOB 56 
84 34d | 2 | Br (a, kn) | SUN 56, HOB 56 
86 19a | 2| 3960 (20) | —1,69(1)| (a,c) | BELSI, BELS3 
Ag 105 40d |% Rh 103 (a,2n)| SIL 56 | 
111 7,5a | %4| 204,54 (5)| —0,1450(15)|Pd 110 (ny) | LEM 54, WOO 56 | 
Pd 111 (8) | 
In 113m | 1,7h |%| 805(8) | 0,217 (2) CHI 56 
114m | 50a | 5 44,7 GOO 55a 
116 | 54m_ | 5 | 8670 (170) | + 4,21 (8) (n,y) | GOO 55b, NUT 55 | 
Cs 127 6,3h | % | 8790 (250) | (+4) 1,41 (4) | J 127 (a, kn) | NIE 56, NIE 56a, SIL 5) | 
129 31h | %4| 9190 (260) | (+) 1,47 (4) | J 127 (a kn),| NIE 56, NIE 56a, SIL 5} | 
Xe (pn) 
130 30m | 1. J 127 (a, kn) | NIE 56, NIE 56a 
131 10d |5/, {18200 (110)| + 3,48 (4) |Ba 130 (ny) | BEL 53, NIE 56 
Ba 131 (k), 
Xe (p, n) 
132 62d | 2. | Xe(p,n) | NIE 56 
184 23a | 4 | 10473,626 |+2,9729(9)| (m») | BELS3, JACS2, STRO: 


(15) 
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Tabelle II (Fortsetzung) 


)+)?) | Herstellung Literatur®) 


3,15h | 8 | 3684,594 | + 1,10 (1) (n, y) GIL 54, GIL 55, COH 54 
(20) GOO 54, 54a, 55 


2,1-108a 7, | 9724,023 | + 2,7134(3)| U-Spaltung | NAG 49, DAV 49a 


(15) STR 57 
~30a |7/,| 10115,527 | + 2,8219(3)| U-Spaltung | DAV 49, DAV 49a 
(15) STR 57 
27d | 2 22100(400)| 0,50 (4) (n, 7) REY 55, CHR 56 
32d |3/,|11150(100)| 0,24(2) |Pt198 (ny) | REY 55, CHR 56 
Pt 199 (8) 
| 28h | % 
19h |7 Au (a, kn) | BRI 56 
eed 41 y, Au (a, kn) | BRI 456 
~4a_ |2)| 732(5) | 0,0894 (20) (n, 7) BRI 56 (BEN 56, 
TOS 56), BRI 57 
i210 50d | 1 natiirl. (RaE)| SMI 54 


Zahlen in ( ): Fehler in Einheiten der letzten angegebenen Stelle. 
Die u-Werte sind ohne Korrektion fiir Abschirmung angegeben. Wo kein Vorzeichen ange- 
aben ist, ist dieses unbekannt. 


, Eingeklammerte Literaturangabe: Nicht-Resonanzmethode. 


Hochtrequenz- 
,Haarnadel” 
Elektronen- rahtals Blende \, Kollimator 
Aufténger od 
ell | ad -f2g 2----=-7-- 
D tap B-feld C-feld 


Pirani-  Detektor- Kerninduktions- Entladungs- 
Detektor  — Draht Probe A_ Feld rohr 


Bild 13. Apparatur fir Resonanzmessungen an metastabilem He [HUG 53]. 


lang, hat etwa 1 em Durchmesser und wird mit 2,5 KV und 100 mA betrieben. 
Die Elektroden sind aus Al, durch Gasaufzehrung tragen sie zur Reinigung 
der Gase bei, ein Effekt, der manchmal jedoch auch durch Aufzehrung des 
genutzten Gases stort [WEI 54]. Die ganze Entladung ist wassergekihlt ; 
durch einen Glasspalt treten die Atome in das Hochvakuum der Apparatur 
ein. In einem Fall wurde die Gasentladung auch mit niederfrequentem 
Wechselstrom anstatt Gleichstrom betrieben [GRO 56]. 
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Statt in der Gasentladung kann man einen Strahl metastabiler Atome auck t 
aus einem Strahl von Atomen im Grundzustand durch direkten Elektroneny 
beschuB erzeugen [KUI 56]. Auch die Apparaturen fiir Messungen an meta: | 
stabilem Wasserstoff [LAM 50, HEB 56] benutzen diese Art der Erzeugungg 
wobei vorher noch der molekulare Wasserstoff in einem auf 2500° K erhitzten}} 
Wolframofen dissoziiert wird. ! | 
Zum Nachweis der metastabilen Atome wird folgender Effekt genutzt: Triffi 
ein solches mit einer Anregungsenergie U, auf ein Metallblech mit der Ausy 
trittsarbeit ®, so kann, falls U, > © ist,.an dem Blech ein Elektron ausy) 
gelést werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Proze wird mit */, [DOR 424 
HUG 53] bis 3/. [HUB 56] angegeben. Die ausgelésten Elektronen werden} 
mittels eines Rohrenelektrometers [HUG 53 u. a.]; Multipliers [HUB 56] ode 
GEIGER-MULLER-Zahlrohrs mit e 
71200, trem diinnem Fenster [KUI 56] nachy 
pete a gewiesen. Die Empfindlichkeit dieseq 
3217 177% Nachweismethode wird leider seh4 
7080, + dadurch herabgesetzt, daB auch Phog 


@ eae S tonen(Ultraviolett-Strahlung vonetw4 
S- a mee: 12003 500 A Wellenlange), die aus der Gas 
agined ate. vr oe entladung stammen, auf dem Detektoq 
N ap <  Elektronen auslésen. Dieser Phota 
S8 a 800% nenstrom ist etwa 10mal gréBer als de 
is s+ rae Strom der Metastabilen. Doch kan 
is & |S-gav _ manihn durch ein geeignetes , ,flop-in® 
34 4100'S, Verfahren, bei dem nur vom Magnete ¥ 
R & abgelenkte Teilchen den Detektag 
aS re 200“ erreichen kénnen, weitgehend elimag 

yee 274 I - te nieren. 


AE ak Ror ‘ ie In Tabelle III sind die bisher veréffent® 
ild 14, coms. , re 
(HEB 56), es Wasserstoffatoms. Nach jichten Messungen an metastabile# 

Atomen zusammengestellt. An Besong 


Die Messungen an He 3 und Ne 21 waren insofern erschwert, als von de# 
Gasen nur sehr geringe Mengen (3 cm’ NTP He 3 bzw. 10 cm? NTP mit auf 
9,8°/, angereichertem Ne 21) zur Verfiigung standen. WEINREICH uni 
HuGHEs [WEI 53a, WEI 54] bauten zu diesem Zweck eine Umpum 
vorrichtung fiir das He 3 an die Apparatur. Wahrend der Messung wird alle@ 
aus der Apparatur herausgepumpte Gas tiber Reiniger in einen Behaltes 
zuriickgepumpt. Die Reiniger bestehen aus Zr, das bei 1300° mit O, und N¥ 
reagiert und CuO, das organische Gase und H, oxydiert. Hinter einer mifj 
flissiger Luft gefiillten Kihlfalle steht dann wieder reines Edelgas zur Ver 
fiigung. 

Die Messung an den Wasserstoffisotopen (Terme s. Bild 14) benutzen z 
Trennung der Zutaéinde m, nicht die RABIschen A- und B-Felder, sondern di 
Kigenschaft des *S:,-Zustandes in elektrischen und magnetischen Felder 
schneller als im feldfreien Raum zu zerfallen, und zwar im Magnetfeld ver 
schieden schnell fiir den my; = + }/, (,,a-‘‘) Zustand des Zerfalls und de 
m = — 1/» (,,B‘‘-) Zustand. Diese Beschleunigung des Zerfalls kommt daher 


a. 


SoS 


i! 


SS 
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Tabelle III 


LamBshift S = 1057,77 (10) MHz 
(SAL 53) 
g-Faktor 9s/9Proton WHI 55, 
= 658,231 (8) 
Hyperfeinstruktur | dv = 177556,86 (5) KHz | HEB 56 
D 2Sy, 1 LamBshift S = 1059,00 (10) MHz | TRI 53, 
(SAL 53) 
Feinstruktur AE = 10971,59 (20) MHz | DAY 53 
Hyperfeinstruktur | dv = 40924,439 (20) KHz| REI 46, 
(MIT 56) 
He 4 3S, 0 ZEEMAN-Effekt gy = 2 X 1,001117 (20) | HUG 43 
He4 3 *P 0 Feinstruktur E(P,)— £(P,) = MAT 55, 
= 658 (1) MHz LAM 57 
He 3 oh y, Hyperfeinstruktur | 4v = 6739,71 (5) MHz WEI 54, 
(THU 54) 
Ne 20 AES 0 ZEEMAN-Effekt | gy = 1,5009 (1) WEI 82, 
DRA 57 
Hyperfeinstruktur | uy << 2 x 10-* (keine meB-| WEI 52 
bare HFS) 
Ne 21 AES i Hyperfeinstruktur | I = */, HUB 56 
A 40 Ae 0 ZEEMAN-Effekt gy = 1,5009 (1) DRA 47 
He 4* 2 751, 0 LaAmBshift S = 14043 (13) MHz LAM 30a, 
NOV 55 
He 3* 2 281), y, Hyperfeinstruktur | 4v = 1083,360 (20) MHz | NOV 46 


1) Zahl in (): Fehler in Einheiten der letzten angegebenen Stelle. 


daB der 2S:,,-Wellenfunktion im elektrischen Feld Anteile der ?P:;,- und ?Ps),- 
Wellenfunktion beigemischt werden; der P-Zustand zerfallt aber in etwa 
10-2 sec. Beim bewegtem Atom in Magnetfeld ist die induzierte Feldstarke 
E =v/c- B zu nehmen, wegen der verschiedenen Termlagen im ZEEMAN- 
Effekt sind hier die Beimischungen fiir a- und B-Zustand verschieden. Bei 
etwa 575 GauB ist der mittlere im Strahl zuriickgelegte Weg bis zum Zerfall 
fiir den a-Zustand 83 cm, fiir den f-Zustand 0,5 mm. 

HEBERLE, REICH und Kuscu [HEB 46] benutzten diesen Effekt, und er- 
setzten A- und B-Feld der RaBi-Anordnung durch zwei Magnetfelder von 
600 G, ,,Polarisator® und , Analysator® genannt, die jeweils nur a-Atome 
durchlassen. Sie konnten so im C-Feld von etwa 0,16 GauB induzierte 
(a > B)-Uberginge durch Abnahme des Detektorstroms nachweisen. 

Eine andere Anordnung benutzte LAMB [LAM 50, LAM 53]. Da er direkte 
(81, —> 2p,,)-Ubergiinge induzierte, konnte er auf Polarisator und Analy- 
sator véllig verzichten. Wegen des Umfangs der LAmBschen Arbeiten und 
auch anderer, die nicht mehr die Molekularstrahlmethode benutzen, sei auf 
die Zusammenfassungen [RAM 46, 8. 327, LAM 56] verwiesen. 

Die Bedeutung der Experimente an den leichten Elementen H bis He liegt 
im wesentlichen darin, theoretische Aussagen tiber die Termlagen und die 
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g-Faktoren des Atoms zu priifen, nicht etwa in der Kernmomentbestimmung. | 
Zu den Arbeiten gehéren daher auch meistens eine oder mehrere theoretische } 
Untersuchungen (zum Teil in der Tabelle in Klammern zitiert), auf die jedoch 
hier nicht eingegangen werden kann [vgl. auch BET 57]. Im allgemeinen 
ergibt sich hier gute Ubereinstimmung mit der Theorie, wenn man alle 
relativistischen und quantenelektrodynamischen Effekte mitberiicksichtigt. . 
Das wichtigste Ergebnis dieser Art ist die Messung und Aufklarung der 
Lampshift, d. h. der Verschiebung des 2S:;,-Terms gegen den ?P:),-Term des 
Wasserstoffatoms auf Grund der Nullpunktschwankungen des elektromagne- | 
tischen Feldes. Einem MeBwert der LAMBshift Sy von Wasserstoff von 1057,77 
+ 0,10 MHz steht ein theoretischer Wert von 1057,19 + 0,13 MHz gegen- - 
tiber [TRI 53, SAL 53]. Die Diskrepanz von etwa 0,5 MHz ist bisher nicht | 
erklart. 
Anhangsweise sei erwahnt, daB die Molekularstrahlmethoden dieses Ab- - 
schnittes sich auch zu Ionenstrahlmethoden abwandeln lassen. Sie sind bisher » 
auf He 4+ und He 3* angewandt worden [siehe LAM450a, LAM 57, MAT55, 

NOV 56]. Die MeBergebnisse wurden in Tabelle III mit aufgenommen. 


c) Messung der Hyperfeinstruktur angeregter Zustinde 


Mit der oben berichteten Methode, an metastabilen Atomen die Hyperfein- - 
struktur zu messen, ist ein weiterer Kreis von Elementen den Molekular- - 
strahlmessungen zuginglich geworden. Es gibt jedoch immer noch solche, fiir 
die die bisherigen Methoden nicht ausreichen. Das wichtigste Beispiel sind ! 
die Alkalien. In ihrem ?S:,,-Grundzustand lassen sich zwar die magnetische } 
Hyperfeinstruktur und damit die magnetischen Kernmomente gut messen, . 
jedoch nicht die Quadrupolmomente, da hierzu mindestens J = 1 sein muf. — 
Metastabile Zustande des neutralen Atoms sind hier nicht vorhanden. In ~ 
Molekiilen ist zwar die Quadrupolwechselwirkung 6b = eqQ(q = d?V/d2?‘ 
= Feldgradient am Kernort) gut zu messen, aber die Berechnung von q sehr t 
unsicher, insbesondere in polaren Molekiilen, wo man bisher nicht einmal | 
eine Abschatzung fiir Q aus eqQ versucht hat. . 
1952 wurde von RABI [RAB 52] ein Methode vorgeschlagen, mit der diese = 
Schwierigkeiten gelést sind: Die Messung der Hyperfeinstruktur angeregter 1 
Atomterme mit einer speziellen Atomstrahlmethode. Mit dieser sind inzwischen 7) 
die Quadrupolmomente von Na, K, Rb, Cs gemessen worden; vgl. hierzu 1 
Tabelle IV. 

Da ein normaler angeregter Term von einigen eV Anregungsenergie nur etwa | 
10-8 sec lebt, kann man natiirlich keinen Atomstrahl aus solchen Atomen ’ 
machen. (Die 10-§ sec Lebensdauer entsprechen héchstens 0,1 mm Flug- 4 
strecke.) Die RABIsche Anordnung umgeht dieses Hindernis folgender- - 
maBen: . 
A- und B-Feld einer gew6hnlichen Resonanzapparatur werden so eingestellt, | 
daB nur Atome den Detektor erreichen, die im A-Feld z. B. im Zustand) 
my = + 1/2, im B-Feld in my = —1/, sind. Ohne einen Eingriff im C-Feld|} 
erhilt man also kein Signal am Detektor. Nun werde das O-Gebiet mit der! 
optischen Kesonanzlinie des betreffenden Atoms intensiv bestrahlt. Einige\| 
Atome des Grundzustandes werden hierdurch in den nachsthéheren P:;,- und| 
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Methode?) und 
MHz) b (MH 1 —24 Ay 


Na23 | 32P, | 19,06 (36) | +2,58 (18) +0,100 (11) | AS PER 55,55a 


‘Na 23 | 33Py, 19,5 (6) + 2,4 (14) DR SAG 64 
K 39 4 2Ps), 5,77 (6) | +2,8 (4) + 0,07 (2) AS BUC 56 
K 39 5 2Ps), 1,97 (10) | +1,7 (3) +0,113 (20) |DR RIT 57 
Rb 85 | 5°2Ps, | 25,3 (2) + 24,4 (13) + 0,27 (2) AS SEN 56 
Rb 87 | 5?2Ps, 85,8 (7) + 11,8 (6) + 0,13 (1) AS SEN 56 
Rb 85 | 6 2Ps, 8,16 (6) | +8,40 (40) +0,295 (20) DR MEY 55 
Rb 87 | 6 2Ps), 27,63 (10) | +4,06 (20) +0,143 (10) |DR MEY 55 
Rb 87 + 0,14 (6) O KOP 56a 
Cs 133 | 6 2Ps), 50,67 (11) | —0,46 (53) —0,0033 (39) | AS BUC 56 
Cs 133 | 7 2Ps), 16,60 (1) | —0,11 (8) — 0,003 (2) DR ALT 55 


}) In Klammern: Fehler in Einheiten der letzten angegebenen Stelle. 
») AS: Atomstrahl, 

) DR: Doppelresonanz, 

' O: Optische Spektroskopie. 


8 


2;,-lerm angeregt. Durch Lichtemission gehen sie wieder in den S:;,-Zustand 
siber, wobei allerdings ein Teil auch in den (my = —1/2)-Zustand gelangt und 
50 eine Umbesetzung der magnetischen Zustinde m, stattfindet. Ein Teil des 
Strahls ist also bei Beleuchtung nach dem Durchlaufen des C-Feldes im 
(S:),,, mz = —1/,)-Zustand und wird folglich im B-Feld auf den Detek- 
sor gelenkt. 
Dieser ,,Lichteffekt‘‘ ist nur die Vorbedingung fiir den zur Messung aus- 
zenutzten ,,Hochfrequenzeftekt™. Strahlt man namlich jetzt im C-Feld zu- 
sitzlich Hochfrequenz ein, die mit dem (my = +1/, > —1/.)-Ubergang des 
angeregten Zustandes in Resonanz ist, so werden die Besetzungszahlen dieser 
eiden magnetischen Terme geindert und damit auch die Besetzungszahl des 
ny = —/, Terms des Grundzustandes, in den das Atom innerhalb 10-* sec 
ibergeht. Das ergibt eine Anderung des Detektorstroms bei Hochfrequenz- 
einstrahlung, womit der (Am, = 1)-Ubergang des angeregten Atoms nach- 
zewiesen ist. 
Was hier fir den (my = +1/, > —3/.)-Ubergang des angeregten Zustands 
yeschrieben wurde, gilt ebenso fiir Uberginge in der Hyperfeinstruktur 
lieses Zustandes, die damit der Messung zuginglich wird. Die Berechnung 
der GréBe des Signals ist relativ schwierig. Man kann jedoch sagen, da auf 
»eden Fall ein positiver Effekt tibrigbleiben muB, da bei der optischen An- 
-egung und der Reemission eine Bevorzugung von kleinen Anderungen der 
Quantenzahlen F, mp gegentiber groBen Anderungen stattfindet, und sich 
pe eine Umbesetzung im angeregten Zustand stets auf die Besetzungs- 
ahlen des Grundzustandes auswirkt. 
Die Methode hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der von BROSSEL und KASTLER 
vorgeschlagenen optischen Doppelresonanzmethode [BRO 49, BRO 32, 
ALT 55]. Hier wird die Anregung mit polarisiertem Licht vorgenommen, 


wodurch die angeregten Zustinde ungleichmaBig besetzt werden, und der 
| 
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Nachweis der durch die Hochfrequenz-Einstrahlung erfolgten Umbesetzung 
der Hyperfeinstrukturterme durch Messung des Polarisationsgrades de 
emittierten Strahlung gefihrt. Die hiermit an den Alkalien gemessenen Wert 
sind in Tabelle IV zum Vergleich mit aufgefiihrt, im tibrigen mu8 auf di 
Literatur verwiesen werden. 
Alle Hochfrequenzmessungen an angeregten Zustinden zeigen einen wesenti) 
lichen Unterschied zu denjenigen an Grundzustanden: die Linienbreite isi 
sehr groB. Diese ist durch di 
Lichtguelle Unbestimmtheitsrelation zw 
Atomstrahl > uichtverschlub 
1 Av=1/at 
<> = Massenspektrom 
ety eae 


eter } 


gegeben, wo ¢ die Lebens 
dauer des Terms ist. Ful 
10-*?sec Lebensdauer z. B. isi 


‘Schmalband ~ Avz 3 MHz. 


verstarker 
Bei normalen Atomstrahk 
resonanzversuchen ist dagey 
gen fiir ¢ die Aufenthalts) 
dauer der Atome im O-Fel 

Bild 15. Schema einer Apparatur zur Messung der Hyperfein- i A C f 
struktur angeregter Zustinde [PER 55a]. von der GréBenordnung107) 

sec einzusetzen, womit ma’ 
zu Linienbreiten von 1OKH3 
kommt. 


= 
Ss 


) 


s 

iS 

8 Die von RABI und Mitan 
wD « . . 
es beitern bei diesen Messunge 
8 6 benutzte Apparatur ist if 
33 Bild15 wiedergegeben [PEE 
oN 4 56a]. Sie unterscheidet sicl 
$& von der tiblichen Anordnung 
S82 durch die Lichtquelle zu® 

RS ! 

© Anregung der Atome uni 

So durch die Detektoranorc: 

170 20 30 90 ) 


40. 50 60 70 : 
Frequenz (MHZ ) nung. Letztere ist dure dl 
Bild 16. Zwei Hyperfeinstrukturtibergiinge des angeregten 3*Ps/,- Verwendung piss Masser | 
Zustands des Na. Die MeBpunkte sind mit statistischen spektrometers mit Mult | 
Fehlern angegeben [PER 55). plier zum lonennachwes | 
und Benutzung eines lock: 
in-Verfahrens sehr empfindlich gemacht. (Vgl. hierzu auch § 1b.) 
An die Lampe, die die anregende Strahlung liefert, werden folgende Fordd 
rungen gestellt: Hohe Intensitat, Freiheit von kurzzeitigen und langsame 
Intensitatsschwankungen, Freiheit von Selbstumkehr der benutzten Linier’ 
Letzteres ist deswegen wichtig, weil die Absorption der Strahlung durch dei 
Atomstrahl nur in einem schmalen Frequenzbereich in der Mitte der in dé 
Lampe sehr breiten Spektrallinie erfolgt. Benutzt wurden kommerziel’é 
Spektrallampen, die aber unter anderen als den vorgeschriebenen Bedingut | 
gen betrieben werden muften, um allen Anforderungen zu geniigen. 
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us der Messung des ,,Lichteffektes‘ ergab sich, daB es gelingt, 10—20% 
ler Atome einmal anzuregen. Der Lichteffekt selbst betriigt etwa 2% der 
tomstrahlintensitaét, wahrend der ,,Hochfrequenzeffekt‘‘ nur etwa 10-4 der 
tomstrahlintensitaét ausmacht [Daten fiir Na s. PER 55a]. In Bild 16 ist ein 
ochfrequenztibergang des ?P;,,-Zustandes des Na wiedergegeben. 
ie Hochfrequenzamplitude, die man einstrahlen muB, um eine bestimmte 
ahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang zu erhalten, ist umgekehrt pro- 
rtional zu der Zeit, die man zum Einstrahlen zur Verfiigung hat. Deshalb 
u8 man bei diesen Versuchen mit sehr groBen Hochfrequenzleistungen 
GréBenordnung 100 W) arbeiten. Diese wurden unterhalb 200 MHz mit 
ioden, dariiber (bis 700 MHz) mit Magnetrons erzeugt. Diese hohen Hoch- 
requenzleistungen bringen noch eine stérende Erscheinung mit sich, den 
,, Hochfrequenzeffekt 
es Grundzustandes‘ Photomultiplier 
n erhalt namlich, 
uch wenn man weit a+ Einstrahlung P, 
uBerhalb der Resonanz oe 
t,eine merkliche Wahr- ais areeiar 
cheinlichkeit, daB ein 
tom im Grundzustand ZN a ae ae al 
inen Ubergang macht, € 
er es auf den Detektor 
langen 1éB8t. Wenn 
eser Effekt ein Viel- 
hes desjenigen aus 
em Ubergang im an- 
eregten Zustand ist, 
iBt sich letzterer auch Photomultiplier 
urch Differenzmessun- Bild 17. Schema zum ,,optischen Pumpen‘‘ von KASTLER. Nach 
‘en nicht mehr gut er- LEAS 663: 
mitteln. Durch dauern- 
es Einstrahlen einer zweiten schwachen Hochfrequenz, die die in Frage 
commenden Uberginge im Grundzustand standig, also unabhingig von der 
igentlichen, zur Messung im angeregten Zustand benutzten Hochfrequenz 
mduziert, kann man diese Stérung eliminieren [BUC 56]. 
Jerwandt mit diesem Verfahren ist auch das von KASTLER angegebene und 
Is ,,optisches Pumpen“ (pompage optique) bezeichnete Verfahren[BRO 52a, 
RO 54], eine Umbesetzung der Terme im Grundzustand auf rein optischem 
ege zu erreichen und nachzuweisen (vgl. Bild 17). Die Anregung geschieht 
ier mit zirkularpolarisiertem Licht, das nur Uberginge Amy = +1 (oder 
—1) induziert. Durch geniigend starke Einstrahlung kann man so einem 
ny-Term des Grundzustandes fast véllig entvélkern. Die Messung der er- 
eichten relativen Besetzungszahlen der m;-Terme des Grundzustandes erfolgt 
urch erneutes Anregen mit unpolarisiertem Licht und Messung der rechts- 
ind links-zirkularpolarisierten Reemission. Eine durch Hochfrequenz- 
‘instrahlung in den polarisierten Atomstrahl im Grundzustand vorgenom- 
ene Umbesetzung der Terme ergab eine Intensitatsinderung des polari- 
jierten Lichts von 16°% [BRO 54, zum ganzen Komplex vgl. noch KAS 54]. 
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Das Verfahren ist in dieser Form wohl im wesentlichen nur fiir den Grune 
zustand von Atomen brauchbar, hat aber den Vorteil, keinen Atomstrah: 
detektor zu bendtigen! . 
Ein optisches Pumpverfahren mit DOPPLER-verschobenem statt polar! 
siertem Licht wurde von BUCKA angegeben [BUC 45]. 


d) Messung von Oktopolmomenten 


Die Erhéhung der Genauigkeit der Hyperfeinstrukturmessung mit de 
magnetischen Resonanzmethode brachte es mit sich, da fiir einige Kern 
auch die Wechselwirkung des magnetischen Oktopolmomentes gemesse 
werden kann. Diese Wechselwirkung stellt das naichst héhere Glied nach de 
magnetischen Dipol- und der elektrischen Quadrupolwechselwirkung in dé 
Entwicklung der gesamten Wechselwirkungsenergie des Kerns mit der Hil 
nach Multipolen dar. 
Die Theorie dazu wurde in ausfiihrlicher Form von C, SCHWARTZ [SCH 5} 
57a] angegeben. Zur Beobachtung ist notwendig, daB J >%/, und J >‘* 
ist. Es zeigt sich, daB man nicht den Oktopolterm aus der Messung a 
rechnen darf, ohne zugleich Korrekturen zu beriicksichtigen, die dave 
herriihren, daB der Zustand des Atoms in dieser Naherung kein reiner Z 
stand mehr ist, sondern Beimischungen von anderen Zustinden hat. In 
besondere ist bei den ?P;,,-Atomzustaénden, in denen man bisher gemesse 
hat, die Stérung des ?P:;,-Zustandes des gleichen Dubletts zu _beriic 
sichtigen. Diese Korrekturen sind, wie man aus der folgenden Tabeh 
sieht, im Normalfall durchaus vergleichbar mit dem _ unkorrigiert 
Wert, fiir ihre Genauigkeit wird von SCHWARTZ der vielleicht optimistise} 
Wert von 1% angegeben. 

Die Messungen wurden mit normalen magnetischen Resonanzapparatur 
bei H ~ 0 gemacht, wobei relativ lange C-Felder zur Verkleinerung d 
Linienbreiten benutzt wurden. Die Unsicherheit in der Linienlage liegt 
einigen Hundert Hz [KUS 54, DAL 54]. 


Tabelle V 


CKor(Hz)*)?) Q (ux + b)1)3) 4) Literatur zt ! 


Isotop Cgem (Hz)*) Spalte 2 


Cl 35 9,3 (120) —6,95 (120) —0,0188 (3) 

C137 5,35 (120) —5,41 (120) —0,0146 (3) 

Ga 69 50,2 (33) 93,0 (34) 0,137 (5) 

Ga 71 86,0 (33) 121,9 (34) 0,180 (5) 

In 115 82 (32) 1682 (40) 0,475 (11) 

J 127 2870 (370) 2010 (520) 0,181 (47) JAC 54 


1) Fehler in ( ) in Einheiten der letzten angegebenen Stelle. 

*) Es sind Werte nach [SCH 57a] angegeben, nicht die ungenauer korrigierten Werte ¢ 
den Originalarbeiten. 

°) Kernmagneton x barn = he/2 myc - 10-*4 cm?. 

*) Ohne den Fehler aus der Berechnung von 2 aus c. Die Umrechnung basiert auf E! 
elektronenfunktionen, iiber die Polarisationseffekte der Elektronenhiille ist noch nicl 
bekannt, so daB hier recht groBe Fehler enthalten sein kénnen. 


| 


‘ 
{ 
| 
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In der Tabelle sind die bisher gemessenen Werte angegeben. Die Definitionen 
der GréBen ¢ und Q sind: 

Oktopolanteil der Wechselwirkung = he <r? P; div M),,; <r-* P; div M), 7 = 
=Q-<r-*P; div M>;, 7 wo Ps = P3 (cos 9%) die dritte Kugelfunktion ist, und 
M die Magnetisierung des Kerns bzw. der Hille. Q ist das Oktopolmoment. 


e) Sonstige Resonanzmessungen 
Auer den in einem der vorigen Abschnitte beschriebenen Atomstrahl- 
resonanzmessungen seien noch die folgenden erwahnt: 
Lew [LEW 53] untersuchte die Hyperfeinstruktur des 4I./,-Grundzustandes 
des Pr. Es ist dies das erstemal, daB Zustinde mit J > 3/, gemessen wurden. 
Die hohe Multiplizitat des Zustandes (J = °/,, J = 5/,) macht die Auswertung 
der Messung sehr schwierig. 
WESSEL und LEw [WES 53] untersuchten die Hyperfeinstruktur von Ag 109, 
Ag 111, Au 197, und WEssEL [WES 53a] die des B 11. Beide Messungen 
wurden mit dem ElektronenstoBdetektor (s. § 1b) gemacht. Ebenso eine 
Messung des ZEEMAN- Effektes des Cr 52 [BRI 53] im 3d°4s 38,-Grundzustand, 
der deswegen von Interesse ist, weil genaue g-Faktoren sonst nur fiir 2S:),- 
Terme gemessen worden sind. Die Hyperfeinstruktur der beiden Zusténde 
2D: , und #D.,, des Y 89 wurde von Mitarbeitern KOPFERMANNs |EHR 57] 
gemessen. 
Eine Reihe weiterer Arbeiten zeichnet sich vor allem durch die Erhéhung der 
Genauigkeit gegeniiber friiheren aus. Dazu gehéren die Messungen von 
RAMSEY und Mitarbeitern [BAR 54, HAR 52, KOL 52] am H,- und D,- 
Molekil. KuscH [KUS 455] verbesserte die Genauigkeit friiherer Hyperfein- 
strukturmessungen am H- und D-Atom im Grundzustand auf 4 10-8(4»(H)= 
= 1420,40573 + 0,00005 MHz; A1(D) = 327,384302 + 0,000030 MHz) und 
klarte damit eine Diskrepanz auf, die sich zwischen alteren Messungen und 
einer Messung von WITTKE und DICKE [WIT 54] mit der Mikrowellen- 
methode ergeben hatte. Die angegebene Genauigkeit wurde mit einem nur 
7,6 cm langen C-Feld bei einer Linienbreite von rund 30 KHz erzielt. Dies ist 
moglich, weil die genaue Linienform theoretisch gut bekannt ist und eine 
Vielzahl von Einzelmessungen benutzt wurden (440 Beobachtungen am H). 
Ahnlich wurde die Hyperfeinstruktur von Tritium zu Av(T) = 1516,701 
70 + 0,00007 MHz gemessen [PRO 47]. 
Eine weitere Gruppe genauer Experimente diente der Messung der Hyper- 
feinstruktur-Anomalie verschiedener Elemente. Sie ist definiert zu 4 = 
= (a*/a1 — g?/g')/(g?/g'), wo a die MHyperfeinstrukturkonstante, g den 
g-Faktor gy = ;/I und 1, 2 zwei Isotope desselben Elements (1 schwerer 
als 2) bedeuten. Der Unterschied von a?/a1 und g?/g' kommt daher, dai} der 
Kern keine Punktladung und keinen punktformigen magnetischen Dipol 
darstellt. Das ergibt Abweichungen der Wechselwirkung Kern-Hiille vom 


| Idealfall des punktférmigen Kerns, welche von der Struktur des Kerns ab- 


hangen und damit fiir zwei Isotope verschieden sind. Zur Theorie vgl. 
[ROS 32, CRA 49, BOH 50, BOH 51, SCH 55 und SCH 57a]. 

Um A anzugeben, braucht man sehr genaue a- und g;-Werte. Erstere sind 
durch genaue Atomstrahlresonanzmessungen, letztere am genauesten durch 
Kernresonanz zu gewinnen. Die Hyperfeinstruktur-Anomalie konnte in- 


a2 Cu, SCHLIER 


ewxcden fie K [OCH 50, EIS 52], Rb [BIT 49, OCH 51), Ag [WES 64, 
SOS NP und im neuester Zeit fiir Cu[TIN 57], Cs[STR 47, bValund die *P ij. 
wad “P\Rustinde von Ga [LUR 56, SCH 45] und TI [LUR 66, GOU 4 
gemessen werden. Die GréBenordnung der sich ergebenden Hyperfein- 
<trwktuxAnemalien liegt zwischen 10°-° und 10°%, 

Exgerimentell interessant ist die Messung von GouLp [GOU 46] am (meta. 
wogbilem) 6 °P\Zustand der Tl-Isotope 203 und 205, Dieser Zustand 1iBt sich) 
Sm Gegensats gu den Verhiltnissen beim Ga und In) thermisch nicht mek 
gemiigend amregen, da er 7793 om™ (etwa 1 eV) tiber dem Pi),-Zustand lieg 
owe delewehtete den Atomstrah! zwischen Ofen und A-Feld mit ei 
Th. Gasentiadungslampe und konnte auf dem Umweg tiber den angeregtent 
TAS Dastand, der in beide 6*P-Zustiinde zerfiillt, den Py/,-Zustand sta 
derdikern. 

Die erste Messung des atomaren Starkeffekts mit der Atomstrahlresonang- 
smethode wurde von HAUN|HAU 46] gemacht !), (Fir Molekiile vgl. §4f.) ry 
deobachtete die Verschiebung der (4 F = 1)-Linie der Hyperfeinstruktur de 
Os 238 ie hohen elektrischen Feldern. Die Verschiebung betriigt fiir die Hypery 
finstruktur-Aufspaltung 4 (dr) = —2,20-10 * x (1 4 0,08) Hz/(V/om)ts 


f) Die elektrische Resonanzmethode : 


Die elektrisehe Molekiilstrahlresonanzmethode wurde 1947 von HuGH ue 
"SUG 47) als Analogon sur magnetischen Resonanzmethode entwickelt une 
spatter ven TRISCHKA [TRI 48] in bezug auf die Auflésung wesentlich vor 
dessert. Se ist fiir polare Molekiile gedacht, die im Magnetfeld wegen de 
Rleimen magnetischen Moments schlecht ablenkbar sind, dagegen im ele 
wrisehem Feld gut. Die elektrische Ablenkung ist zudem vom Rotatio 
mastand (J. m,) stark abhingig (vgl. Bild 7), was den Vorteil bietet, 
gemessenen Linien einzelnen J zuordnen zu kénnen, Die magnetische ,,Null] 
Slgmethede” [NIE 47}, die aus der Kurvenform der Resonanzen Aussager 
Sher die Hyperfeinstruktur der Molekiile macht, ist deshalb véllig verlasser 
worden. (Vgl. noch [BEM 55], dltere Messungen: [LOG 42, ZEI 52 und BOI 
a 
Wit der elektrischen Molekularstrahl-Resonanzmethode sind bisher ein} 
groger Teil der Alkali- und Tl-Halogenide untersucht worden, Diese Molektil 
befnden sich alle im LY-Zustand. Die bei der Messung zu berticksichtigender 
Energien sind die folgenden: 

W = BIT +1) + ME + eqQy + €g2Qq + Clad te Caled ot Wa ays 
Se der Reithe nach Rotationsenergie, Starkeffektenergic, Quadrupol 
weebselwirkung beider Kerne, magnetische Kerndipolwechselwirkung beider 
Kerne mit dem Magnetfeld der Rotation und gegenseitige Weehselwirkun, 
der magnetischen Kernmomente bedeuten. “2, Q), Qe, 4, I, J sind dabe 
noch Operatoren; die sich ergebenden Termlagen sind bei HUGHES un 
GRASNER [HUG 50] angegeben. Der siebente Term liBt sich berechner 
wenn man den Kernabstand im Molekiil kennt, umgekehrt konnten BRAUN 
STEIN und TRISCHKA [BRA 455] diese Wechselwirkung beim Li7F" so genay 


~ Teh danke Herrn Dr. R. D. Haur fiir dio Ubersendung eines Vorabdrucks, 
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messen, daB sich daraus der Kernabstand mit 1,51 + 0,08 A berechnen 
lieB. 
Die Messungen lassen sich einteilen in solche, bei denen (4 J-= + 1)-Uber- 
ainge induziert werden, die im Mikrowellengebiet liegen, und in solche, die 
rginge AJ = 0, Am; = +1 zwischen Starkeffekt-Termen bzw. den 
korrespondierenden Hyperfeinstrukturtermen benutzen. 
Bei den letztgenannten Messungen ergeben sich im wesentlichen die vier 
Konstanten, die die Hyperfeinstruktur kennzeichnen. dazu den Quotienten 
y?/B (u = elektrisches Dipolmoment, B= Rotationskonstante) aus der 
Starkeffektaufspaltung. Wenn B aus einer anderen Messung bekannt ist, kann 
man sehr genaue u- Werte gewinnen. TRISCHKA [TRI 56] konnte so aus alteren 
Messungen am CsF und CsCl [TRI 49. LUC 53] mit Hilfe der neu gemessenen 
Rotationskonstanten der Molekiile [HON 54] die folgenden Werte fiir wu 
errechnen: 


CsF : uw = 7,875 + 0,006 + (0,0722 + 0,0003) - v (deb) v=0---4 
CsCl: w = 10,42 + 0,02 + (0,056 + 0,002) - v (deb) p= OG. 


Ist B nicht aus direkten Messungen bekannt, so kann man B und w nur 
getrennt messen, indem man den Anteil vierter Ordnung des Starkeffekts 
(u*B*) miBt, wobei die Genauigkeit naturgemaB begrenzt ist. 

Die andere Moglichkeit, mittels Mikrowellen (AJ = + 1)-Uberginge zu 
induzieren, wurde zuerst von CARLSON, LEE und FABRICAND [CAR 52] 
durchgefiihrt. Hier erhalt man sehr genaue Werte der Rotationskonstanten 
Bin mehreren Schwingungszustinden und kann infolgedessen aus dem Stark- 
effekt sehr genaue u-Werte gewinnen. 

In der folgenden Tabelle sind nur die neueren Messungen mit der elektrischen 
Resonanzmethode aufgefihrt, beztiglich der alteren sei auf die Tabellen von 
Honic et al. ((HON 54]: B, yw, eqgQ) und WHITE[WHI 55a]: Tabelle 2: ¢,, cy) 
verwiesen. Dort sind auch Werte aufgefiihrt, die aus der Mikrowellenspektro- 
skopie bestimmt wurden. 

Eine Erweiterung der elektrischen Resonanzmethode wurde von RUSSELL 
[RUS 57]*) angegeben. Er ersetzte das elektrische C-Gleich-Feld durch ein 
magnetisches Feld. Dadurch erhalt man die Méglichkeit, auBer den oben 
erwahnten Molekiildaten die magnetischen Momente der beiden Kerne im 
(zweiatomigen) Molekiil und das mit der Rotation des Molekils verkniipfte 
magnetische Moment wy = J - gy Zu messen. Wahrend erstere in den meisten 
| Fallen bekannt sein werden, ist hier fiir Molekiile hoher Verdampfungs- 
temperatur zum erstenmal die Méglichkeit der Messung des Momentes jz 
gegeben, das ein gewisses Interesse nicht zuletzt deswegen beansprucht, weil 
es Aussagen iiber die Giiltigkeit von Molekilmodellen zu machen gestattet 
[vgl. auch WHI 55a]. 

Die Messungen RusSELLs sind bisher am Li®F und Li? F durchgefiihrt worden. 
_ Die Ergebnisse sind: 


Lif F: /J = 0,0818 + 0,0005 Kernmagnetone/J 
Li7F: u/J = 0,0642 + 0,0004 Kernmagnetone/J. 


1) Ich danke Herrn Dr. A. M. Russet fir die freundliche Uberlassung eines Vor- 
| abdrucks. 
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Die Vorzeichen sind nicht bestimmt worden,), 
doch ergeben verschiedene Molekiilmodelle fir} 
Li®F z. B. Werte von +0,074 und +0,088, sok 
daB man sie als positiv annehmen darf. 
Der experimentelle Aufbau einer elektrischens) 
Molekiilstrahlresonanzapparatur unterscheidet/! 
sich in den Grundziigen wenig von einer magne-)| 
tischen. Die Elektroden von A- und B-Feld haben 
meist die gleiche Form wie sonst die Polschuhe 
des magnetischen Feldes und werden mit eini-i} 
gen 10kV/cm_ betrieben. SCHLIER [SCH 67]'} 
benutzte 2 elektrische Vierpollinsen als A- und{| 
B-Feld (siehe auch § 2a und Bild 8). Besonderer} i 
Wert ist auf die Konstruktion des C-Feldes 2ui) 
legen. Will man zur genauen Messung von p)) 
hohe C-Feldstirken benutzen, so muB das Feld?) 
extrem homogen sein. Nach dem Vorgang vonr), 
TRISCHKA [SWA 52] benutzt man hierfiir Glas- | 
platten, die auf einige 10° cm plangeschliffen:| 
sind und eine diinne aufgedampfte Metall- | 
schicht tragen, an die die Spannungen ange- | 
schlossen werden. Man bekommt so Felder, die«) 
besser als auf 1:5000 homogen sind. 
Eine gewisse Schwierigkeit macht die Tat- 
sache, daB an den StoBstellen zwischen A-, C-- 
und B-Feld leicht nichtadiabatische Uberginge « 
auftreten, die die refokussierte Intensitat herab-. 
setzen und die Linienintensititen verfilschen. | 
Das Problem scheint hier ernsthafter zu sein als* 
bei der magnetischen Resonanz, hingt aber auch i 
sehr vom einzelnen Molekiil ab. Zur Verbesserung 2 
kann man Pufferfelder [LUC 53, BRA 55] an: 
den StoBstellen anbringen, die man auf optimale :| 
Intensitat justiert. ] 
Hohe Empfindlichkeit wird fiir den Detektor 1 
verlangt, da der Anteil eines einzelnen Rota-- 
tionszustandes, dessen Uberginge man miBt, | 
im gesamten Molekiilstrahl nur die GréSenord- - 
nung 10-4hat. Das kommt von der recht hohen:) 
Ofentemperatur (600°—1000°C), die 50 bis 150) 
Rotationsniveaus anregt. Alle Messungen sind! 
bisher mit einem LANGMUIR-TAYLOR-Detektor ' 
gemacht worden; bei den Messungen am LiF! 
und LiCl wurde ein einfaches Massenspektro--| 
meter zur Aussortierung der Li-Ionen benutzt. | 
An die Hochfrequenzseite werden besonders im)| 
Falle von (A J = 1)-Ubergiingen sehr hohe Anfor- -| 
derungen gestellt [LEE 53]. Will man die durch) 
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2 gemessen. 


a 
— 


i: Or—0.2) 
13 y-=.02) 


2a. e038) 
1,2,3; v = 04) 
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7 
a 
2 
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o 
=| 
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= 


J 
J 
J 
J 


2,07 (10) 

1,88 (30) 
+32,9 (10) 
+10,55 (7) 


+ 2,2 (6) 


+0,380 (97) 


*) Zum Teil bis vy = 3 gemessen. 
4) Altere Messungen siehe GRA 50; z. Teil bis v 


Tabelle VI 


3,07172 (61) 
2,4199 (24) 
0 
0 


0,4120 (70) 


—7,9347 (11) 


5,9 (13) 
5,9 (13) 
6,6 (3) 


2,4 (4) 
2,4 (4) 


1,51 (8) 


1) Fehler in ( ) in Einheiten der letzten angegebenen Stelle. 


3) v = 1 gemessen. 


LiSCl® 
Li®Cl*? 
Li7F1 


Ks Fis 


OO 


Co = 


= 
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die Verweilzeit im C-Feld iiber die Unbestimmtheitsrelation bestimmte Linien- 
breite von 18Ke (fiir KCl in einem 5 cm langen O-Feld) ausnutzen, d. h. bei 
Frequenzen um 7 GHz auf 1 bis 2 KHz genau messen, so muB die Frequenz- 
stabilitat besser als 10-* sein. LEE, FABRICAND, CARLSON und RaBI konnten 
eine Stabilitat auf etwa 100 Hz, d. h. 10-8 erreichen. Dazu wurde die Frequenz 
des 2K 44-Klystrons durch einen 
Regelkreis automatisch gegen die 
Oberwellen eines sehr genauen Quar- 
zes nachgeregelt. Das Blockschaltbild 
ist in Bild 18 angegeben. Eine 
Quarzfrequenz wird  vervielfacht 
und mit der Klystronfrequenz ge- 
mischt. Die Differenzfrequenz laBt- —— 
sich in einem FM-Empfanger auf perletecn 

einen festen Wert einstellen; bei 
Abweichungen gibt dieser eine Gleich- Bild 18. Hochfrequenzanordnung (Frequenznach- 
spannung ab, die verstarkt wird und ee ea Uterine en mak 
iiber die Repellerspannung des Re- im 7 GHz-Gebiet. Nach (LEE 53]. 
flexklystrons die Frequenz nach- 

regelt. Der zweite MeBempfanger dient nur zum genauen Messen der Differenz- 
frequenz mittels eines Wellenmessers. Die Hochfrequenz-Energie, die man 
schlieBlich fiir einen Ubergang benotigt, ist nur einige ~W, doch ist es wichtig, 
beim Suchen der Linien diese durch erhohte Einstrahlung zu verbreitern. 


Ich méchte diese Arbeit nicht abschlieBen, ohne Herrn Prof. Dr. W. Paul 
herzlich fiir seine groBziigige Férderung zu danken. 


Bonn, Physikalisches Institut der Universitat. 
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In den vergangenen Jahren wurde eine ganze Reihe von Modellvorstellungen 
| entwickelt, die es gestatten, die Eigenschaften der Atomkerne im Grund- 

zustand und ihr Verhalten bei relativ niederenergetischen Prozessen 
(EZ < 50 MeV) in groBen Ziigen zu deuten. Dabei hat man zuniachst von der 
grundlegenden Frage abgesehen, wie sich all diese Modellvorstellungen von 
einem einheitlichen Gesichtspunkt aus verstehen lassen. In letzter Zeit tritt 
/ nun diese Frage immer stirker in den Vordergrund. Hierbei sucht man 
analog zur Atomhiillenphysik die Eigenschaften und das Verhalten der 
Kerne aus den Wechselwirkungen der einzelnen Nukleonen untereinander 
abzuleiten. In der Atomhillenphysik ist es bekanntlich moglich, mit Hilfe 
des Coulombschen Gesetzes, das fiir die Wechselwirkung der geladenen 
Teilchen (Elektronen, Protonen, Atomkerne) untereinander mafgebend ist, 
_ im Rahmen der Quantenmechanik prinzipiell simtliche EKigenschaften der 

Atome und Molekiile (z. B. Atomspektren, chemische Bindung) mit sehr 


_ 1) Teil II folgt im nachsten Heft. 
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groBer Genauigkeit zu beschreiben. Die Theorie der Atomhille wird hierbei i 
sehr stark dadurch vereinfacht, da8 sich die Wechselwirkung vieler geladener * 
Partikel untereinander als Uberlagerung von Zweikbrperwecbselwit kuniggg | 
darstellen lit, solange man von relativistischen Effekten (z. B. Vakuum- - 


polarisation) absieht. i 


darin, ob man auch in der Kernphysik die Wechselwirkung vieler Nukleonen) 
untereinander als Uberlagerung von Zweinukleonenwechselwirkungen dar-- 
stellen kann oder ob dies wenigstens unter einschrinkenden Voraussetzungen } 
méglich ist. Das heiBt: wie weit lassen sich die Kerneigenschaften aus derr 
Annahme von Zweikérperkriften verstehen. Als Daten far die Zweik6rper- - 
krafte werden wie wtblich die aus den Zweinukleonenstreuexperimenten }) 
erschlossenen Werte genommen. 
In Teil I wird zunichst ein Uberblick iiber die wesentlichsten heute in deri 

Kernphysik verwandten Modellvorstellungen gegeben. Dabei kénnen natir- | 
lich nur die wichtigsten Gesichtspunkte erlautert werden. Auf spezielle¢ 
Probleme wird daher nur soweit eingegangen werden, wie es fir die klare¢ 
Herausarbeitung dieser Gesichtspunkte notig ist. | 
Zu Beginn von Teil II folgt ein Kapitel tber die Zweinukleonenkrafte. Dabei) 
kénnen wir uns sehr kurz fassen, da dariber bereits ein ausfiihrlicher Bericht) 
in dieser Zeitschrift erschienen ist (7). In den anschlieBenden Kapiteln wird oh 
dann diskutiert, wie weit sich mittels dieser Zweinukleonenkrafte die in 

Teil L erlauterten Modellvorstellungen und dariiber hinaus auch feinere} 
Einzelheiten im Verhalten der Kerne erklaren lassen. Da man in der Behand 
lung des hier zu besprechenden Problemkreises erst ganz am Anfang steht7 
besteht ein Hauptanliegen dieses Aufsatzes auch darin, aufzuzeigen, worim), 
die noch nicht gelésten Schwierigkeiten bestehen und welche Ansatze} 
gemacht werden, um diese Fragen weiter zu klaren. 
Es sei noch vermerkt, da die héchsten Energien der hier behandelten Kernaj 
reaktionen (Emax <50 MeV) noch weit unter der Ruhenergie eines Protonsj 
bzw. Neutrons (ZRun ~ 108 MeV) liegen. Wir kénnen daher relativistische} 


Effekte in erster Naherung vernachlissigen. 


1. Trépfehenmodell des Atomkerns 


a) Weizstcker- Bethe-Formel 


Aus den verschiedensten Experimenten, z. B. der Streuung von «-Teilcher} 
oder schnellen Neutronen an Kernen, ergibt sich, daB das Volumen der Kerna} 
in sehr guter Niherung proportional zum Atomgewicht A ist. Und zwar gill] 


4 4 
= S eee an | 
é 3 ak 3 aR. A, (i | 
wobei R = R,: A's mit Ry = 1,45 - 10-*8 cm (2a 


der Kernradius ist. Weiter zeigt der Verlauf der Bindungsenergien H(A) inj 
Abhingigkeit vom Atomgewicht A, daf auch # im wesentlichen proportionai 
zu Aist und E/A ~6—8 MeV betrigt. Beide Tatsachen legen eine Analogi 
zum Flissigkeitstropfen nahe: Jedes Kernteilchen tritt nur mit einer beq 
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enzten Anzahl von Nukleonen in Wechselwirkung, denn sonst wire die 
indungsenergie pro Teilchen abhingig. vom Atomgewicht. Die Krifte 
wischen den Teilchen haben Sittigungscharakter, und ein neu hinzu- 
etendes Teilchen wird unabhiingig von der Zahl A der schon vorhandenen 
ukleonen mit einem Energiegewinn von 6 —8 MeV auBen an den Kern an- 
elagert. 

as in dieser Form eingefiihrte Trépfchenmodell gibt nach v. WEIZSACKER 
), BETHE (3) und GAMow (4) auch feinere Einzelheiten richtig wieder. So 
liten die Teilchen an der Oberflache des Kerns nur mit einer geringeren 
zahl von Partikeln als im Innern in Wechselwirkung stehen, was zu einem 
er Oberflache proportionalen Energiebeitrag und damit zu einer Ober- 
achenspannung fiihrt. Beides wird in der Tat beobachtet. Durch die Ober- 
ache wird der Betrag der Bindungsenergie HZ um einen Betrag verringert, 
er proportional A‘, d.h. proportional zur Oberflache der Kerne ist. 
trachtet man die Kerne als eine binaére Lésung’), bestehend aus Z-Protonen 
nd N-Neutronen (A = N + Z), so sollte der volumenproportionale Anteil 
er Bindungsenergie nur von der Konzentration N/A bzw. Z/A abhangen: 


a =f (3): (3) 


errscht auBerdem noch Symmetrie in den Kraften zwischen Protonen und 
eutronen, so kann f nur von der Differenz N —Z, und zwar als gerade 
nktion, abhangen. Es mu8 dann 


SGD Gye « 


elten, wenn man nur den ersten Entwicklungskoeffizienten von f mitnimmt. 
st b positiv, so hat die Energie ein Minimum bei N = Z, was bei leichteren 
ernen auch experimentell beobachtet wird. Bei schwereren Kernen ver- 
chiebt sich dieses Minimum zugunsten groBerer Neutronenzahl bis auf etwa 
Vv = 1,5-Z. Es herrscht dort also eine Asymmetrie zwischen N und Z. 

pe Ursache dafiir ist in den elektrostatischen AbstoBungskraften zwischen 
‘len Protonen zu suchen, welche bei schweren Kernen eine entscheidende 
Rolle spielen. Sie sind z. B. fiir die Kernspaltung verantwortlich. Wir 
ommen nachher darauf zuriick. Betrachten wir den Kern als homogen 
Piadenc Kugel der Gesamtladung Z-e mit dem Radius R= R,- A’ 
¥o ergibt sich als elektrostatische AbstoBungsenergie pro Teilchen 


Ey 3 & Z(Z—-1) 1 UZ —1) 


as abe) ; 
| user 4h VA Als 


MeV. (5) 


Jer Faktor (Z—1) beriicksichtigt dabei die Tatsache, dai jedes einzelne 
Broton nur mit Z —1 Protonen in Wechselwirkung steht. 

Massen wir die Terme (3) bis (5) zusammen und fiigen noch den oben er- 
‘éuterten Oberflachenterm hinzu, so erhalten wir die halbempirische WE1z- 
df; 

i) Wir folgen hier im wesentlichen einer Darstellung von HEISENBERG-MACKE (6). 


|i3* 
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SACKER-BETHE-Formel fiir die Kernbindungsenergien (2), (3), (5), (6): 
N —Z\ ; 3 e? Z(Z—1) 
B= 0-4 + q) Ate At ST Ra 
Wahlt man fiir die Konstanten a, 6 und c die Werte [FEENBERG (9)] 
a=14MeV, b=18,1 MeV, c= 15,1 MeV, 


Dp 


wm 


20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240i; 


Ae-— 


Bild 1, Bindungsenergien pro Nukleon nach der Weizsicker-Bethe-Formel. Die eingezeichneten Kreise ste i 
experimentelle Werte dar [nach (42)]. 


i 
so 14Bt sich der mittlere Verlauf der Bindungsenergien der stabilen Atod| 
kerne in Abhingigkeit vom Atomgewicht A recht gut beschreiben, wie éf| 
Bild 1 ersichtlich ist. | 
Zwei statische Eigenschaften, die sich mit der Weizsicker-Bethe-Formel} 
groBen Ziigen verstehen lassen, seien hier kurz erwahnt: die Bindungsenerg#) 
differenz von Spiegelkernen und die Neutron-Proton-Verteilung in schwerf: 
Kernen. . 
Spiegelkerne sind bekanntlich solche Kerne, die beziiglich ihrer Protong 
und Neutronenzahl spiegelsymmetrisch sind, d.h. eine Protonenz# 
Z=(A+4n)/2 und eine Neutronenzahl N = (A F n)/2 besitzen. Nef 
der Weizsicker-Bethe-Formel besteht der Bindungsenergieunterschied zwell 
solcher Kerne dann nur in der verschiedenen Coulombenergie. In der nai 
stehenden Tabelle sind die nach der Weizsicker-Bethe-Formel (6) erhalter# 
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Joulombenergiedifferenzen fiir einige Spiegelkerne gegentiber den experimen- 
ellen Werten aufgetragen (6). Bei den experimentellen Werten ist dabei 
och eine Korrektur angebracht, die die verschiedene Ruhmasse von Neutron 
nd Proton beriicksichtigt. 


Tabelle 1 
9 11 13 13 15 17 19 
exp. 1,44 2,06 2,9 3,16 5 75 3,9 4,25 MeV 
Bineor. 2,2 2,31 272, 3,06 3,39 3,74 4,05 MeV 


an sieht aus obiger Tabelle, daB die Weizsdcker-Bethe-Formel (6) die 
oulombenergiedifferenzen der Spiegelkerne in groBen Ziigen richtig wieder- 
‘bt. Es sei noch erwihnt, daB die Giiltigkeit der Weizsicker-Bethe-Formel 
arauf hinweist, daB die Krafte zwischen Protonen dieselben sein miissen 
ie die Krafte zwischen Neutronen, wenn man von der Protonenladung ab- 
eht. (6) ist nimlich beziiglich Protonen- und Neutronenanzahl vollkommen 
mmetrisch, wenn man vom Coulombglied absieht. 

us dem Vergleich von Streuexperimenten, die mit Elektronen bzw. Neu- 
onen an schweren Kernen durchgefiihrt wurden, folgt, daB die Randzone 
hwerer Kerne mehr mit Neutronen als mit Protonen besetzt ist [LYMAN 
a. (7), COOPER u. a. (8), PIDD u. a. (9), HOFSTAEDTER u. a. (10)]. Wegen 
T gegenseitigen Coulombschen AbstoBung der Protonen wiirde man im 
sten Augenblick gerade das Gegenteil erwarten. Dieser Sachverhalt laBt 
h nun sofort qualitativ mittels der Weizsicker-Bethe-Formel verstehen 
VILDERMUTH (J1)]. Wie man aus (6) sieht, wird beim Entfernen eines 
otons aus einem schweren Kern (N > Z) die Asymmetrieenergie erhoht, 
ihrend es bei der Entfernung eines Neutrons gerade umgekehrt ist. Das 
t zur Folge, daB bereits ohne Beriicksichtigung der Coulombkraft am Kern- 
nd, wo sich die Krafte zwischen den Nukleonen wie im Innern nicht mehr 
pgenseitig aufheben, verschiedene riicktreibende Krafte auf Protonen und 
putronen ausgetibt werden. Die Protonen werden dabei stirker ins Kern- 
ere zurtickgezogen als die Neutronen. Nimmt man als Abfallsbreite des 
rnrands ungefahr 2-10-13 cm (12), so ergibt sich fiir diesen Kraftunter- 
nied ungefahr 8 10’ Dyn (11). Die Coulombsche AbstoBungskraft auf ein 
joton am Kernrand betragt dagegen nur ungefihr 2,7 - 107 Dyn, ist also 
pl zu klein, um diese Kraftdifferenz zu kompensieren. Diese Asymmetrie- 
waft, die auf Protonen und Neutronen gerade in entgegengesetzter Richtung 
ckt, ist daher zusammen mit der verschiedenen Fermischen Grenzenergie 
'; Protonen und Neutronen (1/7) dafiir verantwortlich, daB in schweren 
nen am Kernrand die Neutronen gegeniiber den Protonen relativ an- 
veichert sind [(11), JOHNSON und TELLER (13), MITTELSTAEDT (14), 
(ILD (15), Ross u. a. (16), V. KENSCHITZKI und WILDERMUTH (17)]. 

sei noch erwahnt, daB dieselbe Asymmetriekraft bzw. Asymmetrieenergie. 
fir verantwortlich ist, daB aus hoch angeregten schweren Kernen 
Anregung > 6—8 MeV) zunachst immer Neutronen emittiert werden. Bei 
vhten Kernen, die keinen NeutroneniiberschuB besitzen, treten diese 
% natiirlich nicht auf. Hier ist es wirklich so, daB die Protonen wegen 


t 
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der Coulombschen AbstoBungskraft etwas mehr nach aufen verlagert si] 
als die Neutronen. AuBerdem ist hier Protonenemission gegeniiber cf 
Neutronenemission etwas bevorzugt [JOHANNSEN (18)]. | 
Wegen genauerer Hinzelheiten, insbesondere auch experimenteller Datq 
siche den Bericht von MITTELSTAEDT tiber die Verteilung der Nukleory 
in schweren Kernen (19), der ebenfalls in dieser Zeitschrift erschienen :} 
Dort finden sich auch genauere Einzelheiten tber die Energieverhaltnij 
bei Spiegelkernen. 
Mittels des Troépfchenmodells lassen sich auch einige dynamische Keg 
eigenschaften diskutieren, die in erster Naherung nicht von der spezieh 
Struktur der einzelnen Kerne abhangen. Es sollen hier zunachst zwei sol. 
Eigenschaften kurz besprochen werden, namlich die Kernspaltung und | 
Giant-Resonanzen. 


b) Kernspaltung 


Nehmen wir den Vergleich eines Atomkerns mit einem Flissigkeitstro 
ernst [BOHR und KALCKAR (20), BOHR und WHEELER (21)], so mu8 sc 
ein Atomkern auch kompressionsfreie Schwingungen wie ein Flissigke 
tropfen ausfiihren kénnen, da bei der Deformation eines Kerns riicktreibeg 
Krafte auftreten, deren energetische Verhiltnisse mittels der Weizsach 
Bethe-Formel beschrieben werden. Betrachten wir solch eine kompressic 
freie Deformation etwas genauer, so sehen wir, da sich dabei die Vol 
energie und die Asymmetrieenergie nicht andern!). Das heiBt, daf fiir 
Deformationsenergie nur die Anderung der Oberflachenenergie und 
Coulombenergie maBgebend ist. 

Da bei den schweren Kernen, die stabil gegen B- und f+-Zerfall sind, 
N=1,5-Z und A=2,5-Z ist, waichst bei diesen Kernen die Coulo 
sche Energie stirker als mit A, namlich nach (6) ungefaéhr mit A‘ls, und ff 
mindert den Gesamtbetrag der Bindungsenergie erheblich. Die Couled 
energie wirkt nun der Oberflichenenergie gerade entgegen, denn sie 
ringert sich bei einer Deformation — der mittlere gegenseitige Abstandy 
Ladungen im Kern wird verkleinert —, wihrend sich die Oberflachenenef 
vergrofert. Bei leichten Kernen ist zunachst der Finflu8 der Coulombenef 
verhaltnismaBig klein. Das heiBt, die bei einer Deformation durch die Of 
flachenspannung erzeugten riicktreibenden Krafte iiberwiegen bei we# 
die abstoBenden Coulombkrafte. Bei schweren Kernen dagegen wird 
Einflu8 der elektrostatischen AbstoBungskriifte immer stirker. 

Aus all diesem ist zu ersehen, daB eine kritische Teilchenzahl Axrit exist 
bei der keine Energie mehr aufgebracht werden mu8, um den Kern 
einanderzuziechen und schlieBlich in zwei Teile zu zerreiBen. Denn wie 
leicht aus (6) nachrechnet, ist bei Kernen oberhalb von etwa A = 150 of 
hin die Bindungsenergie geringer als die Summe der Bindungsenergien 2 | 


1) Wir sehen dabei von Ladungsverschiebungen innerhalb des Kerns ab. Wir wy 
nachher bei Betrachtung der Giant-Resonanzen sehen, da die mit solch einers 
schiebung der Protonen gegeniiber den Neutronen verbundenen Schwingungen 
viel hdhere Anregungsenergie besitzen als die hier betrachteten Schwingungen, 
Anregungsenergien von der GréBenordnung einiger MeV sind (s. S. 431). 


1 
t 
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Kerne A, und Ag, deren Teilchenzahlen zusammen A, + A, = A ausmachen. 
Die letztere Bedingung lautet: 


| (A, + A2)| < | £(A,)| + | £(A,)|, (8) 


und nur der bei einer solchen Reaktion zu durchdringende Gamowberg ver- 
hindert im allgemeinen, da8 diese Kerne mit merklicher Wahrscheinlichkeit 
in zwei Teile zerfallen. Von diesem Standpunkt aus bedeutet die Bedingung 
fiir Axrit, daB der Kern gerade so unstabil geworden ist, daB kein Gamow- 
berg fir diesen ProzeB8 mehr auftritt. Es ist natiirlich zu erwarten, daB Axrit 


_ weit oberhalb der Grenze der bekannten stabilen Kerne liegt, da alle Kerne 


mit A > Axrt sofort spontan zerfallen miissen und diejenigen dicht unterhalb 
Axrit eine groBe Wahrscheinlichkeit haben, den Gamowberg im Tunneleffekt 
zu durchdringen, um zu zerfallen. Unter den natiirlichen Elementen kénnen 
daher nur solche sein, deren Gamowberg bereits so hoch ist, daB ihre Lebens- 
dauer gegen Spaltung mindestens von der GréBenordnung des Weltalters 
(10° Jahre) ist. 

Die eben geschilderten Verhiltnisse bzgl. der Instabilitat schwerer Kerne 
gegentiber Kernspaltung lassen sich fiir kleine Deformationen (ellipsoid- 
formige Deformationen) auch quantitativ verfolgen. Man mu8 dazu die mit 
einer Oberflachendeformation verbundene Anderung der Oberflichenenergie 
und Coulombenergie ausrechnen. 

Die Anderung der Oberflachenenergie ist dabei gegeben durch 


Cc 


Ally = AL ie (9) 


wobei AF die VergréBerung der Oberflache bei der Deformation ist, wihrend 


a nach (6) die Oberflachenenergie pro cm? ist. 
TT Lhe 
Die Anderung der Coulombenergie bei der Deformation erhalt man aus 
ee o(t) e(t’) Mae ee 
AE cou = oy jr —1’| dt-dt SR, Ale 
Det 


o(t) = Ladungsdichte im Kern, dt = dx-dy- dz. 


(10) 


Der erste Term in (10) beschreibt dabei die Coulombenergie des Kerns im 
deformierten Zustand, wahrend der zweite Term die Coulombenergie des 


_ undeformierten Kerns angibt. Hierbei ist néherungsweise Z — 1 durch Z 
| ersetzt worden, was fiir schwere Kerne berechtigt ist, ohne einen groBen 


{ 
1 


f 


i 
pp 


Fehler zu machen. 

Entwickelt man die Radialkoordinate des deformierten Kerns nach Kugel- 
funktionen, so erhalt man bei kleinen Deformationen fiir AZ, und AE gou 
{[s. HEISENBERG-MACKE (6)]: 


AE, =e" Au (1 + 54) 
(11) 
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a, ist der Entwicklungskoeffizient, der zur Kugelfunktion Ps gehort. In (11) 
wurde bereits die Kompressionsfreiheit der Deformation beriicksichtigt. 
Die Gesamtanderung der Energie bei der angegebenen Deformation des _ 
Kerns ergibt sich daher zu } 
2 5 Wee A 
Be Py [yes eee ees be 12). 
eth (c4 5 25 Ry rs. <i ie | 
und die Bedingung dafiir, daB der Kern einer Formanderung der beschrie- 
benen Art keinen Widerstand entgegensetzt, lautet einfach AH = 0. Hieraus 
folgen die kritischen Werte fir A und Z: 


2? 2G 

= — ow 44. 13 \} 

(Za Sars “77 | 
5 Ro 


Mit A = 2,5Z folgt daraus’): 
Zxrit PANY, und Axrit rm pie (14) 


Kerne oberhalb dieser kritischen Daten zerfallen daher sofort spontan auf 
dem Weg der hier dargestellten Kernspaltung. Die Kerne, welche unterhalb | 
der kritischen Daten liegen, kénnen auf zwei verschiedene Arten durch Kern- | 
spaltung zerfallen: entweder, wenn sie durch Kernanregung, wie etwa durch . 
NeutronenbeschuB, die ihnen zur Spaltung noch fehlende Energie erhalten, | 
oder, indem sie den zum Zerfall zu tiberwindenden Potentialberg im Tunnel- 

effekt durchqueren. 
Aus den hier skizzierten Betrachtungen sieht man, da das Trépfchenmodell 
zusammen mit der Weizsicker-Bethe-Formel in der Lage ist, das Phanomen #) 
der Kernspaltung in groBen Ziigen zu beschreiben?). Feinere Einzelheiten, |) 
die mit der speziellen Struktur der Kerne zusammenhingen, wie z. B. die 
asymmetrische Kernspaltung, kénnen mit diesem groben Modell natiirlich i) 
nicht erklart werden. 


c) ,,Giant‘‘- Resonanzen 


Von den leichten Kernen herauf bis zu den schwersten Kernen wurden in den | 


(22), (23), (24), (25). Sie gehen ungefiihr proportional A-*/», Ebenso zeigt sich, 
da die Energiebreiten dieser Resonanzen — man nennt sie heute allgemein | 
Giant-(Riesen-)Resonanzen — alle in der GréBenordnung von 5 MeV liegen’ 
(25). Daraus folgt, da diese Resonanzschwingungen in erster Naherung 
nicht von den speziellen Eigenschaften der Kerne abhangen kénnen. Sie 
miissen sich daher mittels allgemeiner Kerneigenschaften wenigstens nahe- 
rungsweise beschreiben lassen. 


1) Genauere Werte s. z. B. HEISENBERG-MACKE (6). 
*) Man erkennt iibrigens auch daraus, daB bei der Kernspaltung im wesentlichen im) | 


Kern gebundene elektrostatische Energie umgewandelt wird — al 
prozeB ungefahr 140—160 MeV. 6 nach (6) pro Spalt- 
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GoLDHABER und TELLER (26) haben diese Resonanzen als Eigenfrequenz 
einer Kollektivbewegung aller Protonen gegen alle Neutronen gedeutet. Und 
zwar schwingt bei ihnen die Protonenkugel starr gegen die Neutronenkugel. 
Der Verlauf der Resonanzenergie mit dem Atomgewicht ist bei diesem Modell 
proportional A-". 

JENSEN und STEINWEDEL (27) haben im Anschlu8 daran den physikalisch 
plausiblen Fall untersucht, daB die Protonenflissigkeit gegen die Neutronen- 
fliissigkeit schwingt, wobei im Rahmen des Trépfchenmodells die Gesamt- 
dichte oy +op =e bei der Schwingung konstant bleibt. Die Autoren 
sehen von einer Kopplung der Dipolschwingung mit den Oberflachen- 
schwingungen ab, die Kugelgestalt des Kerns bleibt also bei der Schwingung 
erhalten. Bei diesem Modell laBt sich die riicktreibende Kraft fiir die Schwin- 
gungen aus der Weizsicker-Bethe-Formel herleiten, man braucht also keine 
zusatzlichen Annahmen iiber diese Kraft im Gegensatz zum Modell von 
GoLDHABER und TELLER annehmen. Es ergibt sich ein besserer Verlauf 
der Resonanzenergie mit dem Atomgewicht (~.A-"/). 


Wir wollen den Weg von JENSEN und STEINWEDEL hier kurz andeuten: 


Die Bewegung der Neutronen und Protonen im Kern wird als rein klassisches 
hydrodynamisches Problem aufgefaBt. Die Riickwirkung der Coulombkraft 
auf die Bewegung der Nukleonen wird vernachlassigt1). Zur Herleitung der 
hydrodynamischen Bewegungsgleichungen wird zunachst ein Ausdruck fir 
die Gesamtenergie FZ aufgestellt. H setzt sich zusammen aus der kinetischen 
Energie der schwingenden Nukleonenfliissigkeit und ihrer potentiellen 
Energie, die von der Asymmetrie der Neutron-Proton-Dichte im Kern 
herriihrt. Die zugehérige Asymmetrieenergiedichte laBt sich wegen der 
kurzen Reichweite der Kernkrafte (sie ist wesentlich kleiner — ~ Faktor 5 — 
als die Radien der schweren Kerne) zumindest niherungsweise aus der Weiz- 
sicker-Bethe-Formel entnehmen?’). Sie ist gegeben durch 


(on — ep)? 3 

egies et 7 pee (15) 
Diese Asymmetrieenergiedichte andert sich sowohl raéumlich als auch zeit- 
lich, wenn die Protonenflissigkeit gegen die Neutronenflissigkeit schwingt, 
und ist daher fir die riicktreibenden Krafte verantwortlich. Die Gesamt- 
energie wird damit 


M F M 
E = Exin + Epot -[\F opvp + mi axe’ dt + 


(ev — er) 3 
+ [2 of An Ri at. (16) 


1) Eine Untersuchung von Danos (28) zeigt, daB fiir leichte Kerne das Endergebnis 
dadurch nur sehr wenig gedndert wird und diese Vernachlassigung auch fir schwere 
Kerne noch einigermaBen zulassig ist. 

2) Unter dieser Voraussetzung 14Bt sich die Asymmetricenergie in der WEIZSACKER- 
BETHE-Formel als Integral iiber eine lokale Energiedichte deuten. 
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Aus (16) kann man wegen ep + ey = ow eliminieren. AuBerdem la bt sich | 
auch py eliminieren, da zudem | 


OpUp + On Dy = 0 (17), 


ist. (17) beschreibt die Tatsache, daB mit der hier betrachteten Schwingung 
kein Massentransport verbunden ist. | 
Da wir in guter Naherung annehmen kénnen, daf die Strémungsgeschwindig. | 
keiten im Kern klein gegeniiber c sind, wirkt im wesentlichen die elektrische | 
Feldstirke der eingestrahlten elektromagnetischen Strahlung auf den Kern. , 
AuBerdem ist die Wellenlange fiir y-Strahlung der Energie von der GréBen- | 
ordnung 20 MeV und kleiner ungefaéhr 10-44 cm. Man kann daher das elek-. 
trische Feld tiber den Kern als konstant ansehen (Dipolnaherung). Solch ein 
Feld kann aber in einer geladenen reibungslosen Flissigkeit nur eine wirbel- 
freie Stro6mung anregen. Man kann daher 


vp = —grad p (18), 
setzen. 

Fiihrt man die hier angegebenen Substitutionen in (16) cin, so laBt sich die 
Gesamtenergie und damit auch die zugehérige Lagrange-Funktion 


b= Exin aa E pot (19)! 


als Funktion von y und ep ausdriicken. 

Daraus lassen sich in der tiblichen Weise die Eulerschen Bewegungsgleichungen 
gewinnen, wenn man noch die Kontinuititsgleichung fiir die Protonen- | 
stromung 


0 ; 
ae = — div (gp + 0p) (20) | 


als Nebenbedingung mit Lagrangeschem Multiplikator A in der Lagrange- » 
Funktion beriicksichtigt. 
Betrachtet man den Fall kleiner Dichteainderungen und kleiner Geschwindig- ) 
keiten im Kern, d. h. quadratische Terme werden in den Bewegungsglei- | 
chungen vernachlassigt, so erhilt man lineare Wellengleichungen fir g und gp ; 
der Form (27) 

0? f(t, t) 

ayy Une ag u? Af (r,t) = 0 (21) 


mit pee he und f(r, ¢ 
ao (t,t) entweder p(t, t) oder p(t, zt). 


Diese Differentialgleichungen miussen nun unter der Bedingung gelist werden, ) 
daB die Radialgeschwindigkeit der Protonenfliissigkeit am Kernrand ver-) 
schwindet, da keine Protonen den Kernrand verlassen bzw. von auBen ein- | 
dringen kénnen. Dadurch wird bekanntlich auch das Eigenwertsspektrum | 


fir die Kigenschwingungen festgelegt und damit auch das Energiespektrum |. 
fiir die angeregten Zustande. | 
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Als niederste Anregungsenergie fiir die uns interessierenden Dipolschwin- 
gungen erhalt man (27): 


4ZN 60 


Aus Bild 2 ist ersichtlich, daB der Verlauf der experimentellen Anregungs- 
energie (Resonanzenergie) mit dem Atomgewicht recht gut durch (22) wieder- 
gegeben wird. 

Allerdings liegen die theoretischen Werte alle ungefihr um 25% zu tief. Auf 


diesen Punkt werden wir spiter in Teil II noch ausfihrlicher zu sprechen 
kommen, wenn wir das hier besprochene hydrodynamische Modell von den 


hu 
(Mev) 


20 


Wild 


Jensen- 
Steinwede) 


A 


50 
Bild 2. Resonanzenergien in Abhangigkeit vom Atomgewicht 4. 000 Experimentelle Werte [nach (15)]. 
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Zweinukleonenkraften her zu begriinden suchen. Aus dieser Betrachtung 
geht auch hervor, daB, wie bereits erwahnt, diese Ladungsschwingungen 
eine viel héhere Anregungsenergie als die normalen Kernspaltungsschwin- 
gungen besitzen. 

Im Rahmen dieses Modells kann man auch einen Ausdruck fiir den Gesamt- 
absorptionsquerschnitt fiir y-Strahlung erhalten. Man mu8 dazu die Kern- 
_ dipolschwingung unter dem EinfluB eines auBeren elektrischen Wechsel- 
felds untersuchen. Weiter mu den Bewegungsgleichungen (21) ein Glied 
_ hinzugefiigt werden, das die Umwandlung der durch die eingestrahlte y- 
 Strahlung angeregten geordneten Dipolschwingung in ungeordnete Nu- 
kleonenbewegung im Kern?) (verursacht z. B. durch innere ZusammenstoBe 
- der Nukleonen im Kern) beschreibt. Dieses Glied ist daher fiir die Absorption 
der y-Strahlung mafgebend. Diese Dissipation der geordneten Bewegung 
beschreibt man sinngema8 durch ein zur Relativgeschwindigkeit der Neu- 
' tronenflissigkeit gegen die Protonenfliissigkeit proportionales Reibungsglied. 
| Die zugehérige Dissipationskonstante ist dabei bekanntlich direkt  pro- 


*) Man stellt sich diese ungeordnete Nukleonenbewegung als ein thermodynamisches 
Gleichgewicht der Nukleonen im Kern vor (s. S. 433), aus dem die Neutronen bzw. 
Protonen statistisch verteilt nach auBen emittiert (verdampft) werden. 
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portional zur Resonanzenergiebreite AI’, die, wie schon erwahnt, von der 
GréBenordnung 5 MeV ist. Man kann nun in bekannter Weise rein klassisch | 
den Absorptionsquerschnitt fir y-Strahlung dadurch bestimmen, daB man 
die pro sec absorbierte Strahlung ausrechnet und durch die pro sec und pro 
Flacheneinheit einfallende y-Strahlung dividiert. Nach JENSEN und STEIN- | 
WEDEL (27) erhalt man fir den iiber die Resonanzbreite integrierten Ab- 
sorptionsquerschnitt fiir y- Strahlung: 

Ointegriert — 13.4 - 10-27 cm? [MeV]. (22) 


In Bild3 ist ointegriert auS Gl. (22) gegeniitber dem experimentellen Wert 
aufgetragen. Man sieht daraus, auch der Gang des integrierten Absorptions- 


Sintegr. (10*cm?Me¥) 
60 
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30 Steinwedel 


o 50 100 150 200 


Bild 3. Integrierter y-Absorptionsquerschnitt in Abhdngigkeit vom Atomgewicht A [nach (15)]. O00 Experi- 4 
mentelle Werte. 


querschnitts mit dem Atomgewicht wird wie die Resonanzenergie im Rahmen |) 
des hier betrachteten Modells gut wiedergegeben. Aber auch jetzt liegen die » 
theoretischen Werte unter den experimentellen Werten. Dieser Punkt wird | 
in Teil II ebenfalls noch ausfihrlicher besprochen. Dort werden auch die | 
neuralgischen Punkte dieses Modells diskutiert. 

Damit haben wir eine Ubersicht tiber die wesentlichsten Kerneigenschaften | 
gegeben, deren wichtigste Ziige sich allein mittels des Trépfchenmodells und ! 
der Weizsicker-Bethe-Formel deuten lassen. 


f 
} 
| 


2. Das optische Kernmodell 


Da das optische Modell bereits in einem ausfiihrlichen Bericht von MEDINA * 
und SUESSMANN (29) dargestellt wurde, kénnen wir uns hier sehr kurz? 
fassen. Der Vollstandigkeit halber soll nur kurz wiederholt werden, was deri 
Zweck dieses Modells ist und was seine wesentlichsten Aussagen sind. | 
Das optische Kernmodell von WEIssKOPF, PORTER und FESHBACH (30)| 
dient zur Erklarung des allgemeinen Verhaltens der Neutronen- und Pro-) 
tonenstreuung an Kernen in Abhangigkeit vom Atomgewicht und von der} 
Streuenergie (Hst, < 50 MeV). 


} 
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Der erste Erklarungsversuch der Neutronenstreuung an Kernen (sie wird im 
Gegensatz zur Protonenstreuung nicht durch das Coulombfeld des Kerns 
gestért) ging davon aus, sich vorzustellen, daB sich der Kern gegeniiber ein- 
fallenden Neutronen wie ein Potentialtopf vom Radius R, - A‘ verhalt. Die 
zugehorige Potentialtopftiefe berechnet sich im Rahmen des Fermi-Gas- 
modells des Kerns zu gréBenordnungsmiBig 30—35 MeV *). 

Berechnet man die Streuung der Neutronen an einem solchen Potential, so 
wird der Streuquerschnitt bekanntlich immer dann besonders groB (Reso- 
nanzstreuquerschnitt), wenn die Wellenfunktion am Kernrand eine hori- 
zontale Tangente besitzt (maximale Eindringwahrscheinlichkeit). Daraus 
ergibt sich bei mittleren und schweren Kernen fiir den Streuenergieabstand 
dieser Resonanzquerschnitte ungefahr 10—20 MeV. Nach der Unschirfe- 
relation ist die zugehGrige Energiebreite AE =h/At, wo At die Aufenthalts- 
zeit der einfallenden Nukleonen im Kern ist. At ist im wesentlichen die Zeit, 
die vergeht, bis das einfallende Nukleon den Kern durchquert hat. Sie wird 
fir kleine Einfallsenergien der Neutronen dadurch verlangert, daB die 
Reflexionswahrscheinlichkeit am Kernrand anwachst. Gré8enordnungs- 
maBig erhalt man fir JH 1— 2 MeV. 

Beide Ergebnisse stimmen nun ganz und gar nicht mit der Erfahrung iiberein. 
Man beobachtet im Gegensatz dazu, daB der Abstand der sehr scharfen 
Resonanzniveaus bei mittleren und schweren Kernen nur von der GréBen- 
ordnung einiger keV ist. Weiter zeigt sich, daB die Energiebreiten dieser 
Resonanzen oft nur Bruchteile eines eV betragen?). 

Dieser Sachverhalt fiihrte BoHR (31), (32), (20) dazu, das optische Modell 
(in seiner urspriinglichen einfachen Form) abzulehnen und an seiner Stelle 
die Theorie vom ,,Zwischenkern‘‘ (compound-nucleus) aufzustellen. Danach 
gibt das in den Kern einfallende Nukleon seine Energie an die iibrigen im 


steht. Im Zwischenkern bildet sich eine Art thermodynamisches Gleich- 
gewicht. Ein Nukleon kann erst dann aus dem Kern mit einer gewissen 
Wabhrscheinlichkeit wieder emittiert werden, wenn zufallig soviel Energie 
auf ihm vereinigt ist, daB diese Energie ausreicht, um die Potentialschwelle 
am Kernrand zu tiberwinden. Diese Emissionswahrscheinlichkeit fiir ein 


_ 3) Man stellt sich dazu bekanntlich vor [s. z. B. (6), S. 70ff.], daB die Nukleonen durch 


ihre gegenseitige Wechselwirkung ein gemitteltes negatives Kraftpotential erzeugen, das 
im Innern des Kerns konstant ist und am Kernrand auf Null ansteigt. Die Nukleonen 
k6énnen sich daher im Kerninnern frei bewegen und werden nur am Kernrand reflektiert. 
Die Eigenzusténde der Nukleonen im Kern sind daher stehende ebene Wellen. Jeder 
Energiezustand darf wegen des PAULI-Prinzips nur mit je 2 Protonen und Neutronen 
entgegengesetzten Spins besetzt sein. Die Maximalenergie (Grenzenergie) der Nukleonen 
im Kern errechnet sich analog zur Metalltheorie fiir alle Kerne zu ungefihr 24 MeV. 


' Das folgt aus der konstanten Kernmateriedichte der Atomkerne (‘Trépfchenmodell). 


Da die Anlagerungsenergie fiir ein Nukleon, das an der Energieoberflache des Nukleon- 
FERMI-Gases angelagert wird, nach oben ungefahr 6—8 MeV betragt, ist die wirksame 
Potentialtiefe fiir ein in den Kern einfallendes Nukleon gréBenordnungsmaBig 30 bis 


- 35 MeV. 


2) Damit haben wir nur zwei der wichtigsten Diskrepanzen neben vielen anderen 
[s. (29)] herausgegriffen. 
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Nukleon wird dabei wieder durch seine Reflexionswahrscheinlichkeit am 
Kernrand herabgesetzt. Die Zeit At, die sich solch ein eingefangenes Nukleon 
im Kern aufhalt, kann man mittels der statistischen Thermodynamik, an- 
gewandt auf ein FERMI-Gas, abschatzen [s. z. B. (6), S. 100ff.]. Es ergibt sich 
die GréBenordnung von 10-!4—10-1° sec, wenn die Einfallsenergie des Streu- 
neutrons ungefahr 1 keV betrigt. Damit ergibt sich gréBenordnungsmaBige 
Ubereinstimmung mit den experimentellen Lebensdauern At, die aus der 
Energieunscharfe der Resonanzlinien AE =h/At folgen. Da an den an- 
geregten Zustanden des Zwischenkerns nach dieser Vorstellung die Nukleonen 
des Streukerns mitbeteiligt sind, wird die Anzahl dieser Zustinde durch die 
Vielzahl der Kombinationsméglichkeiten all dieser Teilchen untereinander 
gegentiber den vorhin betrachteten Einteilchenzustanden gréBenordnungs- 
maBig um einen Faktor 10% und mehr vergroSert. Man kann diese Ab- 
schatzung ebenfalls mittels der Thermodynamik fir ein FERMI-Gas durch- 
fiihren [s. wieder z. B. (6), S. 100ff.). Man erhalt also auch die richtige 
GréBenordnung fiir die Anzahl der Energieniveaus des Zwischenkerns. Die 
zur Zeit genaueste Berechnung dieser Niveaudichte wurde von BLOCH durch- 
gefiihrt (33). 

Nach diesem sogenannten Bohrschen , Sandsackmodell‘‘ hat man sich den 
Einfang und die Wiederemission eines Nukleons als zwei voneinander ge- 
trennte Prozesse vorzustellen, die im wesentlichen unabhangig voneinander 
verlaufen. Im ersten Proze8 wird das in den Kern eingedrungene Nukleon 
eingefangen, ohne den Kern wieder zu verlassen — daher der Name Sandsack- 
modell. Im zweiten Prozefs wird dann in der eben beschriebenen Weise die 
Emission (Verdampfung) eines Nukleons aus dem Kern vor sich gehen. Nach 
diesem Modell ist z. B. zu erwarten, daB ein in den Kern eindringendes 
Nukleon, dessen Einfallsenergie viel gréBer als die erste Anregungsenergie 
des Streukerns ist, praktisch immer unelastisch gestreut wird und der Streu- 
kern in einem angeregten Zustand zuriickbleibt, falls das Nukleon nicht im 
Kern steckenbleibt und der Zwischenkern durch y-Abstrahlung seine An- 
regungsenergie verliert. 

Berechnet man im Rahmen dieses Modells den Gesamteinfangquerschnitt 
fiir ein Neutron (Neutroneneinfang + unelastische Streuung)!), so ergibt 
sich der in Bild 4 dargestellte Verlauf. Man sieht daraus, daB dieser Wirkungs- 
querschnitt im wesentlichen monoton mit der Energie abfallt. 

Vergleicht man diesen theoretischen Einfangquerschnitt mit dem zugehorigen 


experimentellen gemittelten Wirkungsquerschnitt?), so zeigt sich, da8 dieser ° 


gemittelte Wirkungsquerschnitt in Abhingigkeit von der Energie Maxima 


1) Den vollstandigen Einfang eines in den Kern eingedrungenen Nukleons beschreibt ! 


man durch die Randbedingung, da8B es am Innern des Kernrands keine aus dem Kern 
auslaufende Neutronenwelle gibt. 


2) Man mu den Vergleich mit dem experimentellen Wirkungsquerschnitt (Neutronen- - 
einfang + unelastische Streuung) durchfiihren, bei dem iiber die Resonanzstellen ge- H 
mittelt ist, da das hier erlauterte Modell natiirlich nur etwas tiber die Grobstruktur der i 
Wirkungsquerschnitte auszusagen vermag. Bei hohen Streuenergien iiberlappen sich | 
die Resonanzen so stark, daB bereits experimentell nur ein gemittelter Streuquerschnitt | 
gemessen werden kann. Genaueres siehe in dem Bericht von MEDINA und SUESS- } 


MANN (29). 


~ 
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und Minima besitzt, die ziemlich genau an den Stellen liegen, wie sie durch 
das urspriingliche optische Modell vorausgesagt werden (s. Bild 5). 

Dasselbe zeigt sich, wenn man den Verlauf dieses Wirkungsquerschnitts bei 
konstant gehaltener Einfallsenergie in Abhingigkeit vom Atomgewicht be- 


estab LETT: 


is 


FE 


l 
| 


if 
| 


] 


\ | 


aa ae 


Bild 4. Gesamteinfangguerschnitt fiir Neutronen in Abhangigkeit von der Hinfallsenergie E und dem 


Kernradius R. Die Abzisse ist = 0,218 E/* R (E in MeV, Rin 10-*cm). X, ist ungefahr gleich 
dem Kernradius R in Einheiten 10-1* cm [nach (42)]. 


Bild 5. Experimenteller gemittelter Neutronengesamtwirkurgsquerschnitt o, in Abhangigkeit von der 
Einfallsenergie E und dem Atomgewicht 4. Es ist x* = 5,3410-? ft? E (E in MeV und R in Ein- 
heiten von 10-1’ cm). 


! 


Eeettet. Beide Tatsachen stehen mit dem in Bild 4 dargestellten Verlauf 
jes Wirkungsquerschnitts in Widerspruch. Sie weisen vielmehr darauf hin, 
jiaB in dem urspriinglichen Modell des Atomkerns fiir Nukleonenstreuung 
och ein gewisser Wahrheitsgehalt stecken mufi — trotz der vorhin aufge- 
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zeigten Widerspriche, die durch das Bohrsche Sandsackmodell beseitigt A 


werden konnten. ° ; 1 
WEISSKOPF, PORTER und FESHBACH (30) schlagen daher ein abgeandertes 5) 
das in gewisser Hinsicht i 


optisches Modell fir die Nukleonenstreuung Vor, | 
eine Vereinigung des urspriinglichen optischen Modells und des Bohrschen }) 
Sandsackmodells darstellt. Nach ihnen kann man die Grobstruktur der 1 
Wirkungsquerschnitte fir Nukleonenstreuung (gemittelter elastischer Streu- + 
querschnitt und Absorptionsquerschnitt, der auch die unelastische Streuung } 
mitenthalt) wieder mit Hilfe eines statischen Potentials beschreiben, das § 
aber jetzt einen zusatzlichen Imaginarteil enthalt, wodurch zu gleicher Zeit t 
auch Nukleonenabsorption beschrieben werden kann. Das von WEISSKOPF, | 
PORTER und FESHBACH vorgeschlagene Potential hat daher folgende Form, | 
wenn man den Imaginarteil des Potentials proportional zum Realteil an- . 
nimmt: 


V=V,(1 +746), (23) } 
¢ = const. 


Der Realteil ist dabei im wesentlichen fir die GréBe des gemitteltenr 
elastischen Streuquerschnitts (das einfallende Nukleon wird nur an der} 
Kernoberflache und an dem Kollektivpotential der Kernnukleonen gestreut) i) 
und fiir die Lage der ,,Gro8‘‘-Resonanzen verantwortlich, wahrend der} 
Imaginarteil den zugehOrigen Absorptionsquerschnitt + unelastischen Streu-1) 
querschnitt (das einfallende Nukleon stoBt mit den Nukleonen im Kerns} 
zusammen) wesentlich mitbestimmt. 
Beste Ubereinstimmung mit den Experimenten erhalt man, wenn man fir Vq'} 
ein am Kernrand abgeflachtes Kastenpotential der Form [WEISSKOPF (34)]'] 


r—R\-1 

Vo=—A (; ; ) { 
, i : (24) 
mit R=R-:-A’®+ny } 


wiahlt. Dieses Potential ist nun geeignet, sowohl die Grobstruktur der Wir} 
kungsquerschnitte fiir Neutronenstreuung als auch der Wirkungsquerschnitte 
fiir Protonenstreuung in Abhiangigkeit von der Energie und vom Radius 
des Streuzentrums zu beschreiben. Man mu® allerdings die in (24) anv 
gegebenen Konstanten fiir Protonen- und Neutronenstreuung verschieder 
wihlen. Weiter muB bei der Protonenstreuung natiirlich noch die Streuung!| 
am Coulombfeld des Kerns mitberiicksichtigt werden. (Das heiBt z. B., dali 
fiir kleine Energien nur Coulombstreuung auftritt.) 
PAH Daten fiir die obigen Konstanten seien kurz angegeben [WEISSKOPF 


Tabelle 2 
Neutronen Protonen 

R = (1,27A'/s + 0,6) - 10-18 cm R = (1,27A’/s + 0,6) - 107% cm 

a = (0,5 + 0,1) - 10-48 cm a = (0,5 + 0,1) - 107 cm © 

A = 41 MeV A = 47 MeV f: 

t = 0,13 + 0,05 fir By, > 4 MeV ¢ = 0,18 \ file: Hien = 11 Mev 
A = 36 MeV \ ,.. F| 
t = 0,4 I fir Hj», = 31 MeV. \} 


——___—— ...—.eow.S SS... 
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Man sieht aus den angegebenen Daten, daB die Potentialtopftiefe A 
wenigstens in grober Naherung in Ubereinstimmung mit der Potentialtopf- 
tiefe ist, die man aus dem Fermi-Gasmodell des Atomkerns erhalt (~ 30 bis 
50 MeV). Weiter sieht man, daf die Protonenpotentialtopftiefe gréBer ist 
als die Neutronenpoten- 
tialtopftiefe. Wir werden 
auf diesen Unterschied 
ebenso wie auf die Be- 07 
griindung des komplexen 
Potentials von den Zwei- 
kérperkraften her in Teil IT SRE 


6) Kastenpotential 
05 


zu sprechen kommen. Q3 
Mit dem optischen Modell a) erence 
kann auch die Winkelver- o EB) 


teilung der elastisch ge- 
streuten Nukleonen — ins- 
besondere bei hohen Streu- of a 75 


‘ - 90 120 9 
energien, soieg die Reso- Bild 6. Die Winkelverteilung der elastischen Streuung von 22-MeV- 
nanzen bereits vollkommen Protonen an Pt. Die gestrichelte Kurve zeigt die MeBergeb- 
verwischt sind, man also nisse, die ausgezogenen die Rechenresultate. 


keine Mittelung mehr 
durchfihren muB — gut 
beschrieben werden, wie 
z. B. Bild 6 zeigt. Hier 
ist es besonders wichtig, 
daB man mit einem am 
Kernrand abgeflachten 
Potential rechnet. 

Es sei noch darauf hinge- 
wiesen, daB fiir groBe Kerne 
die Wahrscheinlichkeit, 
daB ein in den Kern ein- 


Millibarns Steradian-* MeV-4 


IG 
gedrungenes Nukleon den |S 
Kern wieder verla&t, ohne 
mit denanderen Nukleonen 
im Kern unelastisch zu- 5 10 5 uae Sa eae: 
sammengestoBen zu sein, Energie —+(MeV) 
immer kleiner wird. Das Bild 7. Unelastisch gestreute 31 MeV-Protonen an Sn fir 5 ver- 
hat zur Folge, daB fiir schiedene Streuwinkel [nach (36)]. 


groBe Kerne sich das op- 

tische Modell dem Bohrschen Sandsackmodell nahert. 

Betrachtet man die unelastische Streuung der Nukleonen, so ware nach dem 
Vorhergegangenen zu erwarten, daB die Energieverteilung dieser Nukleonen 
im wesentlichen einer thermodynamischen Maxwell-Verteilung entspricht. 
Das stimmt einigermafen fiir die kleinen Energien, aber die energiereichen 
unelastisch gestreuten Nukleonen sind viel zu zahlreich [GUGELOT (34), 
EIsBpERG (36)], wie aus Bild 7 ersichtlich ist. Weiter ist bei diesen energie- 
reichen Nukleonen die Vorwartsstreuung deutlich bevorzugt (s. Bild 7). Das 
34 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
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weist daraufhin, daB eine merkliche Wahrscheinlichkeit dafiir besteht, daBein | 
einfallendes Nukleon nur einmal mit einem Nukleon im Kern zusammen- | 
st6Bt, ohne dabei allzuviel Energie zu verlieren, und dann den Kern etwas | 
abgebremst wieder verlaBt [EISBERG (37), McMANus (38), COHEN (39), 
HAYAKAWA (40)]. Das bedeutet, daB das Bohrsche Sandsackmodell auch bei 
der unelastischen Nukleonenstreuung nur auf die energiearmen Verdamp- 
fungsnukleonen anwendbar ist, dagegen fiir die energiereichen Verdamp- 
fungsnukleonen revidiert werden mu8. Wir wollen uns an dieser Stelle mit 
diesem kurzen Hinweis begniigen und damit unsere Betrachtungen tiber das 
optische Modell vorlaufig abschlieBen. 


3. Schalenmodell der Atomkerne 


a) Begriindung des Modells 


Die bis jetzt beschriebenen Kernmodelle sind in der Lage, die wichtigsten 
allgemeinen statischen und dynamischen Eigenschaften der Atomkerne sowie 
ihr allgemeines Verhalten gegen Nukleonenstreuung in groBen Ziigen zu deuten. 
Sie kénnen dagegen gar nichts tiber individuelle Kerneigenschaften aussagen. 
Das nun zu besprechende Schalenmodell der Atomkerne ist dagegen extra 
dazu geschaffen worden, um solche individuellen Kerneigenschaften zu er- 
klaren. Besonders ntitzlich erweist sich dieses Modell zur Beschreibung der 
Grundzustande der Atomkerne. 

Die Erfahrungstatsache, da8 bestimmte Protonen- und Neutronenzahlen im 
Atomkern besonders ausgezeichnet sind, veranlaBte ELSASSER (37) bereits 
1934 zu der Vermutung, da der Kern ahnlich wie die Atomhiille eine 
Schalenstruktur habe mit gewissen Periodizititseigenschaften und ab- 
geschlossenen Schalen. Wir wollen kurz ein paar experimentelle Hinweise 
angeben, die direkt auf solch eine Schalenstruktur schlieBen lassen. Der 
Kinfachheit halber wollen wir uns dabei bereits der Vorstellung einer Schalen- 
struktur bedienen. 


1. Die Anlagerungsenergie fiir ein Nukleon wird besonders groB bzw. be- 
besonders klein vor bzw. nach solch einer abgeschlossenen Schale. 

. Besitzt ein Kern eine abgeschlossene Protonenschale, so bewirkt die 
Stabilitaét dieser Schale, daf die Anzahl der Isotope besonders gro wird. 
Bei abgeschlossener Neutronenzahl ist es gerade umgekehrt. Hier ist die 
Anzahl der Isotone (Kerne mit gleicher Neutronenzahl, aber verschie- 
dener Protonenzahl) besonders grof. 


3. Bei schweren Kernen ist die Lebensdauer gegenitiber «-Zerfall besonders 


groB vor einer abgeschlossenen Schale und besonders klein nach einer 
abgeschlossenen Schale. 


to 


Die eben angegebenen experimentellen Tatsachen weisen neben vielen 
anderen darauf hin, da® fiir folgende Nukleonenzahlen abgeschlossene 
Schalen existieren: 


2 8 20 28 48 56 82 126 
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Weiter zeigt sich, daB diese ausgezeichneten Zahlen getrennt fiir Protonen 
und Neutronen gelten?). Es gibt also sowohl Protonen- als auch Neutronen- 
schalen. DaB die ausgezeichneten Zahlen fiir Protonen und Neutronen die- 
selben sind, weist wieder darauf hin, da8 abgesehen von der Coulombkraft 
die Krafte zwischen den Protonen untereinander und die Krafte zwischen 
den Neutronen untereinander dieselben sind. 

Um sich solch eine Schalenstruktur der Atomkerne erkliren zu k6énnen, 
stellt man sich vor — wie bereits friiher erwaihnt —, daB sich die Nukleonen 
in einem Kraftpotential bewegen, das durch Ausmittlung ihrer eigenen gegen- 
seitigen Wechselwirkungskrafte entsteht. Da fiir die Kerne kein ausgezeich- 
netes Zentralpotential existiert wie fiir die Elektronen in der Atomhiille, 
tritt dieses ausgemittelte Potential an die Stelle des Zentralpotentials. Fiir 
schwere Kerne hat dieses Potential, wie ebenfalls bereits erwahnt, naherungs- 
weise die Form eines Kastenpotentials mit abgeflachtem Rand, wahrend es 
fiir leichte und mittlere Kerne mehr die Form eines Gau8-Potentials hat. 
In diesem Potential bewegen sich nun die Nukleonen gemaB dem Pauli- 
Prinzip. Das heiBt, jeder Ortseigenzustand kann nur von 2 Protonen ent- 
gegengesetzten Spins und 2 Neutronen entgegengesetzten Spins besetzt 
werden. 

Wir interessieren uns zundchst fiir leichte und mittlere Kerne. Fir die 
Rechnung ist es zweckmaBig, das Gau8-Potential durch ein Oszillator- 
potential anzunéhern [HEISENBERG (37a)], da sich dafiir sofort die Eigen- 
funktionen und Eigenwerte angeben lassen. Der ganze Fehler, der dadurch 
gemacht wird, besteht im wesentlichen darin, daB die Nukleonenwellen- 
funktionen beim Oszillatorpotential nach auBen etwas steiler abfallen als 
beim Gau8-Potential. 

Als Schrédinger-Gleichung fiir die Nukleonenbewegung im Kern haben wir 
mit diesem Ersatzpotential einfach die Schrédinger-Gleichung des r&éum- 
lichen harmonischen Oszillators 


h2 
73M 


(M = Masse eines Nukleons) 


Av + (For - B) ¥ =o 


mit den bekannten Eigenwerten 


k= (n - >) hw. 
In (24) wurde eine fiir unsere Betrachtungen unwesentliche Konstante, die 
den Energienullpunkt festlegt, weggelassen. w ist dabei die mit dem be- 
trachteten Oszillatorpotential verkniipfte Kreisfrequenz. Jeder Energie- 
eigenwert E, zur Hauptquantenzahl n ist dabei (m + 1) (m + 2)/2 fach ent- 
artet. Das bedeutet, daB es zu jedem Energieeigenwert H, (m + 1) (nm + 2)/2 
verschiedene Ortseigenfunktionen gibt, die sich dadurch unterscheiden, daB 
sie verschiedene Bahndrehimpulse und verschiedene Bahndrehimpuls- 


1) Die Zahl 126 tritt bei den Protonen nicht mehr auf, da Kerne so groBer Protonenzahl 
nicht mehr existieren. 
34* 
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komponenten in der z-Richtung haben. Alle diese verschiedenen Zustand a 
zur gleichen Hauptquantenzahl n, d.h. zu gleichem E,, bilden nun analogy} 
zur Atomhiille eine Schale. In einer Schale mit geradem z sind nur Zusténded| 
mit geradem Drehimpuls enthalten, und zwar kommen alle geraden Dreh-}| 
impulse bis nf vor. Beriicksichtigt man noch, daf jeder Drehimpulszustand 
mit dem Drehimpuls Ji, wegen der 21-1 verschiedenen Einstellméglich-} 
keiten dieses Drehimpulses gegentiber einer vorgegebenen Richtung (z. B. der} 
z-Richtung), 21+ 1 fach entartet ist, so ergibt sich gerade die Entartungszahl] 
(n + 1) (n + 2)/2 als Anzahl der méglichen Drehimpulszustande. Das Ent-}| 
sprechende gilt fiir die ungeraden Hauptquantenzahlen m, nur daB jetztt 
ausschlieBlich ungerade Drehimpulse vorkommen. 
Beriicksichtigen wir noch, daB sich in jedem Ortszustand ein Proton bzw.} 
Neutron wegen des Nukleonenspins parallel oder antiparallel zu seineny 
Bahndrehimpuls einstellen kann, so ergibt sich das in Tabelle 3 angegebe 
Schema fiir die abgeschlossenen Protonen- bzw. Neutronenschalen. 


B 


Tabelle 3 
n =) 0) 1 G 3 4 5 6 
Entartungen si 8 6 10 15 21 28 
Zustainde Z,, =1/2) 6 12 20 30 42 56 
Ls, = 2 8 20 40 70 112 168 
Bahndrehimpuls/ = 0 1 2,0 37109 4250 Once 6, 4, 2,0 
: ‘ 1 -3°T 8 1°38" (TSP "9 6 ees some 
Gesomidrehimpula,) =i 5 “5+ g 9? 3° 3) 9a? So a Guna a oe ace 
jel eee Orbea Gas 
Dab tee Ds A tae a as 


s 


Wie man sieht, ist die Ubereinstimmung fiir leichte Kerne gut (2, 8, 20, 40) 
Dagegen werden die Zahlen 28, 50, 82, 126 nicht richtig wiedergegeben. Inj 
folgenden werden wir sehen, wie durch die Beriicksichtigung der Spin-Bahnij 
kopplung sich auch diese Zahlen verstehen lassen. 
Dieser entscheidende Schritt zum Verstindnis der Schalenstruktur wurde 
einerseits von HAXEL-JENSEN-SUESS (38) und andererseits von Marie 
GOEPPERT-MAYER (39), (40) 1949 getan. Sie nehmen an, da8 eine starkef 
Wechselwirkung zwischen dem Spin der Teilchen und dem sie umgebendeng 
Kernfeld (Spin-Bahn-Wechselwirkung) besteht. Diese Wechselwirkung wirc' 
analog zur Wechselwirkung des magnetischen Moments eines Elektrons ing 
der Elektronenhiille mit dem Coulombfeld des Kerns angesetzt. Das magne-§ 
tische Moment des Elektrons ist ja auch direkt mit seinem Spin gekoppelt. 
Bekanntlich induziert ein bewegter magnetischer Dipol mit der Geschwindig 
keit » und dem Dipolmoment yu ein elektrisches Dipolfeld, dessen elektrisches 
Dipolmoment der GréBe und Richtung nach gegeben ist durch (47) 


0 
fea = le 2. (25) 


Fir ein Elektron gilt weiterhin bekanntlich re ae rs 
mc 


: 


> é 
wenn s der Spin) 


vektor des Elektrons ist. Die Wechselwirkung dieses elektrischen Dipols mit 
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einem zentralsymmetrischen elektrischen Feld ( = — grad V = — =) 
ist dann bekanntlich gegeben durch: ads 
el 1 4V 
8 
ete ee ay 


was 

(lt = Bahndrehimpulsvektor des Elektrons, m = Masse des Elektrons). 
Analog dazu setzt man nun in der Kernphysik fir die vorhin erwihnte Spin- 
Bahnkopplung an’): 


ee a kiey ede GAL c) ie l (27) 


(M = Nukleonenmasse, ¢ = Nukleonspinvektor, 


—_ 
1 = Nukleonenbahndrehimpuls). 


EES Seapeeiren 
Gesamtspin -~ 7 ec Gesamtbahndrehimpuls 
/ 
Gesamtdrehimpuls 


Bild 8. Russel-Saunders-Kopplung. 


l= 


Gesamtdrehimpuls __> 
eines Teilchens 


eee Opins 


--- —Bahndrehimpulse 


Gesamtdrehimpuls 
Bild 9. Spin-Bahn-Kopplung. 


Die Konstante 4 wird der GréB8e und dem Vorzeichen nach so bestimmt, 
daB die experimentellen Daten méglichst gut beschrieben werden. Wir 
kommen darauf gleich zu sprechen. Dabei wird sich zeigen, dafi diese 
Kern-Spin-Bahnkopplung relativ zu den iibrigen Kernkraften viel stairker 
ist als bei den entsprechenden Kopplungen in der Elektronenhiille. Daraus 
ergibt sich ein wesentlicher Unterschied zur Kopplung der Elektronen in der 
Hiille. Dort haben wir, besonders bei leichten Atomen, die Russel-Saunders- 
Kopplung, bei der der Gesamtspin der Teilchen mit dem Gesamtbahndreh- 
impuls der Teilchen gekoppelt ist. Beide rotieren gemeinsam um den Gesamt- 
bahndrehimpulsvektor (s. Bild 8). Bei den Kernen ist im Gegensatz dazu 
wegen der erwahnten starken Spinbahnkopplung die Kopplung bevorzugt, 
bei der der Spin jedes einzelnen Teilchens mit seinem eigenen Bahndreh- 


1) Es gibt noch einen anderen Hinweis fur die Richtigkeit dieses Ansatzes: Da der Spin 
ein axialer Vektor ist und die Wechselwirkungsenergie eine skalare Invariante, mu 
auch das Feld, welches den Spinvektor richtet, selbst axial sein. Der Ansatz (27) ist 
aber bereits der einfachste Ausdruck dieser Art. 
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i i i i i Ise der: 
impuls (Spin-Bahn-Kopplung) gekoppelt ist. Die Gesamtdrehimpu der * 
SEs Teilchen addieren sich dann zum Gesamtdrehimpulsvektor (siehe » 
Bild 9). - | 
Betrachten wir wieder die Bewegung eines Nukleons im Kern, so mu jetzt ! 
zur Schrédinger-Gleichung (24) noch das Spin-Bahnkopplungsglied (27)| 


> / 
hinzuaddiert werden. Hierbei kann s J in (27) noch etwas umgeformtt 
werden. Aus der Beziehung 


(+t) <7 (28) 
folgt : 
eta=s(7 -T -s) (29) 


ae ; hat dabei bekanntlich inder Quantenmechanik dié Eigenwerte h?j(j7+ 1) 
oP . . 

(j ganz- oder halbzahlig). Entsprechendes gilt fiir / (hier kommen natiirlich: 

nur ganzzahlige Quantenzahlen / vor) und s. Damit wird 


a dV 
sc ean 
mit 
A >> i hi \erter | 
a= agile t) = 5 (gp) GG+ 0-1 +) -2@ +4). (30)| 


Wegen s=+ e sind jeweils 2 Drehimpulszustiinde zu unterscheiden und 
es wird 


1 
2(+l 2° ‘ 
— (1+ 1) pee 


Fir den Spezialfall des Oszillatorpotentials enthilt man damit als neued 
Schrédinger-Gleichung an Stelle von (24) 
h? M 
See = hese Th ee 
am Ita or (EH + aM w?) 0 (32) 
Bezeichnet man die Konstante H +aMw? mit HZ’, so sieht man, daB died 


Schrédinger-Gleichung wieder dieselbe Form hat wie vorhin beim Oszillator-] 
potential ohne Spin-Bahnkopplung, nur hat jetzt die GréBe H’ statt H die 


3 | 
Kigenwerte (n + 5) wh. Das bedeutet, da8 jetzt die Energieentartung bzgl i] 


der Drehimpulse aufgehoben ist, da durch die Beriicksichtigung der Spin: | 
Bahnkopplung die Energieterme mit gleicher Hauptquantenzahl n, die ur: 
spriinglich zusammenfielen, nach den Gesamtdrehimpulsen der Teilcherj 


Kerneigenschaften und Zweikérperkrifte 443 


aufgespalten sind. EZ hat jetzt die Eigenwerte 


3 Tne. A ; 1 
Bit = ("+ 3) oh 7 ara awl hhh 

3 sa 1 (33) 
Ey, t= (n+p )ob+ 5 apa Mond +0 (i- -+): 


Die Spin-Bahn-Kopplung bewirkt also eine Aufspaltung der Zustaénde von 
verschiedenem Gesamtdrehimpuls, aber gleichem n, die mit der GréBe von j 
wachst. Diese Aufspaltung kann daher die durch n allein gegebene Term- 
ordnung gerade bei gréBerem n empfindlich stéren. Insbesondere sehen wir 
aus (33), daB unter der Annahme eines positiven J bei vorgegebenem n der 
Zustand mit maximalem j (d. h. maximalem / und Spin parallel) am starksten 
in Richtung niederer n aufspaltet. Dagegen ist maximales J und Antiparallel- 
stellung von Spin und Bahn energetisch besonders ungiinstig. 

Macht man zunachst die Hypothese, da8 die Termordnung weiterhin all- 
gemein durch n gegeben sei, daB jedoch die Zustinde mit jmax zu den Schalen 
mit nachsttieferem mn gezihlt werden sollen, so ergibt sich, daB von der zur 
Hauptquantenzahl n gehérigen Schale 2 + 2 Teilchen an die nachsttiefere 
Schale abgegeben werden, dafiir aber 2n + 4 Teilchen von der nachsthéheren 
Schale hinzukommen. Davon ausgenommen ist die 0. Schale. Zur 0. Schale 
kommen nur Teilchen hinzu, und zwar 4 Teilchen von der 1. Schale. 


Die neuen Teilchenzahlen sind in der folgenden Tabelle eingetragen: 


Tabelle 4 


n= 0 1 2 3 Z 5 6 
yi 8 14 22 32 44 58 
Py a Mal | 14 28 50 82 126 184 


Vergleicht man die friiher erwahnten empirisch ausgezeichneten Zahlen mit 


' den Zahlenfolgen XY Z, und & Z;, in Tabelle 3 und 4, so sieht man, daB offen- 


bar die Termordnung fiir abgeschlossene Schalen bei niedrigen Teilchen- 
zahlen (N < 40) durch die Eigenwerte des Oszillators bestimmt sind, bei 


_ hoheren Teilchenzahlen (N > 28) jedoch durch den EinfluB der Spin-Bahn- 


Kopplung. 
Es mu8 nun noch etwas iiber die GréBe der Konstanten w und A gesagt 


' werden. Zur zahlenmaBigen Festlegung von w bzw. wh, deren Quadrat im 


wesentlichen die Weite des Oszillatorpotentials bestimmt, rechnet man die 
Nukieonendichteverteilung im Kern g(r) = 4 2 yf (r)y,(r) (v geht tiber alle 


besetzten Ortszustande) aus und legt w so fest, daB sich eine Dichteverteilung 


- ergibt, die mit dem R). A’/:-Gesetz in Einklang ist. Es ergibt sich, daB w 
| praktisch fiir alle Kerne ungefiihr 5 MeV ist (6). Die RadiusvergréBerung bei 


schweren Kernen wird im wesentlichen dadurch hervorgerufen, daB das 


* Oszillatorpotential bei schwereren Kernen zwar nicht weiter wird, aber da- 
| fir hoher aufgefillt wird. Die Konstante A kann nur sehr ungenau festgelegt 


werden, da sie z. B. sehr empfindlich von der Form des Kernpotentials ab- 


_hangt. Sie muB solch eine GréBenordnung haben, daB der oben geschilderte 
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i in-Bahnkopplungsschalen an 
Ubergang von den Oszillatorschalen zu den Spin-Ba an | 
der Niehtigen Stelle eintritt. Das heiBt, A muB so groB sein, daB die Re | 
Bahnkopplungsenergie bereits fir kleine Bahndrehimpulswerte (l ~ 3) die | 
GréBenordnung wh besitzt. Fiir die GréBe der dimensionslosen Konstanten A | 
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Bild 10. Termschema im Atomkern nach dem Schalenmodell [nach (6)]. 


k——0 | 
: 
| 
ergibt sich damit ungefaihr 20 —40. Wir kommen darauf in Teil IT noch ein-) 
mal zuriick. | 
Beim Ubergang zu dem fiir schwere Kerne besser geeigneten Kasten-), 
potential wird qualitativ an dem hier geschilderten Termschema nichts ge~ 
andert. Nur tritt hier bereits ohne Spin-Bahn-Kopplung eine Bahndreh-), 


impulsaufspaltung aller beim Oszillatorpotential entarteten Eigenwerte auf) : 
Und zwar werden bei diesem Ubergang die Zustinde mit gré68tem Bahndreh/ 
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impuls energetisch am tiefsten nach unten verschoben, da sich in ihnen die 
Teilchen méglichst weit vom Zentrum entfernt aufhalten, wo die Teilchen 
im Kastenpotential ein negativeres Potential vorfinden als im Oszillator- 
potential. 

ie beiden Grenzfille des Oszillator- und Rechteckpotentials sind in Bild 10 
echts und links eingetragen, dazu die jeweiligen Spin-Bahnaufspaltungen 
mit A = 20. Die einander zugeordneten Terme sind durch gerade Linien 
iteinander verbunden, die zwischen beiden Grenzfallen interpolieren sollen. 
ie zugehérigen quantitativen Rechnungen s. z. B. HEISENBERG-MACKE (6). 


ie wirklichen Verhaltnisse im Atomkern, welche zwischen den beiden Grenz- 
fallen der Abbildungen zu suchen sind, werden etwa durch die Termordnung 
wiedergegeben, die lings der strichpunktierten Linie herrscht. Die aus- 
gezeichneten Besetzungszahlen — in der Abbildung umrandet — zeichnen 
ich deutlich durch groBe Termabstinde ab und trennen die verschiedenen 
abgeschlossenen Schalen voneinander. 
Damit wurde gezeigt, daB durch die Einfiihrung einer starken Spin-Bahn- 
‘Kopplung die sogenannten ,,magischen Zahlen“ erklirt werden konnen. Es 
sei noch einmal darauf hingewiesen, daB die Spin-Bahnkopplungskonstante 
er GréBe und dem Vorzeichen nach so gewahlt wurde, daB die fir die 
magischen Zahlen maBgebende Termaufspaltung auftritt. 
In den nachsten Kapiteln soll kurz aufgezeigt werden, daB das eben er- 
lauterte Schalenmodell der Kerne auch in der Lage ist, feinere Einzelheiten 
des Kernaufbaus zu erklaren. 


b) Schalenaufbau und Spin der Atomkerne 


Zunichst besprechen wir in groBen Zigen, wie sich die Atomkerne in das 
‘eben erlaiuterte Schalenmodell, das einen Spezialfall des ,,unabhingigen 
‘Teilchenmodells‘‘ — alle Teilchen im Kern bewegen sich unabhangig von- 
‘einander — darstellt1), einfiigen. Die zu diesem ,,unabhangigen Teilchen- 
modell‘ gehérigen Kerneigenfunktionen sind sicher sehr oft eine sehr schlechte 
‘Annéherung an die wirklichen Kerneigenfunktionen. Trotzdem kann man 
‘erwarten, daB man mit diesem Modell groBenteils richtige Voraussagen tiber 
den Spin (Gesamtdrehimpuls) der Atomkerne erhalten kann. Der Spin der 
-Atomkerne ist namlich — analog zur Atomhille — die Kerneigenschaft, die 
am wenigsten empfindlich gegentiber einer Anderung der Atomkerneigen- 
funktionen ist. Das liegt daran, daB der Spin sich nur um ganzzahlige Viel- 
ifache von hf, also nur sprungweise andern kann. 

-Zunachst muB noch eine allgemeine Kerneigenschaft kurz erlautert werden. 
Alle g —g-Kerne, d.h. alle Kerne mit gerader Protonen- und Neutronenzahl 
‘haben den Gesamtspin 0. Diese Regel gilt ausnahmslos, ist also unabhingig 
slavon, wie das Verhaltnis der Protonen zu den Neutronen in einem g —g- 
‘Kern ist. Dieses Verhalten der g —g-Kerne lat sich am einfachsten dadurch 
‘erklaren, daB8 man annimmt, da® die Protonen fiir sich und die Neutronen 
fir sich ihren Gesamtdrehimpuls zu 0 kompensieren. Betrachten wir dieses 
!) Ein anderes Beispiel fiir ein ,, unabhangiges Teilchenmodell“ ist das friher betrachtete 
*FERMI-Gasmodell. 
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Verhalten von der Bindungsenergie her, so bedeutet dies, daB es energetisch | 
besonders giinstig ist, wenn beim Ubergang von einem u —g-Kern (ungerade | 
Protonenzahl, gerade Neutronenzahl) zu einem g —g-Kern das hinzu-. 
kommende Proton so angelagert wird, daB der Gesamtdrehimpuls des un-| 
paarigen Protons gerade abgesattigt wird. Entsprechendes gilt fiir g—u-) 
Kerne (gerade Protonenzahl, ungerade Neutronenzahl) und die Anlagerung| 
eines Neutrons. Man kann die zugehérige Paarungsenergie fiir Protonen da-, 
durch abschatzen, daB man die Anlagerungsenergie des letzten Protons fir 
einen u—g-Kern mit der entsprechenden Anlagerungsenergie des darauf- 
folgenden g —g-Kerns vergleicht’*). Analoges gilt fir Neutronen. Fur Kerne: 
in der Gegend von Ca (N ~ 20, Z ~ 20) ist diese Paarungsenergie ~2| 
bis 3 MeV (40). Diese Paarungsenergie gleichartiger Nukleonen ist z. B. 


gleich dem Gesamtspin des Kerns sein mu8. Diese Regel ist im allgemeiner 
sehr gut erfillt. Es gibt ein paar Ausnahmen, die wir gleich erwahner 
werden. 
Betrachten wir nun den Schalenaufbau der «—g-Kerne und g —u-Kerne, se 
mu nach dem soeben Gesagten (s. dazu Bild 10) zuniichst die 1s:,,-Unter» 
schale2) (zugleich Hauptschale) sowohl beziiglich der Protonen als auch dew 
Neutronen aufgefiillt werden. Der Spin der zugehérigen u—g-Kerne bzwy 
g—u-Kerne (1H, 3H, 3He) mu8 danach 3/, 4 sein. Das ist auch wirklich dew 
Fall. Beim 4He ist diese Auffillung beziiglich der Protonen und Neu; 
tronen erreicht. Als nachstes wird nun in Ubereinstimmung mit dem Schaleni 
modell die 1s),-Unterschale aufgefiillt. Bei 13C ist diese Auffiillung abge 
schlossen. Die u—g-Kerne bzw. g —u-Kerne zwischen {He und 120 (jLi, 1} Bl: 
*Be) haben daher den Spin 4/, &. Es folgt nun ebenfalls in Ubereinstimmuns 
mit dem Schalenmodell die Auffiillung der 1 :;,-Schale mit dem zugehdrigew 
Kernspin 4/,h der u—g- bzw. g —u-Kerne (13N, 180). 

An Hand dieser Beispiele zeigt sich, daB gerade bei den leichten Kerne:t 
sich das Schalenmodell beziiglich der Angabe des Kernspins sehr gut be 
wihrt. Gehen wir zu den schwereren Kernen iiber, so tritt eine Uberschne#+ 
1) Der Coulombenergieeffekt muB dabei natiirlich subtrahiert werden. | 
®) Die Bezeichnung der Nukleonen nach ihren Drehimpulsunterschalen ist in der iibliche: 
Weise durchgefiihrt. Mit s(1= 0), p(l = 1), d(l= 2), f(L= 3), g (l=: 4), h(i + 
usw. bezeichnet man den Bahndrehimpuls der Nukleonen. Die ganze Zahl gibt ay 
zum wievieltenmal der Bahndrehimpuls s, p,d usw. im Rahmen des Schalenmodeli 
auftaucht. Die halbzahlige Zahl bezeichnet den Gesamtdrehimpuls des hetrachteted 
Nukleons. So bedeutet z. B. 2p:),, daB das betrachtete Nukleon den Bahndrehimpuls | 
und den Gesamtdrehimpuls */,4 hat und seine Hauptquantenzahl 3 ist, da in dies} 
Schale der Bahndrehimpuls 14 zum zweitenmal auftritt (s. Bild 10). 


ee EE 


eee 
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dung der Unterschalen allmiihlich dadurch ein, daf beim Kollektivpotential 
der Nukleonen sich allmahlich der Ubergang zum Kastenpotential bemerkbar 
macht. So wird z. B. nach der 2;,-Schale zunichst nicht die 2p:;,-Schale 
aufgefiillt, wie es nach dem Schalenmodell mit Oszillatorpotential sein 
miuBte, sondern die 1fs),-Schale (s. dazu Bild 10). Bei den noch schwereren 
Kernen wird diese Uberschneidung der Terme (analog zur Atomhiille) noch 
komplizierter, da jetzt z. B. noch zusatzliche Uberschneidungen durch die 
immer staérker werdende Spin-Bahnkopplung hereinkommen. Die energe- 
tische Lage der héheren Terme lat sich daher oft gar nicht eindeutig voraus- 
sagen. Bei den schweren Kernen geht man daher so vor, da8 man umgekehrt 
aus den Spins der Kerne auf die Auffiillung der Schalen, d. h. auf ihre energe- 
tische Lage schlieBt. Auf diese Weise wurde auch die Lage der strichpunk- 
tierten Linie in Bild 10 ermittelt (s. auch S. 465). 

Bei einer Anzahl mittlerer und schwerer Kerne kann man auch direkt die 
Einwirkung der Paarungsenergie auf die Schalenauffillung sehen. Dies soll 
an einem Beispiel erlautert werden: In den u—g-Kernen §?Ga und 3/Ga sind 
beziiglich der Protonen alle Unterschalen bis zur 1f:;,-Unterschale (magische 
Zahl 28) aufgefillt und in der 2:;,-Unterschale befinden sich 3 Protonen. 
Geht man nun zum nachsten u—g-Kern 33As tiber, so wiirde man erwarten, 
da8 zunachst die 2~:,,-Unterschale vollends aufgefillt und ein Nukleon 
in die energetisch nachsthéhere Unterschale 1 fs), eingebaut wirde. Das ist aber 
nicht der Fall, vielmehr werden beide Nukleonen in die 1 fs;,-Unterschale ein- 
gebaut. 73As hat daher ebenfalls wie §?Ga und 3jGa den Spin 3/,%. Der Grund 
dafiir ist, daB die fs-Nukleonen wegen des gréBeren Drehimpulses — wie 
bereits bemerkt wurde — eine gréBere Paarungsenergie als die 2 ps;,-Nukleonen 
besitzen, und zwar ibertrifft die zugehdrige Energiedifferenz den Energie- 
abstand der 1f.,-Unterschale von der 2p:;,-Unterschale, Dasselbe Argument 
erklart den Spin 3/,4 fiir 7?Br und §!Br (3 Protonen.in der 2 p:),-Unterschale 
und 4 Protonen in der 1 fs),-Unterschale). 

Wie man an den obigen Beispielen sieht, werden solche Paarungsenergie- 
effekte immer dann auftreten, wenn in der Nahe der auBersten mit Nukleonen 
besetzten Unterschale sich energetisch sehr benachbart eine Unterschale mit 
viel gréBerem bzw. kleinerem Drehimpuls befindet. 

Dieselben Voraussetzungen miissen auch fiir die Existenz der sogenannten 
Isomere?) erfillt sein. Man kann dies sofort an Hand der von BLATT und 
WEISSKOPF und anderen (42), (43), (44) abgeleiteten Formeln fiir Einteilchen- 
y-Ubergangswahrscheinlichkeiten sehen. GréBenordnungsmafig erhalt man 
fiir diese Ubergangswahrscheinlichkeiten (elektrische und magnetische Multi- 
polstrahlung) nach BLATT und WEISSKOPF (42), S. 627: 


T;(4j) = 


16(Aj + 1) rls all eV aC Le «yee 
= Aieaj+ Due (a5) 197 Mev (R in 10-13 cm)? 47 1021 sec"!, 


1) Isomere sind bekanntlich langlebige y-Strahler, deren Lebensdauer die Gré8en- 
ordnung Sekundenbruchteile bis mehrere Tage haben, wahrend die Lebensdauer bei 
normalen y-Ubergingen 10-1? bis 107" sec ist. 
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3 


PulAd) = Aieaj + DUP \Ai + 
a : Ss (R in 10-1 cm)?4/-® . 10% sec™; (34) 
e 


mit (24j + 1)!! =1-3-5...(247 +1), Aj = Drehimpulsunterschied und 
AE = Energiedifferenz zwischen Anfangs- und Endzustand, R = Radius des 
Kerns. 


Man sieht aus (34), daB die y-Ubergangswahrscheinlichkeit um so kleiner 
wird, je kleiner die Energiedifferenz und je gréBer der Drehimpulsunterschied 
zwischen Anfangs- und Endzustand ist’). Daraus sieht man, da isomere 
Zustinde bei solchen Elementen zu erwarten sind, deren auBerstes Nukleon 
mit sehr kleiner Energie aber sehr groBer Drehimpulsinderung in die energe- 
tisch benachbarte Unterschale gehoben werden kann. Aus der vorhin kurz 
erlauterten Spin-Analyse (s. dazu Bild 10) kann man schlieBen, daB diese 
Bedingungen bei den folgenden Konkurrenzunterschalen fiir das auBere 
Nukleon besonders gut erfiillt sind: 2p:,, 1g»),, 38), 1hw),, 3p),> Lis),. 
In Ubereinstimmung mit diesen Angaben findet man die Kerne mit isomeren 
Zustanden im Gebiet der folgenden ungeraden Protonen- bzw. Neutronen- 
zahlen: 39-49, 69—81, 111—125. Die letzte Gruppe ist relativ schwach 
ausgeprigt. DaB die Isomere im wesentlichen u—g- bzw. g —u-Kerne sind, 
ist daraus zu verstehen, daB bei g—g-Kernen sich der Spin der energetisch 
benachbarten Terme zum Grundzustand im allgemeinen héchstens um 2h 
vom Spin des Grundzustands unterscheidet, wihrend die genigend lange 
Lebensdauer der isomeren Zustande erst erreicht wird, wenn der Spin-Unter- 
schied zum Grundzustand 3 und groBer ist. 

Wie man sich an Hand der in (40), S. 74ff., angegebenen Tabellen tiberzeugen 
kann, treten bei diesen Kernen bzw. in ihrer Nachbarschaft auch die bereits 
erlauterten Paarungseffekte auf, wie es nach dem eben Erwiahnten auch zu 
erwarten ist. 

An Hand eines Beispiels sollen die hier dargestellten Verhiltnisse etwas ge- 
nauer studiert werden. Dazu betrachten wir den Kern 1{3In. Mit seinen 
49 Protonen fehlt ihm ein Proton zur Auffiillung der 19»;,-Unterschale (ma- 
gische Zahl 50). Da der Bahndrehimpuls eines g-Nukleons 4h ist, hat der 


1) Qualitativ ist dies leicht einzusehen: Je kleiner die Energiedifferenz und je gréBer 
der Drehimpulsunterschied zwischen Anfangs- und Endzustand ist, in um so gréBerem 
Abstand vom Kernzentrum mu8 im Mittel das emittierte Lichtquant erzeugt werden, 
damit es den Drehimpuls > 4) mit sich fiihren kann. Zugleich vermindert sich damit 
aber die elektromagnetische Wechselwirkung — zu deren Quadrat die y-Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit im wesentlichen proportional ist — des zugehérigen Multipolwellen- 
feldes mit dem Kern. Aus dieser Uberlegung ist auch sofort ersichtlich, daB praktisch 
immer — insbesondere bei kleinen Energiedifferenzen, d. h. langen Wellen (A > R) — 
der minimal mégliche Drehimpuls 47 abgestrahlt wird. Das bedeutet fiir den Kern, 
eee ee gesprochen, da seine Spinrichtung sich bei der Abstrahlung nicht 
andert. 
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Grundzustand gerade Paritit!), Nach diesem ist zu erwarten, daB ein sehr 
nieder angeregter Zustand dadurch entsteht, da8 ein Proton aus der energe- 
tisch sehr benachbarten vollbesetzten 2:;,-Unterschale in die 1 g»),-Unter- 
schale, in der gerade noch ein Platz fiir ein Proton frei ist, gehoben wird. 
Die Paritat dieses angeregten Zustands ist ungerade, da sich jetzt nur noch 
ein Proton, das fir sich allein eine ungerade Paritit besitzt, in der 2 ps),- 
Schale befindet. Der Spin dieses Zustands ist 41/.4, unterscheidet sich also 
vom Spin des Grundzustands um 4h. Es ist daher zu erwarten, daB ein 
isomerer Ubergang von diesem angeregten Zustand in den Grundzustand 
stattfindet. Die abgestrahlte Welle mu8 dabei den Drehimpuls 44 und un- 
gerade Paritét haben’). Diese Bedingungen erfillt gerade die magnetische 
Multipolstrahlung der Ordnung 4 (M,). Das ist in Ubereinstimmung mit den 
Experimenten. Experimentell findet man eine ganze Reihe (von 138Sn bis 
203Pb) von M,-Isomeren, die sich alle sehr schon in die hier skizzierte Theorie 
einordnen. 

Es sei noch erwahnt, daB Kerne mit zugehérigen isomeren Zustinden meist 
in der Nahe abgeschlossener Schalen existieren, da kurz vor SchalenabschluB 
die oberste noch nicht vollbesetzte Unterschale energetisch nach unten ge- 
driickt wird (abgeschlossene Schalen sind, wie nochmals erwahnt sei, energe- 
tisch besonders stabil) und damit der Energieabstand zu den benachbarten 
Schalen klein wird. : 

Die Deutung der isomeren Uberginge als Uberginge mit groBer Spin- 
Anderung wurde zuerst von Vv. WEIZSAECKER ausgesprochen (46). 

Wie bereits zu Beginn dieses Paragraphen erwaihnt, wird der Spin eines 
u—g- bzw. g —u-Kerns fast immer durch den Spin des unpaarigen Nukleons 
bestimmt. Es gibt einige Ausnahmen, z. B. 52Mn, dessen Spin wegen seines 
}),-unpaarigen Nukleons 7/,/ sein miBte. Stattdessen ist sein Spin °/.h. Ent- 
sprechendes gilt fiir 73Ge (7/.h statt 9/.h), {3Ag und 197Ag (7/2h statt °/.h) usw. 
Wir kommen auf die Erklarung dieser Abweichungen vom tiblichen Ein- 
teilchenmodell spater zuriick. Von der Betrachtung der u—u-Kerne wurde 
hier abgesehen, da zur Festlegung ihres Spins Annahmen itiber die Krafte 
zwischen den Nukleonen gemacht werden miissen. 


c) Magnetische Kernmomente 


Ebenso wie die Spins der Atomkerne lassen sich auch die zugehérigen magne- 
tischen Momente mit Hilfe des Schalenmodells in groBen Ziigen deuten. 


1) Ein Kern hat bekanntlich dann gerade Paritait, wenn seine Gesamteigenfunktion bei 
Spiegelung aller Ortskoordinaten am Ursprung das Vorzeichen nicht andert. Andert 
sich das Vorzeichen bei dieser Spiegelung, so ist die Paritat des Kerns ungerade. Alle 
geraden Hinteilchenbahndrehimpulse haben gerade Paritaét, wahrend die ungeraden 
Einteilchenbahndrehimpulse ungerade Paritat haben (s. dazu Teil IT). 

2) Aus der Invarianz der Gesamt-Hamilton-Funktion gegeniiber Spiegelung aller Orts- 
koordinaten (Nukleonenkoordinaten + Koordinaten des elektromagnetischen Felds) 
am Ursprung folgt bekanntlich, daB fiir das Gesamtsystem (Nukleonen + elektro- 
magnetisches Feld) der Paritaétserhaltungssatz gilt. Die erst vor kurzem entdeckte 
Nichterhaltung der Paritét (LEE, YANG und Wv) beriihrt héchstwahrscheinlich die 
Spiegelungsinvarianz dieser Hamiltonfunktion nicht, solange die sogenannten schwachen 
Wechselwirkungen (f-Wechselwirkung usw.) vernachlassigt werden. 
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Allerdings ist hier die Ubereinstimmung mit der Erfahrung nicht mehr so 
gut, da die magnetischen Momente zwar nicht von der Radialabhangigkeit 
der Nukleonwellenfunktionen abhingen, aber sehr empfindlich von der 
Mischung der zu einem Kernzustand beitragenden Einteilchenwellenfunk- 
tionen. Die magnetischen Momente kénnen sich namlich im Gegensatz zu 
den Spins kontinuierlich andern. Wegen des bei g —g-Kernen fehlenden Spins 
haben nur u—g, g—u- und w—u-Kerne ein magnetisches Moment. Zunachst 
betrachten wir die w—g-Kerne und g —u-Kerne. 

Nimmt man zunadchst wie bei den Spins an, daB das unpaarige Nukleon 
allein fiir das magnetische Moment eines u—g- bzw. g —u-Kerns verantwort- 
lich ist, so kann man in einfacher Weise das magnetische Moment eines 
Kerns berechnen. 

Das Gesamtmoment ju; eines Teilchens setzt sich aus den Beitragen py, und pf, 
von Spin und Bahn zusammen: 


eh 
S ——S———— — 
l <ul a ye nena tna gee 2) 


J 
eh 
(; a Bohrsches Kernmagneton (KM)) 


= 1 fir Proton 
91 = (35a) 
= 0 fir Neutron (ungeladen) 
ist der Bahndrehimpuls-g-Faktor fiir Protonen bzw. Neutronen. 
4 = 65,5871 fir Proton, 
ot lee —3,8271 fir Neutron 


ist der Spin-g-Faktor fir Protonen bzw. Neutronen. 


(35) 


> > 
s und 1 vollfiihren infolge ihrer stets vorhandenen gegenseitigen Kopplung 


eine Prazessionsbewegung um die Achse des Gesamtdrehimpulses j (siehe 
Bild 11), deren Rotationsgeschwindigkeit im allgemeinen groB ist gegen die 
> 


Prazessionsbewegung von j in einem von auBen an den Kern gelegten 
Magnetfeld 9. Es kommen daher von den magnetischen Momenten ; und 4, 
im Mittel jeweils nur ihre Komponenten in Richtung von j zur Wirkung, so 
daB das gesamte magnetische Moment 


>> > 
fy = fy COS (1 7) + fg CoS (8 7) (36) 
; >> —>— 
wird. cos(/ 7) und cos(s j) lassen sich mittels der Beziehung (28) als 


: > => + 
Funktion von /? , 7? und s? ausdriicken. Fihrt man dies durch und 


ersetzt wieder die Quadrate /? , 7? , s* durch ihre quantenmechanische 
Eigenwerte, so erhaélt man 


_ ¢eh : 
ss amid 
> 1 d+ 1) — 
mlb ay = (Gi ee) Pa el (37) 


29(7 + 1) 


’ 
; 
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Zu unterscheiden sind nun Parallelstellung und Antiparallelstellung von 
Spin- und Bahndrehimpuls, d.h. j = 1+ 1/2. Man erhalt fiir das magne- 
tische Moment des Kerns: 


0 
eh 1 | 5 : i 
y= Sygate yO 1 UTED Ft eae ot (38) 
| (gs — 91) IIL i 
Die graphische Darstellung der Gl. (38) fiihrt fiir Protonen und Neutronen auf 
je 2 Kurven mit j =1 + 1/2, die sogenannten SCHMIDT-SCHULERschen 
| Kurven der magnetischen Momente ys, (46). 
) Man sieht aus Bild 12, daf alle experimentellen Werte innerhalb derSchmidt- 
Schiiler-Kurven liegen. Ihre Abweichungen von den Schmidt-Schiler- 
} Werten sind zum Teil 
‘recht betrichtlich. Das 
sist zum Teil dadurch 6 
'zu erklaren, daB die 
| magnetischen Momente * 
»der Nukleonenpaare 
auBerhalb der letzten 
abgeschlossenen Schale ~ 3 
sich nicht zu 0 kom- 
pensieren, wie zur Her- 2 
leitung der Schmidt- 
Schiiler-Werte ange- ' 
»nommen wurde!). In 0 
den speziellen Fallen, 
a denen sich nur ein -f 


unpaariges Nukleon 4 J 3 va es] 
Z 2 AurZ 2 2 
Spin 
1) Trotzdem kann man sehr Bild12a. Magnetische Momente von Kernen mit ungerader Protonen- 
' oft durch Vergleich des zahl (u—g-Kerne). Die magnetischen Momente v sind in Viel- 
Schmidt-Schiiler-Werts fachen von Bohrschen Kernmagnetonen angegeben, die Kern- 


a 2 spins in Vielfachen von 4 [nach (51)]. 
mit dem experimentellen 


magnetischen Moment er- 
 schliefen, welchen Bahn- 
' drehimpuls das unpaarige 
} Nukleon besitzen muB, 
wenn der Gesamtdrehim- 
 puls 7 bekannt ist, d.h. ist 


' ee mae 
l= j+-5 oder l= j—>- 


Man mu8 nur danach 
schauen, welcher der bei- 
den in Frage kommenden 
Schmidt-Schiler-Kurven Spin 

der experimentelle Wert piiaizn. Magnetische Momente von Kernen mit ungerader Neutronen- 
am nachsten liegt. zahl (g—u-Kerne) [nach (51)]. 


Kaeo 
Nlo 
K]o 


1 
2 
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: 
| 


auBerhalb einer abgeschlossenen Unterschale befindet bzw. ein Nukleon ing 
dieser Schale fehlt (in diesem Fall ist das Loch in der Unterschale fiir das, 
magnetische Moment verantwortlich), ist allerdings zu erwarten, daB mam}, 
eine gute Ubereinstimmung zwischen Experiment und Schmidt-Schiler-}) 
Wert findet. Durch einige Beispiele sei dies belegt: 


unpaariges Nukleon auBer- 
halb der abgeschlossenen 
Unterschale bzw. Loch in 


der Unterschale Spin yj; theor (in KM) py exp (in KM) 
oe 8: 1 pij, (Neutron) Veoh + 0,64 +0,70 
22N, 1 pi, (Proton) Veoh — 0,26 — 0,28 
HO 1 ds), (Neutron) 5/oh —1,91 — 1,89 
$8Cu 2 p:;, (Proton) 3/oh + 3,79 + 2,22 
1 Sb 2ds;, (Proton) Sloh + 3,34 +4,79 


Die Werte in Tabelle 5 wurden dem Buch ,,Kernmomente“ von H. KOPFER+§ 
MANN (47), S. 441, entnommen. 
Man sieht aus Tabelle 5, daB bei den ersten drei Beispielen, wie erwartet4 
recht gute Ubereinstimmung (Fehler <10%) zwischen Schmidt-Schiler-} 
Werten und experimentellen Werten besteht. Dagegen ist diese Uberein 
stimmung bei den letzten beiden Beispielen recht schlecht. Wir kommen aut} 
diese Abweichungen spater zuriick. 
Unter Umstinden kann man, insbesondere bei einigen leichten Kernen, img 
Rahmen des Schalenmodells auch genauere Aussagen tiber die Werte denj 
magnetischen Momente einzelner Kerne machen, die mehr als ein Nukleo 
bzw. Loch auBerhalb der letzten abgeschlossenen Schale haben, namlichij 
immer dann, wenn auf Grund des Spins des Atomkerns, der Paritat seiner§ 
Wellenfunktion und seines isobaren Spins die Eigenfunktion der AuBen§ 
nukleonen eindeutig festgelegt ist. Wir kommen darauf in Teil II noch zug 
sprechen. Dort wird auch der Begriff des isobaren Spins erlautert. Hier se 
nur als Beispiel das magnetische Moment von jLi angegeben, dessen Eigen 
funktion im Rahmen des Schalenmodells eindeutig angegeben werden kann.j 
Es ist fiir {Li exp = 3,26 KM und stheor = 3,03 KM, also auch hier ist§ 
die Ubereinstimmung zwischen Schalenmodellwert und experimentellemij 
Wert recht gut. Der dazugehérige Schmidt-Schiler-Wert ist 3,79, alscq 
betriachtlich schlechter als ptneor- | 


d) Elektrische Kernquadrupolmomente 


Eine weitere Kerneigenschaft, die im Rahmen des Schalenmodells teilweise’ 
gedeutet werden kann, sind die elektrischen Kernquadrupolmomente. Um; 
gekehrt sind die Kernquadrupolmomente besonders dazu geeignet, aufzu- 
zeigen, wo groke Abweichungen vom Schalenmodell auftreten und in welcher 
Richtung Korrekturen angebracht werden miissen. 

Die elektrischen Kernquadrupolmomente sind bekanntlich ein Ma8 dafir; 
wie stark die Ladungsverteilung im Kern von der Kugelsymmetrie abweicht: 
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Sie sind definiert durch: 
eQ =| (322 — r2) 0, dt (39) 
(o, = elektrische Kernladungsdichte). 


Man sieht aus (39), daB ein mit Ladung besetztes lingliches Rotations- 
ellipsoid ein positives Quadrupolmoment (von jetzt ab Q.M. genannt), ein 
abgeflachtes Rotationsellipsoid dagegen ein negatives Q.M. besitzt. Uns 
interessiert hier hauptsichlich das maximale Q.M., das ein Kern hat, wenn 
te Drehimpulsachse in die positive Z-Richtung fallt. Wir bezeichnen es 
mit Qy. 

Nimmt man analog zu den Betrachtungen bei den magnetischen Momenten 
an, da8 allein die Protonen auBerhalb der letzten abgeschlossenen Schale 
fiir das elektrische Q.M. verantwortlich sind, so lassen sich im Rahmen des 
Schalenmodells die Q.M. der Kerne in den Fallen berechnen, in denen die 
Kerneigenfunktionen im Rahmen des Schalenmodells wieder eindeutig fest- 
gelegt sind. Das Q.M. ist dann gegeben durch 


eQr =i (32? — 73) |p}? dz, (40) 


y} beschreibt einen Zustand, der den Gesamtspin J hat und dessen Richtung 
in die positive Z-Achse fallt. Die Summation geht iiber die eben erwahnten 
AuBenprotonen. Die explizite Rechnung ist in Teil I]. an Hand eines Beispiels 
naher erlautert. Bevor wir wieder zum Vergleich einige experimentelle und 
nach (40) berechnete theoretische Werte angeben, sei auf einen sehr wichtigen 
Punkt engegangen, der sich ohne Rechnung qualitativ diskutieren laBt und 
an dem sich sehr schén die Schalenstruktur der Atomkerne demonstrieren 
1aBt. 

Betrachten wir einen Kern, der nur ein Proton auBerhalb der letzten abge- 
schlossenen Schale besitzt, so fallt die Bahnebene dieses Protons in die 
Aquatorebene, wenn die Kerndrehimpulsachse mit der Z-Achse zusammen- 
fallt. Solch ein Kern mu daher nach (39) ein negatives Q.M. haben. Umge- 
kehrt mu8 ein Kern, dem ein Proton zur abgeschlossenen Schale fehlt und 
dessen Drehimpulsachse wieder mit der Z-Achse zusammenfallt (die Bahn- 
ebene des Protonenlochs fallt jetzt in die Aquatorebene), ein positives Q.M. 
haben. Daraus folgt, daB vor einer abgeschlossenen Unterschale das Vor- 
zeichen des Q.M. negativ und nach einer abgeschlossenen Unterschale 
dieses Vorzeichen positiv sein mu8!). Dieser Vorzeichenwechsel des Q.M. 
wird durch die Experimente besonders in der Nachbarschaft der stabilen 
Hauptschalen recht gut bestatigt. Siehe dazu z.B. KOPFERMANN (47), 
S. 395ff. Dagegen werden die absoluten Werte der Q.M. im Rahmen des 
Schalenmodells zumeist recht schlecht wiedergegeben. Wir bringen in Tab. 6 
einige Vergleichswerte, s. (40), S. 168, 169 und (47), S. 441. 

Es wurde Q/<r?>, d.h. Q dividiert durch den Erwartungswert von r? in 
Tab. 6 angegeben, damit man von der speziellen Form der Radialabhangig- 
keit der Wellenfunktion unabhangige Werte erhalt. R wurde gleich R,- A": 
gesetzt mit Ry = 1,4-10-1%cm. Bei den ersten beiden Beispielen wurde das 


1) Man iiberlegt sich leicht, daB bis zu einer halbvollen AuSenunterschale das Q. M. 
negativ und von da an bis zur vollen Unterschale positiv wird. 
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Tabelle 6 
ce) Re 
27 A) 0,57 0,89 
35C] — 0,29 — 0,38 
193 By +0,62 + 5,8 
185Re + 0,57 + 6,7 


theoretische Q.M. mittels der eindeutig angebbaren Schalenwellenfunktion 
ausgerechnet, wahrend bei den letzten beiden Beispielen das von dem un- 
paarigen Nukleon erzeugte Q.M. berechnet wurde. 

Man sieht bereits aus diesen wenigen angegebenen Werten, daB das theore- 
tische und das experimentelle Q.M. zum Teil recht betrachtlich voneinander 
abweichen (bis auf einen Faktor 10 und mehr) und fast immer in der Rich- 
tung, daB das experimentelle Q.M. groBer ist als das theoretische Q.M., wie 
der Vergleich von noch mehr Q.M. zeigt (47), S. 441. Ebenso zeigt sich, daB 
die theoretischen Werte meist das richtige Vorzeichen des Q. M. liefern. Diese 
zum Teil sehr groBen Abweichungen der experimentellen Werte von den 
theoretischen Werten kann man nur so deuten, da8 der Kernrumpf polarisiert 
wird und durch den Beitrag der vielen Polarisationsprotonen das experi- 
mentelle Q.M. um ein Vielfaches vergréBert wird. Es ist dabei plausibel, was 
die experimentellen Werte anzeigen und wie spater noch genauer ausgefiihrt 
wird, da8 diese VergréBerung des Q. M. immer in Richtung des resultierenden 
Q.M. der AufSennukleonen geht. Solch ein Polarisationseffekt wird auch 
dadurch angedeutet, daB die Q.M. solcher Isotope, die dieselbe Protonen- 
konfiguration besitzen, recht betrachtlich voneinander abweichen k6nnen, 
wahrend bei Giltigkeit des Schalenmodells wegen der etwas verschiedenen 
Kernradien der gegenseitige Unterschied nur einige Prozent betragen dirfte. 
Als Beispiel sei das Verhaltnis der Quadrupolmomente von {Ga und 3iGa 
angegeben. Nach KOPFERMANN (47), 8. 441, ist dieses Verhiltnis 0,63: 1. 
Dieses Beispiel zeigt auch sehr deutlich, da die Polarisation des Protonen- 
rumpfes durch die Neutronen sehr stark beeinflu8t werden kann. Auf solch 
einen Beitrag des Kernrumpfs zum resultierenden Q.M. wurde zuerst von 
BRIX und KopFERMANN hingewiesen. Wir werden im nichsten Kapitel 
sehen, da8 eine genauere Beriicksichtigung der Kernrumpfpolarisation (her- 
vorgerufen durch die AuBennukleonen) neben der Erklarung vieler noch zu 
behandelnder Erfahrungstatsachen auch eine zumindest qualitative Erkla- 
rung fiir die Abweichungen der magnetischen Kernmomente von den Schalen- 
modellwerten liefert. Daneben ergibt sich auch eine plausible Deutung fiir 
die bereits frither erwihnte Tatsache, daB bei einigen Kernen statt des Spins 
jh des unpaarigen Nukleons der Spin (j — 1) h als Kernspin gemessen wird. 


4. Das kollektive Kernmodell 
a) Das statische Modell 


Den ersten Schritt, um die vorhin erwahnte Polarisation des Kernrumpfs 
quantitativ zu deuten, hat RAINWATER (49) getan. Nach RAINWATER mu8 
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man sich vorstellen, daB die auBerhalb der letzten Schale vorhandenen 
Nukleonen (in Analogie zur Atomhiille auch Leuchtnukleonen genannt) auf 
den Kernrumpf eine Zentrifugalkraft ausiiben, die diesen rotationssymme- 
trisch verformt. [Fiir eine rotationssymmetrische Verformung des Kern- 
rumpfs wird die Wechselwirkungsenergie zwischen AuSennukleonen und 
Kernrumpf minimal, s. A. BOHR (51).] Wenn die nicht vollbesetzte AuBen- 
unterschale weniger als halbvoll ist, deformieren die Leuchtnukleonen den 
Kernrumpf derart, daB ein in bezug auf die Kern-Spin-Achse abgeflachtes 
induziertes Q.M. entsteht. Bei mehr als halbvoller Unterschale wirkt der 
Zentrifugaldruck in Richtung der Kern-Spin-Achse, und es entsteht ein ver- 
langertes Q.M. Das Vorzeichen des induzierten Q.M. ist also, wie bereits 
erwahnt, dasselbe wie das resultierende Q.M. der induzierenden AuBen- 
nukleonen. Das induzierte Q.M. wird nach dieser Vorstellung um so gréBer 
sein, je deformierbarer der Kernrumpf ist. Die Erfahrung zeigt, daB besonders 
die abgeschlossenen Hauptschalen sehr stabil gegen solche Deformationen 
sind wie der extrem kleine Q.M.-Wert (Q/R? ~ —0,04) des 30-Kerns (ein 
Neutron tiber den abgeschlossenen N = 8- und Z = 8- Schalen) anzeigt. 
Ahnlich ist es bei 2°8Bi (ein Proton iiber den abgeschlossenen N = 126- und 
Z = 82-Schalen). Praktisch das gesamte Q.M. wird durch das AuBenproton 


erzeugt (Ces = 0,73, ae = () 80) ). Dieses Verhalten ist qualitativ gut 
? 

zu erklaren. Yom quantenmechanischen Standpunkt aus bedeutet eine 
Deformation des Kernrumpfs, da8 Nukleonen des Kernrumpfs sich auch mit 
einer gewissen Wahrscheinlichkeit in den bei kugelfo6rmigem Kernrumpf 
unbesetzten Schalenmodellniveaus befinden miissen. Sind diese Niveaus, 
wie es nach abgeschlossenen Schalen der Fall ist, sehr weit vom Grundniveau 
entfernt, so wird die zugehérige Besetzungswahrscheinlichkeit (erzeugt durch 
die Wechselwirkung des AuBennukleons mit dem Kern) sehr klein und damit 
auch die Deformation des Kernrumpfs. Im Bereich der seltenen Erden liegen 
die entsprechenden Niveaus energetisch sehr benachbart zum Grundniveau 
(wird z. B. dadurch angezeigt, daB haufig die friiher erlauterten Paarungs- 
energieeffekte auftreten). ErwartungsgemaB werden in diesem Gebiet (bis 
Re) auch sehr groBe Kernquadrupolmomente (z. B. bei Re) gefunden. 

Man kann die hier qualitativ dargestellten Verhaltnisse auch teilweise 
| quantitativ im Rahmen des Rainwaterschen Modells verfolgen. Man muB 
‘dazu zunichst die Wechselwirkungsenergie der AuBennukleonen mit dem 
deformierten Kernrumpf in Abhangigkeit von der Deformation angeben. 
Nimmt man innerhalb des Kernrumpfs eine konstante Potentialtopftiefe 
{ iV, (z. B. nach dem Fermigasmodell V, = 30 MeV), setzt sie auBerhalb des 
Kernrumpfs gleich 0 und verriaehtiasigt | in erster Naiherung die Riickwirkung 
‘der Deformation auf die AufSennukleonen?), so laBt sich diese negative 
| Wechselwirkungsenergie leicht berechnen. (Sie ist um so groBer, je groBer die 


\Kerndeformation und der Bahndrehimpuls der AuBennukleonen ist.) Mit der 
. 


! 1) Man sieht aus diesen Werten, daB in Ubereinstimmung mit den hier gebrachten Uber- 
ilegungen der experimentelle Wert etwas gréBer ist als der theoretische. 
.?) Dieses Vernachlassigung ist allerdings nur bei kleinen Deformationen naherungsweise 
‘erlaubt. 

35* 
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Deformation des Kernrumpfs wird zugleich die Oberflachenenergie vergroBer} 
und die Coulombenergie verkleinert. Beide Energien wurden bereits friih 
bei der Behandlung der Kernspaltung angegeben. Es wird sich also ein 
Gleichgewichtsdeformation einstellen, bei der die Gesamtenergie ein Minimur} 
wird. Die explizite Rechnung, die hier nicht durchgefiihrt werden soll [s. z. Hf 
KOPFERMANN (47)], zeigt, daB man damit die groBen Kernquadrupoy 
momente gréBenordnungsmiafig richtig deuten kann. Zur Deutung der Kerry 
quadrupolmomente in Abhangigkeit von der Schalenstruktur muf maq 
individuelle Oberflichenspannungen fiir die Kerne einfithren. Da dies 
individuellen Oberflichenspannungen im Augenblick theoretisch noch kauri 
berechnet werden kénnen, schlie8t man umgekehrt aus der GrdBe des Ker 
quadrupolmoments auf diese Oberflachenspannung, die nach dem vorhif} 
Erlauterten, wie noch einmal betont sei, in der Nahe abgeschlossener Schaleq 
besonders groB ist. . 


b) Das dynamische Modell 


Die statische Behandlung des Kernrumpffeldes im Rainwaterschen Modeg 
setzt voraus, daB, korrespondenzmaBig gesprochen, die Deformation de 
Kernrumpfoberfliche sofort der Lage des rotierenden AuBennukleons folg 
Die z. B. aus der Molekiilphysik dafiir wohlbekannte Bedingung ist, daB d 
Perioden der Kernrumpfpartikel viel kiirzer sein miissen als die Periode 
der AuBennukleonen!). Diese Bedingung ist sehr gut in der Molekilphysi 
erfiillt, aber wahrscheinlich sehr schlecht fiir die Atomkerne. Weiter wird b 
dieser Behandlung der Erhaltungssatz des Drehimpulses nicht beriicksichtig 
[A. BoHR (50)], denn in einem stark deformierten Kernrumpf ist das auf dif 
AuBennukleonen wirkende Potential nicht mehr kugelsymmetrisch, d. lf 
fiir die AuBennukleonen allein gilt nicht mehr der Drehimpulserhaltungssatif 
sondern nur fiir das Gesamtsystem Kernrumpf + Au8ennukleonen. Mad 
muB daher, um zu einer konsequenten Beschreibungsweise zu kommen, dz 
Gesamtsystem AufSennukleonen + Kernrumpf als quantenmechanisch 
System beschreiben, d.h. man mu auch die Deformationen des Kerr§ 
rumpfs quantisieren. Dies wurde in einer Reihe von Arbeiten, besonders vc 
A. BouR und B. MoTTELson (5/1, 52, 53, 54, 55), neben anderen Autore | 
(56, 57, 58) getan. 
Als erstes soll zunichst die Bewegung der Kernrumpfnukleonen in eine 
deformierten Kernrumpfpotential (gerade Protonen- und gerade Neutroner 
anzahl) betrachtet werden, dessen Oberflichenform sich wahrend der Bewy 
gung der Nukleonen nicht andert. Die Deformation des Kernrumpfs ka 
dabei wie beim Rainwaterschen Modell durch ein Rotationsellipsoid b 
schrieben werden. Beschreibt man analog zum Jensen-Steinwedelsche 
Modell die Bewegung der Nukleonen im Kern durch eine rotationsfreg 
Nukleonenstrémung, so liBt sich die Rotationsenergie E,., und der Dre} 
impuls P der Nukleonenfliissigkeit rein klassisch hydrodynamisch au 


1) Dort entsprechen den Kernrumpfteilchen die Atomkerne und den AuBennukleon 
die Hiillenelektronen der Molekiile. 
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rechnen’). Man erhalt: 


1 led Ak\? 
= — a 7} we 
Brot x fee dt Sa mar () wi, 
2 2 
und P= P= mar (5) w? (41) 


(oe = Nukleonendichte im Kern, AR = Differenz zwischen groBer und kleiner 

Hauptachse des rotationssymmetrischen Deformationsellipsoids, w, =Winkel- 

geschwindigkeit, mit der die Ellipsoidoberfliche um eine Achse senkrecht 
zur Symmetrieachse rotiert.) 


Da8 in (41) nur eine Winkelgeschwindigkeitskomponente senkrecht zur 
Symmetrieachse auftritt, liegt grob gesprochen daran, daB bei einer Rotation 
der Oberflache um die Symmetrieachse keine Nukleonenflissigkeit durch die 
Oberflache mitgerissen werden kann. 

Fihrt man in £,., den Drehimpuls P ein, so erhalt man: 


P2 
Brot = a (42) 
mit dem effektiven Tragheitsmoment 
2 AR\ AR\? 
Se: Sto ee ae 
J 5 MAR (Ga) Jo ( z) | (42) 


(42) ist genau der Ausdruck fiir die Rotationsenergie eines rotierenden 
K6rpers (z. B. Molekils). Beim Ubergang zur Quantenmechanik mu8 man 
in der tiblichen Weise P? durch seine Eigenwerte h?J(I + 1) (I = Gesamt- 
drehimpulsquantenzahl des Kerns) ersetzen, und es ergibt sich: 


21 (I +1) 
oF 2a 


| Nach der eben dargestellten Theorie miiBten also fiir schwere g—g-Kerne, 

fiir die die hier gebrachten hydrodynamischen Vorstellungen am ehesten 
| Giltigkeit haben, Rotationsanregungsniveaus existieren. Die Erfahrung 
| bestatigt diese Voraussage vollauf. Bevor wir darauf eingehen, muB noch ein 
| Punkt erértert werden. Die Kerndeformation ist symmetrisch in bezug auf 
| eine Spiegelung am Kernzentrum. Aus dieser Symmetrieeigenschaft folgt, 
[wie hier nicht weiter erliutert werden soll [s. z. B. A. BouR (5/)], daB die 
‘ Wellenfunktionen, die die Kernrotationen der g—g-Kerne beschreiben, 
i gerade Paritat haben miissen, und daraus folgt weiter, daB nur geradzahlige 
| Rotationsdrehimpulse erlaubt sind. Das heiBt, es muB J = 0, 2,4 sein?). 


| 


Exot ae (43) 


t 1) Der Unterschied zur Jensen-Steinwedelschen Stromung besteht dabei darin, daB hier 
* nicht nur die Gesamtnukleonendichte als Funktion von Raum und Zeit konstant ist, 
+ sondern sowohl die Protonendichte als auch die Neutronendichte im Kerninneren wih- 
:rend der Bewegung raumlich und zeitlich konstant ist. Dagegen ist die Oberflache des 
) betrachteten Kerns nicht mehr kugelférmig, sondern ein Rotationsellipsoid, dessen 
| réumliche Orientierung sich unter Beibehaltung seiner Gestalt mit der Zeit andern kann. 
*) Auch in der Molekilphysik gibt es bekanntlich ahnliche Einschrinkungen, die mit den 
i Symmetrieeigenschaften der Molekiile zusammenhangen (z. B. bei Hy, O,). 
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Um die Energien der Rotationsniveaus mit der Erfahrung zu vergleichen, is 
es zweckmaBig, die Anregungsenergien in Vielfachen der ersten Anregungs 
energie aufzutragen, da dann das von der speziellen Annahme iiber dij 
Nukleonenbewegung im Kern (z. B. reibungsfreie Strémung) abhangigy| 
effektive Tragheitsmoment herausfallt. Das ist in Bild 13 fiir eine ganz 
Reihe von g —g-Kernen getan. 

Man sieht aus dieser Abbildung, daB die Ubereinstimmung zwischey 
Theorie und Experiment sehr gut ist, wenn man nicht zu sehr in def} 
Nahe abgeschlossener Schalen ist. Auf die Abweichungen in der Nahe ak} 
geschlossener Schalen kommen wir spater zu sprechen. l 


1000 


~ BS GAKR ODN 
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Bild 13. Energieverhadltnisse von Rotationszu- Bild 14. Energien des ersten angeregten Niveaus 
stinden in g—g-Kernen g—g-Kernen mit A> 140 
OOO Experimentelle Werte. ooo Experimentelle Werte; 
——— Interpolationskurve. 


Betrachten wir das effektive Tragheitsmoment J, so sehen wir, daB es imm 
kleiner ist als das Tragheitsmoment, das der Kern bei starrer Rotation hab 
2 
wirde. Und zwar ist der Verkleinerungsfaktor (“F) , da zs MAR? das Trai 
heitsmoment eines starr rotierenden Kerns vom Radius R und dem Atorg 
gewicht A ist. Man sieht daraus: das effektive Triigheitsmoment wird um 
kleiner, je geringer die Deformation des Kernrumpfs ist*). Damit ist na | 
(43) ein Anwachsen der Anregungsenergien fiir die Rotationsniveaus vel 
bunden. Da wir wissen, daB gerade in der Nahe abgeschlossener Schalen c@ 
Kerndeformationen sehr klein bzw. zu 0 werden, mu8 man nach der hig 
gebrachten Theorie gerade in deren Nachbarschaft ein starkes Anwachss 
der Rotationsenergien erwarten, was auch experimentell bestatigt wird, 
aus Bild 14 ersichtlich ist. | 
Man sieht aus Bild 14, daB auch an der abgeschlossenen Neutronenschef 
N = 82 (14#2Nd) die Rotationsniveaus verschwinden, obwohl keine Protone 
unterschale abgeschlossen ist [s. dazu (40), S. 74ff.]. Das bedeutet, dab « 
Stabilitat der N = 82-Hauptschale ausreicht, um die Deformationstende 
der nicht abgeschlossenen Protonenunterschale zu unterdriicken. 


1) Das ist anschaulich sofort zu verstehen. Je kleiner die Deformation ist, d.h. je kleii 
(AR/R)* ist, um so weniger Nukleonenflissigkeit kann bei einer Rotation der Ke# 
oberflache mitgerissen werden. 
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Wir kénnen nun auch die Abweichungen von den Rotationsspektren in der 
Nahe abgeschlossener Schalen qualitativ deuten. Da bei den Kernen in der 
Nahe der abgeschlossenen Schalen die effektiven Kerntrigheitsmomente 
sehr klein und dadurch die Rotationsanregungsenergien sehr gro8 werden, 
treten bei diesen Kernen starke Zentrifugalkrafte auf, die die Deformationen 
und damit die effektiven Trigheitsmomente zu vergréBern suchen. Diese 
Zentrifugalkrafte verstirken sich natirlich um so mehr, zu je hdheren 
Rotationsanregungsniveaus beim selben Kern man iibergeht. Daher hat man 
zu erwarten, da die Energien der Rotationsanregungsniveaus durch die 
Wirkung der Zentrifugalkrafte etwas zu niederen Energien hin verschoben 
werden, und zwar um so mehr, je hoher angeregt die Rotationsniveaus sind 
und je kleiner die Deformation der Kerne ist, d.h. je naher sich die Kerne an 
einer abgeschlossenen Schale befinden. Aus Bild 13 ist diese Tendenz deutlich 
zu erkennen. 

Als nachstes betrachten wir das elektrische innere Q.M. der g—g-Kerne. 
Das ist deshalb von Interesse, da sich an Hand dieses Q.M. nachpriifen 
1aBt, wie weit die hier gebrachten Vorstellungen iiber die Nukleonenfliissig- 
keitsstr6mung in Kernen richtig sind. 

Das elektrische innere Q.M. ist das auf die Kernsymmetrieachse bezogene 
elektrische Q.M. der Kerne. Man erhalt dafiir: 


Q = | 0. (32? — 7°) dt = — 4 ZR ea (44) 


(Die z'-Achse fallt mit der Kernsymmetrieachse zusammen.) 


Mittels (44) erhalt man fiir (42) und (43): 


BSAA NBs 
t= ig) % me 
und 
h? I(T + 1) 
Erot = (Ses (46) 
x (z) % 


Es muB8 besonders betont werden, daf in die Beziehung (46) zwischen Eyo¢ 
und Q, die hier gebrachte Vorstellung iiber das Zustandekommen des effek- 
tiven Trigheitsmoments wesentlich eingeht. 

Eine zweite Beziehung fiir Q, erhalt man aus den y-Ubergangswahrscheinlich- 
keiten der Rotationszustainde. Man erhalt z. B. [BOHR und MOTTELSON (51)] 
fiir die bei g—g-Kernen praktisch ausschlieBlich auftretenden elektrischen 
Quadrupoliiberginge I + 2—T] (gerade Paritat): 


1 ace peri) (Te 2) 


Mah emia oy =) *@ OT+3) (QI 45)" 


(47) 


Es ist plausibel, da8 7'(#,) proportional zu Q3 ist, da korrespondenzmabig 
gesprochen die Amplitude der abgestrahlten Quadrupolstrahlung mit 
wachsender Deformation A R/R (~Q,) des Kerns wachst. Weiter ist ersicht- 
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lich, daB in (47) direkt das innere elektrische Q.M. Q des Kerns im Gegen- 
satz zu (46) eingeht. Da man weiterhin die Wechselwirkung der elektro- 
magnetischen Strahlung mit einem geladenen Deformationsellipsoid theore- 
tisch vollstandig beherrscht, erméglicht die experimentelle Messung von 
7'(£,) eine direkte Bestimmung von Q')- Vergleicht man diesen Qo- Wert mit 
dem Q,-Wert, den man aus den Anregungsenergien der Rotationsniveaus 
erhilt, so zeigt sich, daB der letztere Qo-Wert um einen Faktor der GroBen- 
ordnung 2 gegeniiber dem ersteren Zu groB ist. Fiir die Rotationsenergien 
bedeutet das, daB die experimentellen Energien ungefahr um einen Faktor 4 
kleiner sind als die Energiewerte, die man erhalt, wenn man fiir die Q, die 
aus y-Ubergangswahrscheinlichkeiten gewonnenen Werte einsetzt. Man mu 
daraus schlieBen, daB die Annahme einer Art rotationsfreien Nukleonen- 
strémung im Kern nicht richtig ist. Es sind zwar bereits einige Versuche 
gemacht worden, um zu einer besseren Beschreibungsweise der Kollektiv- 
bewegung der Nukleonen im Kern zu kommen [BOHR und MOTTELSON (47), 
INGLIs (59), FORD (60), COESTER (61)], aber vollstandig geklirt ist dieses 
Problem noch nicht. Spiter kommen wir auf dieses Problem noch einmal 
kurz zuriick. 

Die gemessenen y-Ubergangswabrscheinlichkeiten der Rotationsterme sind 
auch noch in anderer Hinsicht sehr interessant. Sie sind eine weitere Besta- 
tigung dafiir, daB es sich bei der Anregung der Rotationsterme der Kerne um 
eine Kollektivbewegung der Nukleonen im Kern handelt. 

Vergleicht man namlich diese gemessenen y-Ubergangswahrscheinlichkeiten 
mit den theoretisch berechneten y-Ubergangswahrscheinlichkeiten, die man 
erhalt, wenn man annimmt, da8 die Rotationsanregungen Einteilchen- 
anregungen sind [s. z. B. Gl. (34)], so zeigt sich, da die gemessenen y-Uber- 
gangswahrscheinlichkeiten um einen Faktor 50—100 gréBer sind als die 
Einteilcheniibergangswahrscheinlichkeiten. Das ist aber ein klarer Hinweis 
darauf, daB an der Abstrahlung bei Rotationsiibergingen mehrere Nukleonen 
(5—10) beteiligt sind, da dadurch die Intensitiét des Strahlungsfelds stark 
vergroBert wird. 

Wir kommen nun zu den Rotationsiibergingen der u—g- bzw. g —u-Kerne. 
Man kann sich einen w—g- bzw. g —u-Kern als einen g —g-Kern vorstellen, 
in dessen deformiertem Rumpfpotential das unpaarige Nukleon sich bewegt. 
Nehmen wir an, da8 die Deformation des Rumpfs relativ groB ist, so wird 
das unpaarige Nukleon wegen seiner starken Kopplung mit der Rumpf- 
oberflache eine Prizessionsbewegung um die Symmetriéachse des Kern- 


1) Experimentell ist es oft viel praktischer, Q) aus der Coulombanregung des ersten 
Rotationsniveaus eines Kerns zu bestimmen (55a). Hier wird die zur Anregung bendtigte |} 
elektrische Quadrupolstrahlung aus dem Coulombfeld eines vorbeifliegenden geladenen 

Teilchens (z. B. Proton) herausabsorbiert. Die Theorie der Coulombanregung ist prak- 

tisch dieselbe wie die der y-Abstrahlung, nur ist es meist viel bequemer, den Absorp- 

tionsquerschnitt fiir y-Strahlung zu messen, als die Lebensdauer der Rotationszustiande. , 
Allerdings la8t sich mit der Coulombanregung nur das jeweils erste Rotationsniveau der ' 
Kerne anregen, da die Intensitit der zur Anregung der héheren Rotationsniveaus } 
bendtigten héheren Multipolstrahlung (27-Polstrahlung), die aus dem Coulombfeld des 
vorbeifliegenden geladenen Teilchens herausabsorbiert werden mu, am Kernort viel lj 
zu schwach ist. Naheres siehe z. B. BoHR und MoTTELSON (41). 


: 
d 
4 
¢ 
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rumpfs ausfiihren. Damit ergibt sich fiir die Zusammensetzung des Gesamt- 
drehimpulses J des Kerns das in Bild 15 angegebene Schema. 

Aus Bild 15 folgt fiir den fiir die Rotationsenergie maBgebenden Kern- 
rumpfdrehimpuls R . 


R=]? — 2%. (48) 
Damit ergibt sich fiir die Rotationsenergie 


E he R2 a? 2 * C 
Rot = 97 = s7 ll => £22) (49) 


oder bei Umdeutung in die Quantenmechanik 
2 
Brot = 57 UE + 1) = [glo + 1). (50) 


Bei Ableitung der Formel (50) wurde angenommen, daB das unpaarige 
Nukleon so stark mit dem Kernrumpf gekoppelt ist, daB es bei einer Rotation 
des Kernrumpfs von dessen Deformation vollkommen mitgerissen wird 
(Grenzfall der starken Kopplung). 
Das bedeutet, daB die Dreh- 7 
impulskomponente {2 des un- 
paarigen Nukleons in Richtung aN] 
der Symmetrieachse bei einer R 
Rotation des Kernrumpfs nicht 
geandert wird. 2? hat daher auch 
bei einer Kernrotation den Eigen- 
wert J,(I, +1), wenn J, der 
Spin des Kerns im Grundzustand Bild 15. 2 = Drehimpulskomponente des unpaarigen 
ist. Die obige Formel fiir u—g- Bekieons in Richtung der Symmetrieachse. 
bzw. g —u-Kerne wird wieder sehr R = Drehimpuls des Kernrumpfs, der senk- 
gut durch. die Experimente be. recht auf der Symmetrieachse steht. 
statigt, wenn man die Rotations- 

anregungsenergien wieder in Vielfachen der niedersten Anregungsenergie 
ausdriickt. Besonders gilt das fiir u—g- bzw. g—u-Kerne, die eine groBe 
Rumpfdeformation besitzen und deren unpaariges Nukleon einen groBen 
Bahndrehimpuls hat, da dann die Kopplung an die Kerndeformation 
besonders groB ist, wie bereits beim Rainwaterschen Modell erwahnt wurde. 
Bei u —g bzw. g —u-Kernen gilt zwar auch, da die Rotationsniveaus dieselbe 
Paritaét wie der Grundzustand haben — gerade Paritat, wenn der Bahndreh- 
impuls des unpaarigen Nukleons gerade und ungerade Paritaét, wenn dieser 


Symmetrieaahse 


gq des Kernrumpts 


, Bahndrehimpuls ungerade ist —, aber das unpaarige Nukleon bewirkt, daB 


fiir die Rotationsniveaus der u—g- bzw. g—u-Kerne keine Drehimpulsaus- 
wahlregel wie bei den g —g-Kernen gilt. Als Beispiel fiir die Rotationsniveaus 
eines u—g- bzw. g—u-Kerns sind in Bild16 die Rotationsniveaus fiir '}}Ta 
aufgezeichnet [A. BOHR (52)]. 

Berechnet man aus den eingezeichneten Termen das Verhiltnis Lu ,: Ey .,, 
so ergibt sich 2,21. Der theoretische Wert, den man mittels (50) erhalt, ist 
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2,22. Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment ist also auch : 
hier sehr gut. ; ' } 
Analog zu den g—g-Kernen kann man auch hier die y-Ubergangswahr- Y 
scheinlichkeiten der Rotationszustaénde ausrechnen. Neben den elektrischen i 
Quadrupoliibergingen kommen hier auch magnetische Dipoliibergange vor, | 
da die magnetische Dipolstrahlung wie die elektrische Quadrupolstrahlung 5) 
gerade Paritit besitzt und daher ebenfalls keinen Paritaitswechsel des Kerns 3. 
bei ihrer Abstrahlung verursacht und zudem im Gegensatz zu den g—g-- 
Kernen bei den w—g- bzw. g—u-Kernen die I +1— I-Uberginge nicht ; 
verboten sind (magnetische Dipolstrahlung hat den Drehimpuls 1h). Die» 
elektrischen Quadrupoliibergangswahrscheinlichkeiten sind wieder pro-- 
portional Q2. Bildet man fir '8}Ta das Verhaltnis der elektrischen Quadru- - 
poliibergangswahrscheinlichkeiten 7's), .1/,: T1),-.1/,, 80 fallt Qj heraus, das 3) 
als einzige GréBe explizit von den inneren Kerneigenschaften abhingt. Man} 
muB8 daher erwarten, daB dieses Verhiltnis mit dem dazugehérigen experi- 
mentell gemessenen Verhiltnis gut iibereinstimmt. Es zeigt sich, da dies 
auch im Rahmen der Mefgenauigkeit der Fall ist. 

Ebenso wie bei den g —g-Kernen, sind in der Naihe abgeschlossener Schalen } 
fiir die Rotationsenergien der u—g bzw. g —u-Kerne Abweichungen von der | 
Formel (50) zu erwarten. AuBerdem gilt die Formel (50) auch nicht mehr, 
wenn der Drehimpuls des unpaarigen Nukleons zu klein wird, da dann 
die Kopplung des unpaarigen Nukleons mit der Kerndeformation sehr klein ; 
wird bzw. ganz verschwindet und damit der Grenzfall der starken Kopplung 
an die Kerndeformation fiir das unpaarige Nukleon nicht mehr erfiillt ist. | 
Diese Hinweise beziiglich des Giiltigkeitsbereichs der Formel (50) mégen} 
hier gentigen. 
Es ist leicht einzusehen, da8 die hier dargestellten Eigenschaften der Rota- | 
tionsniveaus nicht davon abhaingen, da8 man eine rotationsfreie Stroémungy 
der Nukleonen im Kern voraussetzt. Alle Strémungsformen, die keine#: 
Stroémungskomponente um die Symmetrieachse haben, und die bei Kernen 
ohne Deformation verschwinden, liefern bis auf individuell verschiedened 
effektive Tragheitsmomente dieselben Ergebnisse. Das liegt daran, daB mani), 
fiir diese Stro6mungsformen die Rotationsenergie der Kerne und ihren Dreh-} 
impuls nach der Winkelgeschwindigkeit der rotierenden deformierten Ober-'| 
flache (Rotation erfolgt senkrecht zur Symmetrieachse) entwickeln kann und4 
bei kleinen Winkelgeschwindigkeiten w beim ersten nichtverschwindendeng 
Glied abbrechen kann. Es gilt daher fir kleines w, wenn man Eyo4(w = 0)| 


= 0 setzt 
OH 1 (02H 
Byoy(w) Gale 20 o (Fa). -w? (51) 


ol 
tL (wy = (5) in w. (52))) 


Da die Rotationsenergie nicht vom Drehsinn der Rotation abhingen kann, 
mus das lineare Glied in w in (51) wegfallen (daher muBte bei der Energie 
bis zum quadratischen Glied in w gegangen werden). Kombination von (51) 


; 
ii 


i 


und 
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und (52) und Einfiihrung der Drehimpulsquantisierung ergibt direkt (43) mit 


(0) 
J = 42 2W/um0 


(8H) 
a) w=0 


Die hier gebrachte klassische Ableitung 148t sich ganz analog durchfihren, 
wenn man den Kern als quantenmechanisches System auffaBt (53), (59). Aus 
dieser Ableitung geht auch hervor, da8 sauber ausgeprigte Rotations- 
niveaus so lange zu erwarten sind, wie die Entwicklungsglieder mit w‘, w® 
usw. keine wesentliche Rolle spielen. 

Wie bereits bei der Kernspaltung erwahnt, kénnen die Kerne auch Defor- 
mationsschwingungen ausfihren, die dadurch auftreten, daB bei Ver- 
groBerung der Kernoberflache riicktreibende Krafte auftreten, die den Kern 
zu Schwingungen veranlassen. Die Ab- 


(53) 


schaétzung der zugehdrigen Anregungs- = a 303 keV 
energien ergibt im Rahmen des Tropf- 

chenmodells bei rotationsfreier Str6mung 9 

Anregungsenergien von der GrédBen- [= 2h geareowreerr-asrrmp rarer wl fl 1').A 
ordnung 1 —2 MeV. Diese Deformations- 

schwingungen sind ebenfalls Kollektiv. [= & 0 


schwingungen, deren Anregungsenergien 181 
aber meist betrachtlich hdher liegen als Ta (Ip= 4 ) 
die der Rotationsniveaus (s.z. B. Bild 14 ; a 
und Bild 16). Die Verhiltnisse liegen hier 70716 Rotstionszustinde des u—o-Kerns 
ahnlich wie in der Molekiilphysik, woauch id ; 
die Rotationsterme energetisch tiefer 
liegen als die Schwingungsterme, nur ist dort der relative energetische 
Unterschied bedeutend gréBer. Solche Deformationsschwingungen wurden 
ebenfalls experimentell beobachtet. Allerdings ist die Ubereinstimmung 
zwischen Theorie und Experiment hier nicht so gut wie bei den Rotations- 
termen. Das liegt hauptsachlich daran, daB die Anregungsenergien dieser 
Deformationsschwingungen bereits so groB sind, daB betrichtliche Ab- 
weichungen von den harmonischen Schwingungen auftreten. Aus den An- 
regungsenergien der Deformationsschwingungen zusammen mit ihren y- 
ergangswahrscheinlichkeiten kann man ebenfalls auf die individuellen 
Oberflichenspannungen der Kerne schlieBen. Es zeigt sich auch hier wieder, 
daB die Oberflachenspannung in der Nahe abgeschlossener Schalen stark 
zunimmt (556). Analog zur Molekilphysik hat man zum Teil auch bereits 
Bandenterme beobachtet, die man als Uberlagerung mehrerer Schwingungs- 
formen (z. B. Deformationsschwingungen + Rotationen) deuten muB8. Mit 
diesem kurzen Hinweis auf die Deformationsschwingungen werden die Be- 
trachtungen tiber die Kernanregungszustande, die sich mit Hilfe des dyna- 
mischen Kollektivmodells beschreiben lassen, abgeschlossen. 
Zwei Punkte sollen noch kurz besprochen werden, die bei der Besprechung 
des Schalenmodells zuriickgestellt wurden. 
Bei einer Anzahl von u—g- bzw. g —u-Kernen, denen entweder 8 gleichartige 
Nukleonen zu einer abgeschlossenen Unterschale fehlen bzw. bei denen sich 
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3 gleichartige Nukleonen tber einer abgeschlossenen Unterschale befinden, zeigt 
sich, daB der Kernspin nicht jh, wenn der Gesamtdrehimpuls des unpaarigen 
Nukleons jh >5/2h ist, sondern (j — 1)h ist. Betrachten wir zundchst den 
Fall, daB sich 3 gleichartige Nukleonen auBerhalb einer abgeschlossenen 
Unterschale befinden. Die beiden ersten Nukleonen werden so eingebaut werden, 
daB sie ihren Gesamtspin zu 0 kompensieren (Paarungsenergieeffekt). Durch 
ihre Wechselwirkung mit dem Kernrumpf erzeugen sie ein abgeflachtes 
Deformationsellipsoid, wobei ihre Drehimpulsachsen mit der Kernsymmetrie- 
achse zusammenfallen. Wenn die Deformation des Kernrumpfs sehr stark 
ist, tiberwiegt beim dritten AuSennukleon die Wechselwirkung mit der 
Kerndeformation die Wechselwirkung mit den beiden anderen AuSen- 
nukleonen. Daher wird das 3. Nukleon so eingebaut werden, da8 seine 
Wechselwirkung mit dem Kernrumpf méglichst klein ist. Das heiBt, es wird 
so eingebaut, daf seine Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Kernrumpf (nega- 
tives Potential) méglichst gro8 ist. Das ist am besten der Fall, wenn bei 
abgeflachter Kernrumpfdeformation seine Drehimpulsachse méglichst parallel 
zur Kernsymmetrieachse zu liegen kommt. Da die beiden Parallellagen be- 
reits durch die beiden ersten Nukleonen besetzt sind, wird das 3. Nukleon in 
einen Zustand eingelagert werden, bei dem seine Drehimpulskomponente in 
Richtung der Symmetrieachse (j —1)h ist. Da das unpaarige Nukleon 
wegen seiner starken Kopplung mit der Kerndeformation eine Prazessions- 
bewegung um die Kernrumpfsymmetrieachse beschreibt, bestimmt seine 
Drehimpulskomponente in bezug auf die Symmetrieachse (j —1)h den 
Gesamtdrehimpuls des Kerns. Ganz analog geht die Deutung, wenn 3 Nu- 
kleonen zu einer abgeschlossenen Unterschale fehlen. Die eben gegebene 
Deutung fiir das Auftreten des Kernspins (j— 1) wird dadurch experimentell 
stark unterstiitzt, daB bei all den Kernen, die solch einen Gesamtspin haben, 
das elektrische Q.M. (d.h. groBe Deformation) relativ groB ist). Naheres 
s. BOHR-MOTTELSON (41). 

Wir kommen nun zu dem zweiten noch zu besprechenden Punkt. Wie schon 
erwihnt, liegen die magnetischen Momente der w—g- bzw. g —u-Kerne fast 
ausnahmslos zwischen den Schmidt-Schiiler-Werten (s. Bild 12), bei denen 
angenommen wird, da8 das unpaarige Nukleon das gesamte magnetische 
Moment des Kerns erzeugt. Diese allgemeine Verschiebung der experi- 
mentellen magnetischen Momente gegeniiber den Schmidt-Schiiler-Werten 


1) Nach den eben angestellten Betrachtungen ist ersichtlich, daB bei w—g- bzw. g—u- 
Kernen das unpaarige Nukleon immer miglichst so eingebaut wird, daB sein Kernspin 
sich in Richtung der Kernrumpfsymmetrieachse einstellt. Daher wiirde man z. B. 
erwarten, da bei g—u-Kernen (unpaariges Nukleon ist ein Neutron) das innere 
Quadrupolmoment Qp eines Kerns gleich dem normalen Q.M. dieses Kerns ist. Das ist 
aber nicht der Fall, sondern das normale Q.M. ist bei g —u-Kernen immer kleiner als Qp. 
Das kommt daher, daf die Drehimpulsachse des AufSennukleons wegen der Un- 
scharferelation auch bei maximaler Parallelstellung zur Kernsymmetrieachse immer 
eine Prizessionsbewegung um diese Symmetrieachse ausfiihrt. Wegen des Gesamtdreh- 
impulserhaltungssatzes ist damit auch eine Prazessionsbewegung dieser Symmetrieachse 
verkniipft, die das normale Q.M. gegeniiber Q, etwas abschwacht. Ganz analog liegen 
die Verhaltnisse bei den w—g-Kernen, nur daf hier das AuSennukleon noch einen 
Zusatzbeitrag zum normalen Q.M. liefert. 
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1aBt sich folgendermaBen qualitativ verstehen. Durch die Kopplung des 
unpaarigen Nukleons mit der Kerndeformation wird die Gesamtdrehimpuls- 
achse des unpaarigen Nukleons Schwankungen unterworfen (z. B. Prazes- 
sionsbewegung um die Symmetrieachse), die seinen Beitrag zum resultieren- 
den Gesamtdrehimpuls verringern. Wegen des Gesamtdrehimpulserhaltungs- 
satzes mu8 der Kernrumpf diese Beitragsverringerung zum Gesamtdreh- 
impuls beitragen. Damit verkniipft ist, da8 sich auch der Beitrag des AuBen- 
nukleons zum gesamten magnetischen Moment des Kerns etwas verringert, 
dafiir trégt nun auch der Kernrumpf etwas zum gesamten magnetischen 
Kernmoment bei. Betrachten wir zuniachst als unpaariges Nukleon ein 
Proton und Parallelstellung von Spin und Bahnmoment, so sehen wir aus 
(38), (35a) und (35b), daB der magnetische g;-Faktor fiir das Proton immer 
viel gréBer als 1 ist (kommt von dem grofBen positiven magnetischen Spin- 
moment des Protons her). Der magnetische g-Faktor fiir den Kernrumpf ist 
naherungsweise 1/2, da sich ungefihr gleichviel Protonen wie Neutronen im 
Kernrumpf befinden. Daraus kann man sofort erkennen, da8 in diesem Fall 
das resultierende positive magnetische Moment durch die Kopplung des 
unpaarigen Protons an den Kernrumpf verringert wird, was die experi- 
mentellen Daten auch zeigen. Ganz analog kann man auch sehen, da bei 
unpaarigem Neutron und Parallelstellung von Spin und Bahn wegen des 
groBen negativen magnetischen Spinmoments des Neutrons (35b) (magne- 
tisches Moment des Bahndrehimpulses ist 0) die negativen magnetischen 
Momente der zugehérigen Kerne durch die Kopplung des Neutrons an die 
Kerndeformation ebenfalls verkleinert werden. Das wird ebenfalls experi- 
mentell bestatigt. 

Etwas komplizierter liegen die Verhaltnisse bei Antiparallelstellung von Spin 
und Bahn. Hier wechselt beim Proton der g;-Faktor nach (38) sein Vorzeichen 
von — nach + bei wachsendem Bahndrehimpuls. Beim Neutron haben jetzt 
der g-Faktor des Rumpfs und der g,;-Faktor des Neutrons beide positives 
Vorzeichen, wobei bei kleinem Gesamtdrehimpuls der g;-Faktor des Neutrons 
groBer als der g-Faktor des Rumpfs ist. Bei groBem Gesamtdrehimpuls ist es 
gerade umgekehrt. Wegen der groBen Spin-g-Faktoren der Nukleonen ten- 
dieren die Abweichungen von der Schmidt-Schiiler-Kurve trotzdem im 
wesentlichen wieder dahin (insbesondere natiirlich bei den Kernen mit 
kleinem Gesamtspin), daB die Absolutwerte der magnetischen Momente ver- 
kleinert werden. Im Grenzfall sehr starker Kopplung kann man die resul- 
tierenden magnetischen Momente explizit berechnen, BOHR und MOTTELSON 
(51). In Bild 12 sind die zugehérigen Kurven gestrichelt eingetragen. 

Zum Abschlu8 unserer Betrachtungen iiber das kollektive Kernmodell sei 
auf eine wichtige Arbeit hingewiesen, die in letzter Zeit gemacht wurde. 
Nitsson hat die Schalenmodelleigenfunktionen in einem deformierten Kern- 
potential ausgerechent (63a). Als Hamiltonfunktion nahm er dabei 


}2 
2M 


M +> > 

H=-— A > ah Ce Cc Br wk i i we s)+ DP (54) 
> : 

H ist zylindersymmetrisch um die Z-Achse. C (J s ) ist das Spin-Bahn- 


> 
kopplungsglied. Durch das Glied D 1? wird eine Art Interpolation zwischen 
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Oszillatorpotential und Kastenpotential erreicht. Wahlt man némlich D 
negativ, so werden die Teilchen mit groBem Bahndrehimpuls durch dieses 
Glied energetisch nach unten gedriickt, wie es auch beim Ubergang vom _ 
Oszillatorpotential zum Kastenpotential der Fall ist. Die Konstanten o, w,, 
C und D werden als Funktionen vom Atomgewicht so gewahlt, daB die 
statischen empirischen Kerneigenschaften (z. B. Kernquadrupolmomente, 
energetische Lage der Schalenmodellterme) moglichst gut wiedergegeben 
werden. Die mittels der Hamiltonfunktion (54) erhaltenen korrigierten 
Schalenmodelleigenfunktionen lassen sich zur Beschreibung der verschieden- 
sten Kerneigenschaften verwenden, wie z. B. zur Berechnung von y-Uber- 
gangswahrscheinlichkeiten, £-Ubergangswahrscheinlichkeiten usw. (636, 
63¢). 

Damit wollen wir unseren Uberblick iiber die wichtigsten in der Kernphysik 
gebrauchten Modellvorstellungen abschlieBen. Es sei noch einmal erwahnt, 
da8 im Rahmen dieser gedrangten Ubersicht natiirlich nur eine bestimmte 
Auswahl von Problemen in grofen Ziigen diskutiert werden konnte. Es 
wurden dabei solche Probleme ausgewahlt, die fiir die Deutung der Kern- 
eigenschaften von den Zweikérperkraften her besonders charakteristisch 
sind. So haben wir im wesentlichen darauf verzichtet, Kerneigenschaften 
zu diskutieren, die sich durch Kombination der hier skizzierten Modell- 
vorstellungen deuten lassen, wie z.B. die asymmetrische Kernspaltung 
[FoNG (62)] und die Unstetigkeiten des Spaltungsquerschnitts in Abhingig- 
keit von der Einfallsenergie der Spaltungsneutronen [BOHR und MOTTELSON 
(63)]. Weiter haben wir die fiir die Analyse der Kernspektren sehr wichtige 
Breit-Wignersche Resonanztheorie [s. z. B. (42), S. 379ff. u. 8.542ff.] nicht 
behandelt, da durch diese Theorie im wesentlichen die Resonanzwirkungs- 
querschnitte der Kerne phinomenologisch beschrieben werden (64). Es gehen 
daher in diese Theorie praktisch keinerlei Voraussetzungen tiber die zwischen 
den Nukleonen wirkenden Krafte (bis auf ihre sehr kurze Reichweite) ein. 
Aus demselben Grund sind wir auch nicht auf die sogenannten ,,stripping 
reactions‘ eingegangen, die ebenfalls fiir die Analyse der Kernspektren sehr 
wichtig sind. 


CERN, Theoretical Study Division am Institut fiir Theoretische Physik der 
Universitat, Kopenhagen, Blegdamsvej 17. 
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1. Zweinukleonenwedhselwirkungskriafte 


Wie bereits in der Einleitung erwahnt, kénnen wir uns hier wegen des Berichts 
vonCaP{ 1]2) sehr kurz fassen. Wir stellen daher hier nur die Eigenschaften und 
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Bild 17. Energieniveaus einiger Spiegelkerne. Die Energien sind jeweils vom Grundzustand des Spiegelkerns 
mit kleinerer Protonenzahl aus in MeV angegeben. 


Daten iiber die Zweinukleonenwechselwirkungskrafte, die in diesem Artikel 
gebraucht werden, kurz zusammen. 


1) Teil I dieser Arbeit erschien im vorigen Heft: Fortschr. d. Physik 5, 421 —468 
(1957). 

2) Zitate [1]—[64] am Ende von Teil I. 
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Es wurde bereits bei Besprechung der Weizsacker-Bethe-Formel (I, 1a) dar- 
auf hingewiesen, daB die Kriafte zwischen zwei Protonen dieselben sind wie die 
Kriifte zwischen zwei Neutronen, wenn wir von der Coulombschen AbstoBungs- | 
kraft zwischen den Protonen absehen. Das ist besonders deutlich aus dem 
Vergleich der Anregungsenergiespektren leichter Spiegelkerne zu ersehen. 
In Bild 17 sind die Termschemas der Anregungsenergien fiir einige Spiegel- 
kerne nebeneinander aufgetragen (AJZENBERG und LAURITZEN [70)). 

Man sieht aus Bild 17, daB die Termschemas zweier Spiegelkerne praktisch 
sich nur dadurch unterscheiden, daB bei dem Spiegelkern mit héherer Pro- 
tonenzahl die Energieniveaus wegen der gréBeren Coulombschen AbstoBungs- 
energie alle etwas nach oben verschoben sind. 

Diese Symmetrieeigenschaft der Krafte zwischen Protonen und Neutronen’) 
(abgesehen von der Coulombkraft?) fiihrt zu der Vorstellung, Proton und 
Neutron als zwei verschiedene Zustinde eines Teilchens, des Nukleons, an- 
zusprechen (HEISENBERG [65]). Beziiglich der Berechtigung dieser Annahme 
siehe auch [42] S. 153ff. Die Verhaltnisse liegen hier ganz ahnlich wie beim 
Spin eines Elektrons bzw. eines Nukleons. Hier gibt es auch zwei (Spin) Zu- 
stiinde, namlich ,,Elektron bzw. Nukleon mit Spin nach oben“ und ,,Elektron 
bzw. Nukleon mit Spin nach unten“ Die Krafte zwischen zwei Elektronen 
bzw. Nukleonen mit parallelem Spin sind dabei natiirlich auch unabhangig von 
der Spinrichtung, d.h. ob beide Spins nach oben bzw. nach unten gerichtet 
sind. 

Zur Beschreibung dieser zwei Zustande des Nukleons fiihrt man als zusatz- 
liche Variable die ,,Ladungsvariable“ ¢ ein. Man nennt sie meist wegen der 
Analogie zum Elektronenspin bzw. Nukleonenspin isobare Spinvariable. Die 
Wellenfunktion eines Nukleons hat daher folgendes allgemeine Aussehen: 


WNukleonen — WY (r, 8, t). (1) 


Hierbei ist r die Ortskoordinate des Nukleons, s seine Spinvariable und ¢ seine 
isobare Spinvariable. Analog zum Spinoperator s fiihrt man einen isobaren 
Spinoperator T, ein, dessen Eigenwerte -+- 1 und —1 den Ladungen +e und 0 
des Nukleons entsprechen. 


In der Matrixdarstellung ist dieser Sachverhalt einfach in folgender Weise 
wiedergegeben 


Fame 8 0 
n= (5 = ve= (8) =9 (08) 10 vy = (1) = 9 (08) dx 
T3Pp = Pp = P(t, 8) Ot, T3Yy = — Yw = —Y (tr, 8) 0-44 


6p ist die diskrete 6-Funktion (Kroneckersymbol) und ist gleich 1 fiir « = 6 
und gleich 0 fiir a +- 8. Die isobare Spinvariable ¢ kann analog zur Spin- 
variablen s die diskreten Werte + 1 annehmen. Zur Beschreibung der isobaren 
Spintibergange fithrt man ebenfalls analog zum normalen Spin die isobaren 


1) Sie wird ,, Ladungssymmetrie der Kernkrafte“‘ genannt. 


*) Soweit nicht ausdriicklich darauf hingewiesen wird, sehen wir im folgenden immer } 
von der Coulombkraft ab. 
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ein. Durch lineare Kombination der Operatoren 71,, t:, tz und des Einheits- 


Spinoperatoren 


operators : 4 kann man jeden isobaren Spinzustand eines Nukleons in jeden 


beliebigen anderen isobaren Spinzustand dieses Nukleons iiberfiihren. Zum 
Beweis sei auf [65] verwiesen?). 

Die Form der Wechselwirkungspotentiale zwischen zwei Nukleonen wird 
dadurch gewonnen, da man sie so wihlt, daB die Streuquerschnitte und die 
differentiellen Streuquerschnitte in Abhangigkeit von der Energie méglichst 


_ gut beschrieben werden. Da die im Rahmen des Fermigasmodells auftreten- 


den kinetischen Maximalenergien 

der Nukleonen ~ 25 MeV betragen %ypl10*cm?] 
unddiemaximalekinetischeEnergie ° 

zweier Nukleonen (bezogen auf ihr 70 
Schwerpunktsystem) inden Kernen 
daher 50 MeV ist, verlangen wir 
yon unseren Zweinukleonenpoten- 50 
tialen nur, daB sie die obigen Streu- 
querschnitte bis zu diesen Energien 
richtig beschreiben. Wir kommen _ 30 
auf diese Begrenzung und ihre 
Folgen spater noch genauer zu 
sprechen. 10 

Wir betrachten zundchst die Neu- 

tron-Protonstreuung. Hier mu8 man TE IS Ie 5 Be (ae (EM [oA ERR RRR YS 
fiir die quantitative Beschreibung Bild 18. Experimentell gefundene Wirkungsquer- 
zwei Falle unterscheiden, naémlich schnitte bei N-P-Streuung in Abhangigkeit 
Proton und Neutron kénnen ent- ples Seca 

weder mit parallelem Spin aneinan- 

der gestreut werden (Triplettstreuung : Gesamtspindrehimpuls gleich 1h) oder 
mit antiparallelem Spin (Singulettstreuung: Gesamtspindrehimpuls 0). Ex- 
perimentell beobachtet man natiirlich ein statistisches Gemisch aus Trip- 
lett- und Singulettstreuung, und zwar ist das Verhaltnis von Triplett- zu 
Singulettstreuung 83 : 1, da das statistische Gewicht des Spin 1 A bekanntlich 3 
und dasjenige des Spins 0 bekanntlich 1 ist. 

Weiter weiB man, daB der Bindungszustand des Deuterons ein Triplettzustand 
(Deuteronenspin gleich 1 h) ist mit der Bindungsenergie — 2,2 MeV und der 
Gesamtstreuquerschnitt cy p fiir kleine Energien (leV < Hg, < 10* eV) zu- 


_ nachst konstant ist, um dann bei Streuenergien von der GréBenordnung 


10000 eV sehr stark abzufallen (s. Bild 18). 


1) Obwohl die hier eingefiihrten isobaren Spinoperatoren genau die Form der Paulischen 
Spinmatrizen haben, hat der zugehérige isobare Spinraum natiirlich nichts mit dem ge- 


, wéhnlichen Koordinatenraum zu tun, dessen Richtungen sich diejenigen des Spins zu- 


ordnen lassen. 
36* 
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Dieser starke Abfall des Gesamtstreuquerschnitts bei 104—10° eV 1aBt sich! 
dadurch erklaren, da& fiir die Singulettstreuung bei 64000 eV ein Resonanz- 
streuniveau existiert (virtuelles Niveau), das bewirkt, daB fir kleine Streu- 
energien (Estr < 10000 eV) der Neutron-Protonstreuquerschnitt relatiy 
groB wird’). | 
Wir geben hier zwei Potentialfor 
Proton-Streuquerschnitts bis hinauf zu Streuenergien von ungefahr 10 Me 
gut wiedergeben (und mittels einer gleich zu besprechenden Erweiterung auch 
fir héhere Streuenergien Es, << 50 MeV) und mit denen sich verhaltnismaBig) 


einfach rechnen 148t [67], [67a]: 
Vit, 07, G,) = — Vp - [0,836 + 0,164 - (1 +6, 0,)| (4a 


men an, die das Verhalten des Neutron: } 


V, = 34,6 MeV fir r2.<R und V,=0 
fir ty > hk, R= 207.10" em 
V(rpso?, 02) = — Voe-trwlA [0,82 + 0,18 4 (1 + o, 0,)] (4h 
Vy, = 68,6MeV, B=1,55-10¥%em (2 = | —tp| = |t, —teh)- ! 


In 4a hat der ortsabhangige Anteil des Potentials die Form eines Kastery 
potentials, in (4b) hat dieser Anteil die Form eines Gausspotentials. a bzv 
a, in (4) stellt die vektorielle Zusammenfassung der Paulischen Spinmatrizeq 
bzgl. des Teilchens 1 (Neutron) und des Teilchens 2 (Proton) dar. Wie scho 
erwahnt, sind sie in ihrer &uBeren Form mit den isobaren Spinmatrizeq 
1, Tz, T; identisch *). 
Wie man leicht nachrechnen kann, tauscht der Operator + (1 C,0,) geradi) 
den Spin der beiden Nukleonen aus. Das hat zur Folge, daB z. B. in (4a) di 
Potentialtopftiefe des Singulettzustandes (Spinfunktion antisymmetrisck 
um den Faktor 0,672 gegeniiber der Potentialtopftiefe des Triplettzustanc# 
verkleinert wird. Durch diese Verkleinerung wird gerade erreicht, dai de 
Singulettzustand bei 64000 eV ein virtuelles Niveau besitzt. Analoges gif 
auch fiir das Potential (4b). 
Rechnet man rein klassisch aus, wie nahe zwei Nukleonen einander kommef 
kénnen, wenn das StoBnukleon eine Energie von 10 MeV besitzt und einet 
Drehimpuls Lf gegeniiber dem ruhenden Nukleon besitzt, so ergibt sich a 


1) Wie hier nicht explizit gezeigt werden soll (s. z. B. [1], [6], [42], [66]), wird das Veq 
halten des Neutron-Proton-Streuquerschnitts fiir Energien < 2 MeV im wesentlich: 
bereits durch die Bindungsenergie des Deuterons und den virtuellen Streuzustand bq 
der Singulettstreuung festgelegt. 
_ ®) Es sei noch darauf hingewiesen, da durch die niederenergetische Neutron-Protag 
streuung (Hstr < 2 MeV) im wesentlichen nur die GroBen V)R* bzw. Vo6? der Potentia 
(4a) und (4b) festgelegt sind. Eine weitere Beziehung zwischen V, und R® bzw. Vou 
62 gewinnt man aus der Energieabhangigkeit des Neutron-Proton-Streuquerschnit 
bei hdheren Energien (s. z. B. [61] und [42] S. 48ff). Damit hat man dann die Méglic 


keit, Vp und R baw. Vy und f einzeln zu bestimmen. 
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Minimalabstand Rj, von ungefahr 2-10-18 cm!). Das ist aber gerade un- 
gefiihr die Reichweite der Kernkrafte. Das heiBt, bis zu dieser Streuenergie 
findet praktisch nur eine S-Wellenstreuung statt, da die Nukleonen mit dem 
Bahndrehimpuls 1h erst bei dieser Streuenergie den ruhenden Nukleonen 
(Streuzentren) so nahe kommen, da die Kernkrafte wirksam werden. 

Geht man zu héheren Streuenergien tiber (£54; > 10 MeV), so werden jetzt all- 
mahlich auch die Nukleonen mit dem Bahndrehimpuls 1 / und gréBer gestreut. 
Betrachtet man bei diesen Energien den zugeh6rigen differentiellen Wirkungs- 
querschnitt im Schwerpunktsystem, so zeigt sich, daB dieser bzgl. Vorwarts- 
und Riickwartsstreuung (im Schwerpunktsystem) symmetrisch ist und fir 
den 90° Streuwinkel ein Minimum besitzt (s. Bild 19). 

Am einfachsten ]48t sich dieser Sachverhalt dadurch erklaren, daB man an- 
nimmt, daB die Teilchen mit ungeradzahligem Bahndrehimpuls nicht ge- 
streut werden. Um das zu sehen, entwickelt 
man in der auf das Schwerpunktsystem bezo- E1a6=70 MeV 
genen Neutron-Proton-Wellenfunktion (sie 
mu8 rotationssymmetrisch um die Einfalls- 
richtung sein) die Streuwelle nach den Bahn- 
drehimpulseigenfunktionen P, (cos 9) zum 
Bahndrehimpuls Jh (s. z. B. [J], [6], [42] 
und [66]): 


: eikr co 
2a ieee 2 1 
ie otk cae 1+ 1)x 
x (e2#% — 1) (5) | 
(f = Wellenzahlenvektor, 6, = Streuphase nd ie = 


der Kugelwelle /-ter Ordnung, t =ty —Tp, Bild 19. Differentieller Wirkungsquer- 

~ \tw =e tpl). schnitt Q(#) fiirP-N-Streuung bei 
3 : gréBeren Energien im Schwer- 

Beachtet man, daB die Kugelfunktionen ponkisysient (chematierh’: 


P, (cos 9) zu geradzahligem 1 bei einer 

Spiegelung am Ursprung ihr Vorzeichen nicht andern (0 geht iiber in 

a—), wihrend die Kugelfunktionen zu ungeradzahligem / ihr Vorzeichen 

wechseln, so sieht man sofort aus (5), daB das Quadrat der Streuamplitude 

bzgl. Vorwarts- und Riickwartsstreuung im Schwerpunktsystem symmetrisch 
wird (symmetrisch um den 90° Streuwinkel), wenn die Amplituden der un- 
geradzahligen Bahndrehimpulsstreuwellen verschwinden. Das ist dann der 

Fall, wenn fiir diese Wellen 6, = 0 wird. 

Um diesen Sachverhalt quantitativ zu beschreiben, betrachten wir zuniachst 
iden Ortsaustauschoperator P” (MAJORANA [68]). P™” ist ein Austausch- 
‘operator, der den Ort von Proton und Neutron austauscht. Wendet man P™” 
} auf eine Wellenfunktion an, die die Streuung zweier Nukleonen im Schwer- 
| punktsystem beschreibt, so ist die Wirkung von P™” auf diese Wellenfunktion 


ot ee 


1) Es muB Rmin- kA = 1h sein, wobei die Wellenzahl k mit der StoBenergie bekanntlich 
urch die Beziehung k?;?/2M = Estoss zusammenhangt. Daraus folgt 


| i Vettiinas 
ere k  V2M Erstoss 


Ser 
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gleichbedeutend mit einer Spiegelung der Nukleonenortskoordinaten 
Ursprung?). Das hat zur Folge, daf P™ auf eine Zweinukleonen-Bahndre: 
impulswellenfunktion angewandt, bei geradem | die Wellenfunktion nic 
aindert, waihrend bei ungeradem / das Vorzeichen der Wellenfunktion 
andert wird. Der Operator 1 (1 + P™) schneidet daher, angewandt auf ei 
beliebige Zweinukleonenwellenfunktion im Schwerpunktsystem, die unge 
den Bahndrehimpulsanteile heraus und lat nur die geraden Bahndrehimpu 
anteile iibrig. Beziiglisch gerader Bahndrehimpulswellen hat der Operat 
1(1 + P™) den Eigenwert 1. Andern wir daher das Zweinukleonenwechse 
wirkungspotential (4) so ab, daB wir V durch }(1 + P™) V (SERBER [66 
ersetzen, so beschreibt dieses sogenannte Serberpotential fiir niedere Str 
energien, bei denen praktisch nur S-Wellenstreuung (J = 0) stattfindet, gen 
dieselbe Streuung wie das urspriingliche Potential (4). Fir héhere Str 
energien wird dagegen durch das Serberpotential die eben diskutierte Sy 
metrie des differentiellen Wirkungsquerschnitts beschrieben. 

Um fir P” eine fiir die Rechnung zweckmaBige Darstellung zu finden, ist ¢ 
wie bereits skizziert, praktisch, Neutron und Proton als zwei verschiede: 
Zustinde ein und desselben Teilchens des ,,Nukleons‘* anzusehen. Da c¢ 
Nukleonen wegen ihres Spins } 4 Fermiteilchen sind, muB jede Wellenfu 
tion, die den Zustand von 2 oder mehr Nukleonen beschreibt, bzgl. der Ve 
tauschung zweier Nukleonenkoordinaten?) antisymmetrisch sein. Das 
zur Folge, daB gelten muB: 

Pie Pogo Pip (ty so Tag 0%» Ses byes be) = om Be ste eee 


7 


- 


(Pi, = Spinaustauschoperator, Pj; = isobarer Spinaustauschoperator o 
Ladungsaustauschoperator) ; 

i, k gibt an, daB die Koordinaten des i-ten und k-ten Nukleons ausgetaus 
werden. yp stellt eine beliebige Nukleonenwellenfunktion dar. Wendet m 


auf (6) noch einmal Pi. an, so ergibt sich 


Piz Pixy = — Piry. 
Da y eine beliebige Nukleonenwellenfunktion ist, folgt daraus 
Pik = — Pix Pir. 


Wie bereits frither erwahnt, kann man den Spinaustauschoperator P%,, 
folgender Weise darstellen: 


=> 


Po, = 4(1 + oj 0;). 


Wegen der formalen Analogie zwischen Spin und isobarem Spin folgt dara 
PRe=4(1 +077) ( 


—>—> 
(Gy Ty Tey Thy Tig Tan, + Tie Teel 
1) PM verwandelt daher z. B. eine Streuwelle, die eine Vorwirtsstreuung beschreibt} 
eine Streuwelle, die einen Riickwartsstreuung beschreibt. 
2) Die Koordinaten eines Nukleons setzen sich dabei aus den Ortskoordinaten, S 
koordinaten und isobaren Spinkoordinaten des Nukleons zusammen. 
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Damit ergibt sich fiir P}t folgende Darstellung: 


Pit = —4(1 +0704) (1 +757). (11) 
Fir das Serberpotential kénnen wir damit entgiiltig schreiben [67]: 
Ve =4F[1—-40 + Go) + AE Very, oe). (12) 


Hierbei ist V(r,», as o.) das Potential (4a) bzw. (4b). 

Das Potential (12) ist nun in der Lage, die Neutron-Protonstreuung bis hinauf 
zu Energien der GréSenordnung 50 MeV im Schwerpunktsystem einiger- 
maBen richtig zu beschreiben, wobei an der oberen Energiegrenze die Ab- 
weichungen zwischen Theorie und Experiment allmahlich recht betrachtlich 
werden. Fiir unsere Betrachtungen sind diese Abweichungen im allgemeinen 
nicht sehr wesentlich, da wir hier, wie bereits erwahnt, nur relativ nieder- 
energetische Kernreaktionen bzw. Streuprozesse betrachten. Nur fiir das 
Problem der Absattigung der Kernkrifte, auf das wir spater éfters zu spre- 
chen kommen werden, sind diese Abweichungen von einiger Bedeutung. 
Das Potential (12) erfiillt die Bedingung der Ladungsunabhangigkeit!) der 
Kernkrafte. Es ist daher zu erwarten, daB dieses Potential auch in der Lage 
ist, die Proton-Protonstreuung (bzw. die nur indirekt beobachtbare 
Neutron-Neutronstreuung) zu beschreiben. Die Experimente bestatigen diese 
Erwartung (s. z. B. [42] S. 168ff.). Allerdings treten bei Streuenergien der 
GréBenordnung 30 MeV im Schwerpunktsystem bereits betrachtliche Ab- 
weichungen zwischen Theorie [bei Verwendung des Potentials (12)] und 
Experiment auf (s. z. B. [42] S. 186ff.). In erster Naiherung kann man 
diese Abweichungen bei den nachfolgenden Betrachtungen im allgemeinen 
ebenfalls auBer acht lassen. 

Wie man sieht, ist das Potential (12) drehungsinvariant im isobaren Spin- 
raum. Das hat zur Folge, daB jede Nukleonen-Hamiltonfunktion, deren 
Wechselwirkungsterm sich aus einer Summe solcher invarianter Zweinukle- 
onenpotentiale zusammensetzt, mit dem isobaren Gesamtspinoperator 


Us =F D7} (13) 
und dem Operator des isobaren Gesamtspinquadrats 


PauEne(Eye (Ey ow 


vertauschbar ist. Daraus ergibt sich, daB, solange man von der Riickwirkung 
der Coulombschen Wechselwirkungsenergie auf die Kerneigenfunktionen ab- 
sehen kann (ist besonders bei leichten Kernen der Fall), die Kernzustande 
Eigenzustainde zu T und Z? mit den Eigenwerten 7, und T (7 +1) sind. 
Die Drehinvarianz der Kernkraftpotentiale im isobaren Spinraum laéBt sich 
sehr sch6n aus den Bindungsenergien der Kerne 14C-Grundzustand, 1!!N- 
1. angeregter Zustand, 140-Grundzustand ablesen. 

Nach dem Schalenmodell befinden sich bei 4;C 2 Neutronen als AuBennukle- 
onen in der 1p.,, Unterschale, die ihren Spin zu 0 kompensieren (g-g-Kern) *). 
Dieselbe Struktur hat der zugehérige Spiegelkern ‘40, nur daB an die Stelle der 


1) §. Anm. 5 auf S. 476. 
2) Die Kerneigenfunktion ist bzgl. der Vertauschung von Orts- und Spinkoordinaten der 
Au8ennukleonen antisymmetrisch. 
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2 Neutronen 2 Protonen getreten sind. Der isobare Gesamtspin Ts muB daher 
far 4C. —1 und fir “O +1 sein*). Da in beiden Kernen die isobaren Spins der 
AuBennukleonen einander parallel gestellt sind (im isobaren Spinraum), 
bilden die beiden AuBennukleonen von *%C bzw. 10 einen Triplettzustand 
bzgl. der isobaren Spinvariablen (Eigenwert von a gleich 2). Er ist symme- 
trisch bzgl. der Vertauschung der isobaren Spinvariablen der AuBennukle- 
onen. Bei!4N befinden sich nach dem Schalenmodell 1 Neutron und 1 Protonin 
der 1py, Schale. Thre Gesamtdrehimpulse setzen sich, wie man experimentell 
weib (theoretische Begriindung folgt spater), im Grundzustand zum Spin 1h 
zusammen. Der erste angeregte Zustand (17N *) wird nach dem Schalenmodell 
nun dadurch erreicht, daB die beiden AuBennukleonen ihre Gesamtdrehim- 
pulse antiparallel zueinander stellen und sich damit der Kernspin 0 ergibt. — 
Dabei mu8 naimlich keines der beiden AuBennukleonen in die nachsthéhere | 
Unterschale (1 ds), Unterschale) gehoben werden. Dieser angeregte Zustand 
muB nun bzgl. der Spin- und Ortskoordinaten der 
beiden AuBennukleonen identisch mit dem Grundzu- 
stand von 44C und /{O sein, da sich zwei 1 p:),-Nukle- 
onen nur auf eine einzige Weise zum Gesamtspin 0 zu- 
sammensetzen kénnen. Daraus folgt, da der erste 
angeregte Zustand des 's$N-Kerns wegen des Pauli- 
prinzips (antisymmetrische Gesamteigenfunktion) 
ebenfalls ein isobarer Triplettzustand sein muB, 
und zwar hat er die Eigenwerte 7; = 0 fiir T, und — 
(T +1) = 2 fir X22). Die hier betrachteten 3 Kern- ~ 
zustande sind also bis auf Drehungen im isobaren | 
Spinraum miteinander identisch (Bild 20). Dies gilt | 
auch, wenn wir fiir diese Kernzustinde auch Beimischungen aus hdheren 
Schalen mitberiicksichtigen. Die Bindungsenergien dieser Kernzusténde 
diirfen sich daher (wegen der Drehinvarianz der Kernkraftpotentiale im © 
isobaren Spinraum) nur durch ihre verschiedenen Coulombenergien unter- 
scheiden. Nach I (5) erhalt man fiir das Verhaltnis der Bindungsenergie- 
differenzen {£(140) = E(«C)} : {H (4N*) a E(4C)}, 

in das nur die Ladungen der Kerne eingeht, den Wert 2,17. Mit den in [70] 
S. 335 angegebenen Werten ergibt sich 2,16). 

Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment ist also sehr gut. , 


Dieses Ergebnis ist ein sehr starker Hinweis auf die Drehinvarianz der Kern- || 
kraftpotentiale im isobaren Spinraum‘) bei niederen Energien. 


Bild 20. 


1) Die sowohl bzgl. der Neutronen als auch Protonen abgeschlossenen 1 81, und 1 py, ,) 
Unterschalen kompensieren ihren Gesamtspin und ihren isobaren Gesamtspin zu 0. | 
a Schalen kénnen daher fiir die hier gebrachte Betrachtung auf er acht gelassen 1 
werden. 
2) In II,3 wird etwas ausfiihrlicher auf das Rechnen mit Spin- und isobaren Spinfunktio- - 
nen eingegangen. 
8) Bei Berechnung dieses Verhaltnisses aus den in [70] angegebenen experimentellen/ 
Daten mu8 man die Massendifferenz zwischen Neutron und Proton beriicksichtigen. _ 
4) Sie ist eine etwas gréBere Einschrankung, als wenn man nur die Ladungssymmetrie der}! 


Kernkrafte verlangt. Man nennt diese Eigenschaft der Kernkraftpotentiale Ladungs- | | 
unabhangigkeit der Kernkrafte. | 
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(s. z. B. [6] S. 58ff, [67.a]), die wir spiter 6fters gebrauchen werden: 


C,0,) — 


Vig = V (rye) {to — m4 (1 +¢,6 7) +7, 0)+b4(1 +0, 0 
—hill4 ary =wVy tmVy +bVy +hVy (15) 
mit eS TCN = 10 


Die einzelnen Potentialanteile sind dabei nach den Autoren benannt, die sie 
zuerst in die Kernphysik eingefiihrt haben. Die Wignerkraft wV y ist ein nor- 
males Kraftpotential [7Z]. Die Majoranakraft mVy, ist ein Ortsaustausch- 
potential. Die Bartlettkraft b V, ist ein Spinaustauschpotential. Die Heisen- 
bergkraft 4 Vy, ist ein Ladungsaustauschpotential. Wahlt man fiir V(r) das 
in (4a) bzw. (4b) angegebene Kastenpotential bzw. Gausspotential, so ergibt 
sich fiir die Konstanten w, m, b, h: 


w =m =—0,418 bzw. 0,410 und b=h = 0,082 bzw. 0,090. (15a) 


: 
| 
Das Serberpotential (12) wird hiaufig auch in folgender Form angeschrieben 


Es sei noch erwahnt, dafS HEISENBERG als erster eine Austauschkraft in die 
Kernphysik eingefiihrt hat, wahrend WIGNER zuerst vorgeschlagen hat, 
Krafte sehr kurzer Reichweite zur Erklarung der Kerneigenschaften heran- 
zuziehen. 

Wir haben hier von der Betrachtung der Tensorkrafte abgesehen (s. z. B. [1]), 
die z. B. fiir das elektrische Q.M. des Deuterons verantwortlich sind. Wir 
werden spater fast immer nur kugelsymmetrische oder beinahe kugelsym- 
metrische Kernzustande betrachten, bei denen sich die Tensorkrafte fast voll- 
stindig herausmitteln. Weiter sind wir hier auf die Spin- Bahnwechselwirkung 
der Nukleonen untereinander nicht eingegangen, da sich dariiber aus den 
relativ niederenergetischen Streuprozessen wegen der kleinen Bahndreh- 
impulse der Streuwellen keine Aussagen machen lassen. Wir werden dies an 
geeigneter Stelle nachholen. 


_ 2, Absattigung der Kernkriafte und Herleitung der Weizsicker-Bethe- 
Formel aus den Zweikérperkriaften. Bestimmung der Potentialkonstanten 
des optischhen Modells 


Als erstes soll untersucht werden, ob sich die Bindungsenergien der Kerne mit 
Hilfe der vorhin diskutierten Zweinukleonenkrafte erkliren lassen. Wir neh- 
men dabei an, daB sich die Nukleonen im Rahmen des unabhangigen Teilchen- 
‘modells in dem gemittelten Kernkraftpotential unabhangig voneinander be- 
_Wegen. Die Zustainde der Nukleonen im Kern werden mittels eines orthogo- 
‘nalen Satzes von Eigenfunktionen der folgenden Form dargestellt : 


f p,(T;) — Wy (Ti, 8, t) —- Ont, Bi” Omf, ti Py (Ut) - (16) 


‘Die beiden ersten Faktoren in (16) beziehen sich auf den Spin und Ladungs- 
_spin und besagen, daB die Eigenfunktion y,(t;) des iten Nukleons einen 
/Wert der Spinvariablen m* = + 1 und einen Wert der isobaren Spin- 
-variablen (Ladungsvariablen) m!, = + 1 besitzt [s. Gl. (2)]. 


; 
; 
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Die Funktionen y,(t;) sind auf 1 normiert und orthogonal zueinander: 
DY [dei yt CE) ye i) = Se (17), 
$l; | 


Die in allen Koordinaten antisymmetrische Gesamteigenfunktion der Nukle- 
onen ist dann gegeben durch 


W,(1) P(1).... Y4(1) 


1 Nee a 0 
Ae ree A) = yA! Det,,; (Y(t: a Al = 
Wi (ANA oeee W (A) 
i! A! A 
= }* (— 1)" PJ] F,,()- (18)3 
VAlb=1 i=1 


Mit P sind symbolisch die geraden und ungeraden Permutationen der Nukle-» 
onenkoordinaten 1...A bezeichnet. Die Bindungsenergie des betrachteteni 
Kerns wird nun naherungsweise nach dem Ritzschen Variationsverfahren 
durch die Formel 


E = Min {(y* Hy)} (19) 


bestimmt. Die Klammer{}in (19) bedeutet Integration tiber die Ortskoordinaten 
r, sowie Summation tiber alle Spin- und Ladungsvariablen s; und ¢;. Der 
Hamiltonoperator H hat dabei die Form 


re 
H=— op oA + 2 Vis (20) 


wobei V;, das Zweikérperpotential (12) bzw. (15) bezogen auf die Nukleonen 4 
und k bedeutet. Bekanntlich ist die nach dem Ritzschen Variationsprinzip| 
mittels (19) berechnete Bindungsenergie immer kleinér als die zu dem Hamil- 
tonoperator (20) gehérige exakte Bindungsenergie. | 
Wir betrachten zunichst einen Kern, der aus gleichviel Protonen und Neu~+ 
tronen zusammengesetzt ist und bei dem alle Ortszustande (z. B. dargestellt) 
durch Oszillatorpotentialeigenfunktionen oder ebene Wellen in einem Kasten-’ 
potential) mit je 2 Protonen entgegengesetzten Spins und 2 Neutronen ent- 
gegengesetzten Spins besetzt sind. 

Wahlt man die Form (15) fiir V;,, so erhalt man nach einigen elementarer 
Rechnungen mit Spin- und Ladungsvariablen fiir den Erwartungswert der 
potentiellen Energie (s. z. B. [6] S. 61ff): 


1 m h b fj 
Epot = 5) (w 4 5) i x) || dT dt. V (ty2) @(t1) @(tg) + 


. 
o 
? 


1 w Wane. .b | 
Tay, (— aa aes >) I | dt, At, V (ty) |o(tyte)|?, (21 


Py 
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wobei 
A 
rn 
o(ty ts) = be Pr (ty) Pa(tg) und (rt) = e(t, t) 
ist. 


Im ersten Term, der den Nichtaustauschanteil der potentiellen Energie dar- 
stellt, kommt der gréBte Beitrag wegen w =m Sh =b von der Wigner- 
kraft (normales Kraftpotential) her. Der zweite Term, in dem die gemischte 
Dichte 0 (t;, t2) vorkommt, stellt analog zur Atomhiillenphysik den Aus- 
tauschanteil der potentiellen Energie dar. Wie man sieht, wird dieser Term 
hauptsidchlich durch die Majoranakraft (Ortsaustauschpotential) bestimmt. 
Zur weiteren Auswertung von (21) ist es zweckmaBig, als gemitteltes Potential 
fiir die Nukleonen im Kern — wir betrachten zunachst schwere Kerne — ein 
Kastenpotential anzunehmen, und die 
zugehoérigen Eigenfunktionen in der tib- 
lichen Weise (wie z. B. in der Theorie 
der Metallelektronen) durch ebene Wellen 
anzunahern, deren Normierungsvolumen 
gerade das Kernvolumen v ist (s. z. B. [6] 
S. 70ff). Dadurch vernachlassigen wir be- 
kanntlich den Beitrag der Kernoberflache 
zur Bindungsenergie, der uns im Augenblick nicht interessiert. 

Sind die energetisch tiefsten A/4-Ortszustaénde des Normierungsvolumens 
(Kernvolumen) mit je 4 Nukleonen besetzt, so ergibt die Rechnung fiir die 
potentielle Energie folgende Beitrage ([6] 8. 73): 


~-pfip) 


Bild 21. 


ed || m h b 
pei! — — Ao Ve (apts. = (w— FT — 5 + 5) 
A s 9 3 A Ww h b 
pagiewsen Ao Vola BMI) (—Z +m—F Fy). O 


Fir die Berechnung von (22) wurde V(r.) = Ve “/P gesetzt (s. 4b). @ ist die 
Nukleonendichte A/v im Kern. —ef(e) in der potentiellen Austauschenergie 
zeigt dabei einen qualitativen Verlauf, wie in Bild 21 dargestellt. 

Man sieht aus (22) und Bild 21, daB die normale potentielle Energie bei Ver- 
kleinerung des Kernvolumens (wachsende Nukleonendichte) immer stiirker 
negativ wird, und zwar proportional e, wahrend die potentielle Austausch- 
energie mit wachsender Nukleonendichte einen konstanten Betrag erreicht. 
Dieses Verhalten der beiden potentiellen Energieanteile laBt sich qualitativ 
leicht einsehen: Bei der normalen potentiellen Energie, die hauptsachlich 
durch die Wignerkraft bestimmt wird, tiberlagern sich beim Zusammenriicken 
der Nukleonen im wesentlichen die Potentialtiefen der Zweinukleonenpoten- 
tiale, was die Proportionalitét mit 9 mit sich bringt. Bei Verkleinerung des 
Kernvolumens wachst die mittlere kinetische Energie (Nullpunktsenergie) 
der Nukleonen an. Das hat zur Folge, daB die maximal méglichen Relativ- 
bahndrehimpulse zweier beliebiger Nukleonen im Kern innerhalb ihres gegen- 
seitigen Wechselwirkungsbereichs ebenfalls anwachsen. Betrachten wir das 
fiir das Austauschpotential in erster Linie maBgebende Ortsaustauschpoten- 
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tial (Majoranakraft), so wissen wir, daB bei der Zweinukleonenstreuung in 
ungeradzahligen Bahndrehimpulszusténden durch die Majoranakraft das 
Vorzeichen der Wellenfunktion geandert wird. Das heiBt, das Ortsaustausch- | 
potential, das in den geraden Bahndrehimpulszusténden eine Anziehung der | 
Nukleonen bewirkt, wirkt in den ungeraden Bahndrehimpulszustanden als 
AbstoBungspotential. Bei starker Verkleinerung des Kernvolumens addieren 
sich diese Beitrage der geraden und ungeraden Bahndrehimpulswellen zur 
potentiellen Austauschenergie zu einem Betrag zusammen, der von der Kern- 
nukleonendichte unabhangig wird. Man nennt diese Eigenschaft der Aus- 
tauschenergie ihren Absattigungscharakter. Haben wir ein sehr groBes Kern- 
volumen, das heiBt eine geringe Nukleonendichte im Kern, so ist der fiir die 
Austauschwechselwirkung mafgebende Relativbahndrehimpuls zweier be- 
liebiger Nukleonen im Kern praktisch nur der Bahndrehimpuls 0. Daher geht 
bei geringer Kernnukleonendichte die potentialle Austauschenergie propor- 
tional mit der Nukleonendichte g, d. h. sie hat fiir kleine Nukleonendichte den- 
selben Verlauf mit 9 wie die normale potentielle Energie. 
Fir die gesamte kinetische Energie der Nukleonen im Kern ergibt sich mittels 
der vorausgesetzten ebenen Wellen als angenadherten Potentialtopfeigenfunk- 
tionen 
3/3 ‘Is f2 ; 

Bun = = (> nt) om Ae": (23) 
Man sieht, die gesamte kinetische Energie steigt mit einer niedrigeren Potenz 
von g an als die normale potentielle Energie bei wachsender Nukleonendichte 
negativ wird. 
Berechnet man nun im Sinn des vorhin erwahnten Ritzschen Verfahrens die 
Gesamtenergie 


E = Exin + Eqot™” + Epoe (24) 
so erhaélt man @ = 00, FE = —oo und als Kernradius R = 0. Wie schon er- 


wahnt, ist hier der EinfluB der Kernoberfliche vernachlassigt, der natiirlich 
verhindert, da8 das Kernvolumen auf einen Punkt zusammenrutscht. Immer- 
hin wtirden aber alle Nukleonen so dicht zusammenriicken, daB sie sich inner- 
halb einer GauBkurve exp (—r?/6?) befainden. Dariiber hinaus gewiinnen sie 
natirlich keine Energie mehr durch noch engeres Zusammenriicken. Es 
hatten also alle Kerne ungefahr den gleichen Radius R = B = 1,55 - 10-3cm. 
Das steht in vélligem Widerspruch zur Erfahrung, nach der die Kernradien 


mit A wachsen. Nur unter der Voraussetzung, daB 


5 allegra pra 94 (25) 


gilt, wird ein Zusammenrutschen des Kernradius auf 1 — 2 - 10-13 em ver- 
hindert, da dann die normale potentielle Energie, die keinen Absattigungs- 
charakter besitzt, gerade wegfillt. Die Bedingung (25) ist aber im Wider- 
spruch zum Serberpotential Gl. (12) und Gl. (15), das die Zweinukleonen- 
streudaten bis herauf zu Streuenergien der GréBenordnung 30—50 MeV im 
Schwerpunktsystem richtig beschreibt. Die Austauschkrafte kénnen 
daher fiir die Absittigung der Kernkrafte nicht allein verantwortlich- 
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sein!), Sie kénnen héchstens zur Absittigung mit beitragen. Es gibt noch 
verschiedene andere experimentelle Tatsachen, die deutlich zeigen, da die 
Austauschkrafte allein die Absittigung nicht schaffen kénnen, wir wollen 
aber darauf hier nicht niher eingehen (s. z. B. [6] S. 64ff.). 

In den letzten Jahren sind insbesondere zwei Méglichkeiten diskutiert worden, 
die fiir die Absattigung der Kernkrafte verantwortlich sein kénnen. Die eine 
Méglichkeit besteht darin, da8 bei starker Annaherung zweier Nukleonen 
73 < 10-18 cm stark abstoBende Kriifte (,,hard core“) der Kernkrafte auf- 
treten, die zusammen mit den Austauschkraften und den kinetischen Null- 
punktsenergien der Nukleonen im Kern (Nukleonen-Fermi- Gas) verhindern, 
daB der Kern in sich zusammenfallt. Um iiber solch einen ,,hard core“ der 
Kernkrafte experimentelle Aussagen machen zu kénnen, reichen die hier dis- 
kutierten relativ niederenergetischen Zweinukleonenstreuversuche nicht aus, 
sondern man mu8 die Zweinukleonenstreuung bei sehr hohen Energien unter- 
suchen (E.; S> 50 MeV). Dariiber soll am Schlu8 dieses Aufsatzes noch eini- 
ges gesagt werden. 

Eine zweite Méglichkeit zur Erklarung der Absittigung der Kernkrafte, die 
zuerst von TELLER [73] vorgeschlagen wurde, besteht darin, fiir die Ab- 
sittigung der Kernkrafte sogenannte Mehrkérperkrafte verantwortlich zu 
machen (THIRRING [74], SCHIFF [75], MITTELSTADT [76]). Es kénnte bei- 
spielsweise eine Dreikérperkraft V (1, 2, 3) existieren, die zwischen je zwei 
Nukleonen den Wert 0 hat, zwischen 3 Teilchen dagegen AbstoBung hervor- 
ruft. So hat allein die physikalisch plausible Annahme, daB das Feld, das fiir 
die Wechselwirkung der Nukleonen untereinander verantwortlich ist, infolge 
einer Nichtlinearitat der Wellengleichung eine gewisse Maximalfeldstarke 
nicht iiberschreiten kann [77], zur Folge, daB die Lésungen sich nicht additiv 
iiberlagern kénnen. Die Wechselwirkung zwischen 3 und mehr Nukleonen 
kann dann auch nicht mehr als additive Uberlagerung der Wechselwirkungen 
zwischen je zwei Nukleonen dargestellt werden, da hierbei die Grenzfeldstarke 
iiberschritten werden kénnte, sondern sie ist kleiner als diese additive Uber- 
lagerung. Zu den 3 anziehenden Zweikorperkréften zwischen 3 Nukleonen 
tritt daher in der Beschreibung eine abstoBende Dreikérperkraft [78]. 

Der GesamteinfluB solcher Mehrkérperkrafte muB bei steigender Teilchen- 
zahl tatsachlich betrichtlich anwachsen, auch wenn ihr Anteil im einzelnen 
gering ist, da dann die Zahl der Wechselwirkungsglieder anwiachst. So ist bei 
N Teilchen die Zah! der Paare, zwischen denen eine Kraft V,, wirkt, nur 
gleich N (N —1)/2. Die Zahl der Wechselwirkungsglieder einer n-K6érper- 


kraft dagegen Gr eine Zahl, die fiir grdBere N betrichtliche Werte annimmt. 


DaB diese Mehrkorperkrifte, d. h. die Nichtlinearitaét der Nukleonenwechsel- 
wirkung, zumindest mit zur Absittigung der Kernkrafte beitragen, wird da- 
durch sehr stark untersttitzt, daB die Wechselwirkung der Nukleonen mit ihrem 
zugehérigen Kernfeld (-Mesonenfeld) relativ*) stark ist. Das hat zur Folge, 


1) Es sei erwahnt, daB HEISENBERG [65]zunachst die Ladungsaustauschkraft in die Kern- 
physik eingefithrt hat, um die Absattigung der Kernkrafte mit Hilfe dieser Austausch- 
kraft zu erklaren. 

2) Zu den entsprechenden Verhaltnissen in der Quantenelektrodynamik. 
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daB auch die Wechselwirkung der z-Mesonen mit den virtuellen Nukleonen- 
paaren des Vakuums (Vakuumpolarisation) sehr stark ist. Analog zur Quan- 
tenelektrodynamik wird das z-Mesonenfeld iiber diese Vakuumpolarisation 
nichtlinear. Wegen der relativ starken Kopplung zwischen z-Mesonenfeld und 
Nukleonen ist zu erwarten, daB dieser Effekt recht betrachtlich wird (DRELL 
und HuANG[78]), wenn die Mesonenfeldstirke stark ansteigt, wahrend er fir 
das elektromagnetische Feld praktisch immer nur eine sehr kleine Korrektur 
darstellt. 
Da man tiber die Mehrkérperkrafte der Nukleonen bis heute sowohl in theore- 
tischer!) als auch in experimenteller Hinsicht quantitativ praktisch nichts 
wei®, hat man zunachst den Eindruck, da8B man zur Zeit von den Nukleonen- 
wechselwirkungskriften her tiber die Eigenschaften der Atomkerne mit mehr 
als zwei Nukleonen keinerlei Aussagen machen kann. Es zeigt sich nun aber, 
daB ein groBer Teil der Kerneigenschaften im wesentlichen allein von den 
Zweikorperkraften her bestimmt wird und die Mehrkérperkrafte auf diese 
Eigenschaften nur einen untergeordneten Einflu8 austiben. Bereits WIGNER 
[71] hat die Vermutung ausgesprochen, da8 der Einflu8 der Mehrk6rper- 
krafte bei den tatsichlichen Dichten der Atomkerne sehr klein sei, wogegen 
er fiir die Dichten der zusammengefallenen Kerne entscheidend werde. Diese 
Vermutung wird dadurch sehr stark unterstiitzt, daB der mittlere Abstand 
zweier Nukleonen in einem Kern ungefahr 
5/4 A 

d= 3 RB. =2- 10% em (25a) 
ist. Man sieht, dieser Abstand ist ungefahr gleich der Reichweite der Kern- 
krafte. Daraus folgt, daB in einem Kern die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB 
sich gleichzeitig 3 Nukleonen im gegenseitigen Wechselwirkungsbereich ihrer 
Kernkrafte befinden, viel kleiner ist als die entsprechende Wahrscheinlichkeit 
fiir 2 Nukleonen. Man kann daher erwarten, daB die GréBe der Bindungsener- 
gien der Kerne im wesentlichen durch die Zweikérperkrafte bestimmt wird. 
Um dies nachzuweisen, muB man die Bindungsenergien der Kerne bei fest vor- 
gegebenem Kernradius ausrechnen. Das heiBt, der Kernradius darf im Gegen- 
satz zu vorhin nicht mehr variiert werden. Die zugehérigen Rechnungen wur- 
den fiir mittlere und schwere Kerne von SCHLOGL [79] und WILD und WIL- 
DERMUTH [80] und fiir leichte Kerne von FLORIAN, URBAN und WILDER- 
MUTH [SJ] und VON SIEMENS [82] durchgefiihrt. 
Zunichst beschaftigen wir uns mit den Rechnungen fiir mittlere und schwere 
Kerne. Als Annaherungswellenfunktionen der Nukleonen im Kern wurden 
ebenfalls Einteilchenwellenfunktionen der Form (16) mit ebenen Wellen als 
Ortsanteil genommen. Weiter wurde wieder angenommen, daB jeder Orts- 
zustand mit 2 Protonen bzw. 2 Neutronen entgegengesetzten Spins besetzt 
ist. Allerdings wurde diesmal nicht vorausgesetzt, daB die Protonenzahl gleich 
der Neutronenzahl ist, sondern es wurde solch ein NeutroneniiberschuB iiber 
die Protonen angenommen wie er den Verhialtnissen bei den stabilen Kernen 
entspricht. Mit der aus diesen Einteilchenwellenfunktionen gebildeten anti- 


1) Die Mesonentheorie der Kernkrafte gestattet in ihrer gegenwartigen Formulierung nur, 
gewisse qualitative Aussagen iiber die Kernkrafte zu machen. 
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symmetrischen Gesamtwellenfunktion wurde wieder analog zu Gl. (19) der 
Erwartungswert der Energie E = {(%*HY)} berechnet. Nach dem vorhin Be- 
sprochenen wurde diesmal der Kernradius 2, das hei&t die Weite des Poten- 
tialtopfs, nicht variiert, sondern fest vorgegeben. Nach dem A’ Gesetz wurde 
fir R der Wert R,- A‘ genommen. Wie schon erwihnt, gestattet es die An- 
nahme vonebenen Wellen als Nukleonenwellenfunktionen nicht, Oberflachen- 
energieeffekte mit zu beriicksichtigen, sondern es kinnen nur Volumenenergien 
(normale Volumenenergie und Asymmetrieenergie) berechnet werden. Daher 
muBte die Oberflachenenergie extra berechnet werden. Da jedoch der Ober- 
flachenterm in der Weizsicker-Bethe-Formel selbst ein Korrekturterm ist, 
wurde die Oberflichenenergie nur recht grob abgeschatzt [80]. 

Das Ergebnis der Rechnung ist in Bild 22 fir zwei verschiedene Streu- 
potentiale, die dieselben Ergebnisse fiir die relativ niederenergetische Zwei- 
nukleonenstreuung (Et; < 50 MeV) liefern, aufgetragen. In Bild 22 ist auch 
die Coulombsche AbstoBungsenergie der Protonen berticksichtigt. 


Q 50 100 Mi. 150 200 250 


Bild 22. Mittlere Bindungsenergie im Atomkern. —- experimenteller Verlauf; ——— berechnet mit 
einem Kastenpotential als Zweinukleonenwechselwirkungspotential, das die niederenergetischen 
Streudaten richtig wiedergibt; ..... berechnet mit einem entsprechenden Exponentialpoten- 
tial. Zum oberen Kurvenpaar gehért der Kernradius R= 1,4- A’/s. 10-23 cm, zum unteren 
R=1,465- A’/s- 10-18 cm- 


Man sieht aus dieser Abbildung, da8 die Bindungsenergien nur relativ wenig 
von der speziellen Potentialform abhangen und recht gut mit den experimen- 
tellen Werten (10—15°%) tibereinstimmen. Das ist um so bemerkenswerter, da 
die Bindungsenergie der Differenzbetrag zwischen der positiven kinetischen 
Energie der Nukleonen im Kern und ihrer negativen potentiellen Energie ist. 
Beide Energien haben einen viel gréBeren Absolutbetrag als die Kernbindungs- 
energie. Fiir einen Kern vom Atomgewicht 200 z. B. ist die kinetische Energie 
der Nukleonen ~ 3200 MeV, die zugehdrige potentielle Energie ~ 4800 MeV, 
wahrend die Bindungsenergie nur ~ 1600 MeV ist. Dieses Ergebnis ist in Uber- 
einstimmung mit der vorhin erléuterten Tatsache, daB praktisch ein Nukleon 
zu gleicher Zeit immer nur mit einem einzigen anderen Nukleon in Wechsel- 
wirkung steht. Man kann grob gesprochen auch sagen, die ganze Wechsel- 
wirkung im Kern setzt sich im wesentlichen aus lauter Zweinukleonen- 
streuungen zusammen (WIGNER). Weiter laBt sich aus dem obigen Ergebnis 
folgender wichtiger SchluB ziehen [80]. Die hier vorgenommene Vorgabe des 
Kernradius ist nur zu rechtfertigen, wenn man das Auftreten zusatzlicher 
Kriifte neben den hier diskutierten Zweikérperkraften annimmt. Diese mtissen 
den experimentellen Radius zum stabilsten machen, was ohne ihr Mitwirken 
nicht der Fall ist. Unser Ergebnis scheint darauf hinzuweisen, daB diese 
Kriifte bei einer Annaherung der Nukleonen unter einen gewissen Abstand 
sehr abrupt in Erscheinung treten und bei gréBerer mittlerer Nukleonenent- 
fernung keine wesentliche Rolle spielen. Der Beitrag einer solchen Kraft zur 
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potentiellen Energie darf nach dem Vorhergehenden 5 —10% nicht iiber-. 
schreiten. | 
Wie bereits in I, la erwahnt wurde, folgt aus der Weizsicker-Bethe-Formel, ) 
die wir hier unter einschrénkenden Voraussetzungen von den Zweikérper- -| 
kraften her abgeleitet haben, daB die Protonen im Kern sich in einem tieferen }) 
von den Kernkraften erzeugten Potentialtopf bewegen als die Neutronen) 
(11], [14]. Der Unterschied dieser beiden Potentialtopftiefen betragt fiir einen 
Kern vom Atomgewicht 200 im Mittel ungefahr 7—8 MeV [11], wie sich sofort | 
aus I, Gl. (6) ableiten 148t. Man kann das Auftreten dieses Potentialunter-. 
schieds leicht von den Zweinukleonenkraften her verstehen. Der Einfachheit | 
halber setzen wir voraus, daB die Zweinukleonenwechselwirkung sich nur aus : 
der normalen Wignerkraft und der Ortsaustauschkraft (Majoranakraft) zu-. 
zammengesetzt. Wir vernachlassigen also die sowieso relativ kleine Heisen- 
berg- und Bartlettkraft. Betrachten wir zwei gleichartige Nukleonen (z. B. |) 
zwei Protonen), so kénnen diese nur bei antiparallelem Spin (Singulettzu- 
stand) den Relativbahndrehimpuls 0 zueinander haben. Das heiBt, nur bei i 
antiparallelem Spin kénnen zwei gleichartige Nukleonen einander sehr nahe * . 
kommen und aufeinander relativ stark anziehende Krifte ausiiben, da beim | 
Relativbahndrehimpuls 0 die Majoranakraft analog zur Wignerkraft an- 4 
ziehend ist. Bei parallelem Spin zweier gleichartiger Nukleonen (Triplett- + 
zustand) ist dies bekanntlich wegen des Spinorcharakters der Nukleonen (anti- 
symmetrische Eigenfunktion) nicht méglich. Die Nukleonen weichen sich | 
gegenseitig aus (Fermiloch). Hier kénnen sie als niedersten Relativbahndreh- 
impuls nur den Bahndrehimpuls 1 - A haben, bei dem die Majoranakraft ab- 4) 
stoBend ist. Betrachtet man dagegen zwei ungleiche Nukleonen (Proton und |} 
Neutron), so kénnen jetzt die Nukleonen sowohl im Singulettzustand als auch #} 
im Triplettzustand den Bahndrehimpuls 0 - haben. Daraus folgt, da® die f 
mittlere Anziehungskraft zweier ungleicher Nukleonen und damit auch ihr¢ 
mittleres Anziehungspotential gréBer ist als die mittlere Anziehungskraft 4} 
bzw. das mittlere Anziehungspotential zweier gleicher Nukleonen?). In einem i} 
schweren Kern mit NeutronentiberschuB findet nun ein Proton viel mehr Neu- 4 
tronen vor als ein Neutron Protonen vorfindet. Nach dem eben Erlauterten 
folgt daraus unmittelbar, daB in einem schweren Kern das mittlere Kern- +) 
potential fiir ein Proton (erzeugt von den ubrigen Nukleonen) tiefer ist als 4 
dasjenige fiir ein Neutron. Weiter versteht man damit auch zumindest quali- - 
tativ sofort die Tatsache, da8 im Rahmen des optischen Kernmodells fiir ein |) 
in den Kern einfallendes Proton die resultierende Kernpotentialtopftiefe » 
immer gr6fer ist als fiir ein einfallendes Neutron, wenn man gleiche Einfalls- - 
energien am Kernrand betrachtet (s. I, Tab. 2). Bei den Einfallsprotonen muB || 
man beriicksichtigen, daB die Protonen durch die Coulombsche AbstoBungs- | 
kraft bis zum Kernrand stark abgebremst werden. So entspricht z. B. beim \] 
Kern °83Pb_ einer Neutroneneinfallsenergie von ~4 MeV eine Protonen-. 
einfallsenergie von ~ 17 MeV. Aus den Protonendaten der Tab. 2 sieht man) 
auch, da mit zunehmender Kinfallsenergie die Potentialtopftiefe abnimmt. |} 


') Dieser Unterschied wird besonders dadurch verstarkt, da® das statistische Gewicht | 


eines Triplettzustandes 3 ist, wihrend das statistische Gewicht eines Singulettzustands |] 
nur | ist. 
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Dasselbe gilt auch fiir die Neutronenstreuung. Das ist ebenfalls qualitativ 
sofort verstindlich. Denn je héher die Kinfallsenergien der Streunukleonen 
sind, um so héhere Relativbahndrehimpulse tragen zur Zweinukleonen- 
wechselwirkung des einfallenden Nukleons mit den Kernnukleonen bei. Das 
hat zur Folge, da8 der Relativanteil der zur Zweinukleonenwechselwirkung 
beitragenden ungeraden Relativbahndrehimpulse anwichst. Da fiir ungerade 
Relativbahndrehimpulse die Majoranakraft abstoBend ist, wird damit die ge- 
samte Zweinukleonenwechselwirkung verkleinert. Das heiBt, das absolute 
mittlere Kraftpotential fiir die Einfallsnukleonen sinkt mit wachsender 
Energie ab (BETHE [83]; s. auch die vorhergehenden Bemerkungen zum 
Absattigungscharakter der Austauschkrifte). 

Aus diesen Betrachtungen ist auch sofort zu erkennen, warum die Asym- 
metrieenergie die Bindungsenergie verkleinert. Wie wir eben gesehen haben, 
wird das Majoranapotential immer dann besonders negativ, wenn die Anzahl 
der méglichen Neutron-Protonkombinationen besonders groB ist. Das ist bei 
vorgegebener Gesamtnukleonenzahl A dann der Fall, wenn die Protonen- 
anzahl gleich der Neutronenanzahl ist. Ein kleiner, ebenfalls positiver Beitrag 
zur Asymmetrieenergie kommt auch daher, daB die mittlere kinetische Energie 
der Neutronen in schweren Kernen etwas gréBer ist als die mittlere kinetische 
Energie der Protonen (Pauliprinzip); s. z. B. [6] S. 71ff.1). 

Mit der hier diskutierten Zweinukleonenwechselwirkung kann man auch 
naherungsweise den Imaginiirteil des im optischen Kernmodell verwendeten 
Potentials berechnen [s. I (23)]. Wie bereits in I, 2 erwahnt, hangt die 
GréBe des Imaginarteils dieses Potentials direkt mit der Absorptionswahr- 
scheinlichkeit oder genauer ausgedriickt, mit der unelastischen Streu- 
wahrscheinlichkeit der einfallenden Nukleonen zusammen *). Um diese unela- 
stische Streuwahrscheinlichkeit zu berechnen®), fat man den Kern als Fermi- 
gas auf und rechnet aus, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Nukleon des 
Kerns durch einen Zusammensto8 mit dem Einfallsnukleon in einen un- 
besetzten Zustand des Kernpotentialtopfs gestreut werden kann. Dabei mu8 
natirlich beriicksichtigt werden, da8 auch das Streunukleon nur in einen un- 
besetzten Zustand des Kernpotentialtopfs abgebremst werden kann. Das 
dadurch beriicksichtigte Pauliprinzip reduziert natiirlich die unelastische 
Streuwahrscheinlichkeit sehr stark. Mit der hier erwihnten sogenannten Gold- 


) bergermethode [84] wurde diese unelastische Streuwahrscheinlichkeit von 


verschiedenen Autoren (MORRISON, MUIRHEAD [85], LANE und WANDEL 
[86], MITTELSTADT [87]), ausgerechnet. Die Ubereinstimmung mit den 


: Experimenten (s. Tab. 2) liegt innerhalb der MeBgenauigkeit (s.z. B. bzgl. 
| 


i ?) Durch den EinfluB des hier nicht beriicksichtigten Tensoranteils der Zweinukleonen- 


} wechselwirkungskrafte und des ,,hard core‘ der Kernkriifte werden die Ergebnisse 
i zwar quantitativ etwas verschoben, aber qualitativ andert sich an den hier be- 
| sprochenen Verhiiltnissen nichts. 

_ *) Fir kleine Energien der einfallenden Nukleonen (EZstr < Vo) gilt z. B. im wesentlichen 
| die Beziehung 2¢V, = Absorptionswahrscheinlichkeit bzw. unelastische Streuwahr- 


scheinlichkeit des einfallenden Nukleons pro sec. (s. [29] S. 345). 


| 5) Es sei erwihnt, daB die unelastische Streuwahrscheinlichkeit pro cm fiir ein in den 
» Kern eindringendes Nukleon bekanntlich gleich der reziproken mittleren freien Weglange 


| dieses Nukleons im Kern ist. 
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des Vergleichs mit dem Experiment [87)). Dieses Ergebnis deutet wieder sehr 
stark darauf hin, daB bei den normalen Kerndichten der EinfluB der Mehr- 
kérperkrafte noch sehr gering ist. 

Damit wurde in groBen Ziugen gezeigt, daB es unter einschrankenden Voraus- 
setzungen, die hauptsachlich die sehr summarische Beriicksichtigung der 
- Kernabsattigung betreffen (Kernradius wird nach dem A’-Gesetz fiir jeden 
einzelnen Kern fest vorgegeben), méglich ist, die Weizsicker-Bethe-Formel 
und ebenso das optische Kernmodell aus den Zweikérper kraften in naherungs- 
weiser Ubereinstimmung mit der Erfahrung abzuleiten*). Dabei mu8 betont | 
werden, da beim optischen Kernmodell im wesentlichen nur die GréBen der © 
in das komplexe Kernpotential eingehenden Konstanten diskutiert wurde. Es 
wurde aber nicht darauf eingegangen, wie sich die Streuwelle des optischen |} 
Modells aus den Streuwellen fiir die Einzelresonanzen eines Kerns (insbe- | 
sondere bei kleinen Energien, wo die Einzelresonanzen sich nicht gegenseitig 
iiberlappen) sauber ableiten 14Bt. Untersuchungen in dieser Richtung wurden 
yon WIGNER, LANE und THOMAS [88], [89] und in letzter Zeit von PEIERLS 
und Mitarbeitern [90] durchgefuhrt. Die Ergebnisse kénnen allerdings noch 
nicht als voll befriedigend angesehen werden. Wir wollen darauf aber hier 
nicht naher eingehen. Insbesondere auch deshalb, weil wir dazu die hier nicht 
behandelte Breit-Wignersche Resonanztheorie [64] benétigen wiirden. 


3. Bindungs- und Anregungsenergien leichter Kerne. 
Schalenmodell und Zweikérperkriafte 


Wir wollen nun daran gehen. zu untersuchen, ob sich die eben gebrachten 
Betrachtungen tiber die Bindungsenergien schwerer Kerne auch auf leichte 
Kerne tibertragen lassen. Bei den leichten Kernen hat man den Vorteil, daB 
man mit Hilfe der Schalenmodellwellenfunktionen fir nicht zu komplizierte 
Kerne (nur wenige Aufennukleonen auBerhalb der letzten abgeschlossenen 
Schale) die Gesamtwellenfunktion des Kerns ohne allzugroBen Rechenauf- | 
wand naherungsweise bestimmen kann. Als freien Parameter hat man bei ff 
leichten Kernen anstatt des Kernradius den Weiteparameter a des Oszillator- - 
potentials [a~'/: ist die Oszillatorpotentialweite s. Gl. (26)}, in dem sich die} 
Nukleonen bewegen. Bei Spiegelkernen la Bt sich dieser Parameter a dadurch iff 
festlegen, da man mit Hilfe der Gesamteigenfunktion des Kerns die Coulomb- 4} 
energiedifferenz fiir Spiegelkerne ausrechnet und diese Weite so festlegt, daf } 
Theorie und Experiment miteinander tibereinstimmen. Spiegelkerne sind I} 
daher besonders dazu geeignet, um nachzpriifen, wie weit sich die Bindungs- 
energien leichter Kerne mit Hilfe der Zweikérperkrafte erkliren lassen. Wir | 


1) Die zum optischen Kernmodell gehorige Potentialtopftiefe (s. I, Tab. 2) stimmt einiger-] 
mafen mit der Potentialtopftiefe iiberein, die sich aus der Weizicker-Bethe-Formel ab- J 
leiten laBt (s. I, 1a und [11]). Eine bessere Ubereinstimmung lift sich nicht erwarten,] 
da die effektive Potentialtiefe fiir das eindringende Nukleon sehr empfindlich davon] 
abhingt, wie sich der Kern beim Eindringen dieses Nukleons in seine Oberflache ver- 
halt und wir dariiber nur sehr wenig wissen. Z. B. bringt eine VergréBerung des 
Kerns beim Eindringen des Nukleons eine Verminderung der kinetischen Energie der 
Kernnukleonen mit sich. Dadurch wird die effektive Potentialtiefe vergrofert. 
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werden uns daher im weiteren im wesentlichen auf Spiegelkerne beschranken. 
Zunichst soll skizziert werden, wie man die Gesamteigenfunktionen leichter 
Kerne naherungsweise konstruieren kann, ohne explizit gruppentheoretische 
Hilfsmittel zu beniitzen?). 

Wie in II, 1 erlaéutert wurde, sind die Kernzustinde nicht nur Eigenzustande 
zum Quadrat des Gesamtdrehimpulsoperators J? und zur z-Komponente des 
Drehimpulsoperators J,, sondern auch niherungsweise Eigenzustande zu &? 
und f, [s. Gl. (13) und (14)]. 

Wir konstruieren daher zunachst aus den Einteilchenwellenfunktionen 
Gesamtwellenfunktionen, die Eigenfunktionen zu J, und &, sind. Aus dem 
gesamten Satz dieser Eigenfunktionen werden nacheinander solche Wellen- 
funktionen ausgewahlt, die Eigenfunktionen zu J? und Z? sind. Wegen des 
groBen energetischen Abstands der verschiedenen Bahndrehimpulsunter- 
schalen bei leichten Kernen?) braucht man bei den Kerngrundzustanden in 
erster Naherung nur solche Einteilchenwellenfunktionen bzgl. der AuBen- 
nukleonen zum Aufbau der Gesamtwellenfunktion verwenden, die zur 
energetisch niedersten nicht abgeschlossenen AuBenbahndrehimpulsunter- 
schale geh6ren. Dadurch wird die Vielfalt der Gesamtwellenfunktionen, die 
dieselben Eigenwerte bzgl. der Operatoren J,, J?, = und Z* haben, sehr stark 
eingeschrankt. AuBerdem ist dann auch automatisch der Paritadtserhaltungs- 
satz gewahrt, da sich mit diesen Einteilchenwellenfunktionen nur Zustinde 
gleicher Paritaét aufbauen lassen. Bei den gesamten Betrachtungen mu8 man 
natirlich immer das Pauliprinzip, d.h. die Antisymmetrie der Gesamt- 
wellenfunktion beriicksichtigen. Der Einfachheit halber beschranken wir uns 
im folgenden im wesentlichen auf Kerne, deren auSere nicht abgeschlossene 
Unterschale die 1 p:,, bzw. 1 ps, Unterschale ist, das heiBt auf Kerne zwischen 
$He und ‘60. 


Tabelle 7 


Fiir die 1s-Schale gibt es folgende Einzelnukleonenfunktionen: 


b) Neutronenfunktionen) 


a) Protonenfunktionen®) 


1 3 = = 1 8i,4), = 6156114 Go (r) 1 Suse = 1 81, af, =— 61s6_1t Jo(r) 
1 si, —/, = 6.15 011 9o(7) 1 8, ati), 8645 OL Go (7) 
ak 
i 2 . : mw 
gg(r): = ( e427" mit dem Weiteparameter a= a (26) 
bs 


'(m = Nukleonenmasse, w = Kreisfrequenz des harmonischen Oszillators) ist 
‘a normierte Eigenfunktion des harmonischen Oszillators im Grundzustand. 


in) Wir gehen darauf hier etwas ausfiihrlicher ein, da sich an dieser Methode recht instruk- 
‘tiv das Arbeiten mit Spin- und isobaren Spinmatrizen zeigen laBt. 

®) Experimentell sieht man, da diese Energieunterschiede bei leichten Kernen 10—20 
’MeV betragen, wenn man z. B. benachbarte Bahndrehimpulsunterschalen mit ,,gleicher 
‘Paritat‘’ miteinander vergleicht. 

|®) Wegen der Bezeichnung der Einteilchenwellenfunktionen siehe auch I, 3b und II, 2. 
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488 K. WILDERMUTH 


Zur zweiten Energiestufe des harmonischen Oszillators gehoren die 3 winkel- - 


abhangigen Higenfunktionen: 
Jit, = 910 = Va-7- cos 8 go(r) 
gi = Va-r- sind e'? go(r) : 
Qa = Va-r- sind e*? go(r). (27) | 
Zusammen mit den Spin und isobaren Spineigenfunktionen lassen sich mittels 


dieser 3 Funktionen die zwolf Nukleonenzustinde der 1p-Schale aufbauentr 


(Tab. 8). 
Wegen der beim Schalenmodell diskutierten starken Spin-Bahnkopplung be-) 


trachten wir j und j, bzgl. der aufzustellenden Einteilchenwellenfunktionen 


als gute Quantenzahlen im Gegensatz zu J, und ey 
In Tab. 8 sind die in der 1p-Schale méglichen Einteilchenwellenfunktioneni 


eingetragen. 


Tabelle 8 


b) Protonenfunktionen b) Neutronenfunktionen 


2 : 2 a 
1 1 Pi), /, = 64 yz (618910 + 0-18 911) DL pr)2),= O_i¢ V5 (6,8 910 + 9-18 911. 


2 'Z 
Dk py, — Ve sy/4 (0, 691-1— 9-18 910) | 1 py, —1/,= O18 Vz (5; 891-1 — 9-18 Jo 
3 1 pil), = 6145189 1 ps},3/, = 6140189 
1 1 
4|1 P],/, = Oi V3 (618911 —2%18 910) 1 P%,*/, = 61% ya (618911 — 2918 910) 


1 4 1 i 
5 | 1 Pi, — Was Oey Oss Jr—1 + 2616910) | 1 P*),-1/.= Seatsg ne aa + 261 8910 


6 1 pi), —*), = 04¢0-1691-1 1 P},—*/, = 641 9-18 91-1 


Zur Erlauterung von Tabelle 8 seidaran erinnert, daB zur Spineigenfunktion6 4) 
bekanntlich der Spin 4’ in der z-Richtung gehort, wiihrend zu 6_,, der Spit 
—1h in der z-Richtung gehort. _, 
Obwohl iiber die Richtung von / und s keine Aussage mehr méglich isi 
(s.1,3a8.441ff.), ersieht man aus der GréBe des Gesamtdrehimpulses, daB d 
Funktionen der ersten beiden Zeilen Nukleonen mit antiparallelem Spin- uns 
Bahndrehimpuls beschreiben, wihrend bei den wbrigen Zustinden Spin- uni 
Bahndrehimpulse parallel stehen. | 
Um dem Pauliprinzip mit Sicherheit Geniige zu leisten, ist es zweckmaBigh 


von vornherein immer mit antisymmetrischen Vielteilchenwellenfunktioned 


iN 


} 


1) Wir konstruieren daher nachher zunachst solche Vielteilchenwellenfunktionen, der¢ 
Gesamtdrehimpuls sich aus den Gesamtdrehimpulsen der Einzelteilchen zusamme(\# 
setzt_ (Spin-Bahn-Kopplung oder 7j-Kopplung) im Gegensatz zur Russel-Saundens 
Kopplung s. I, 3a 8. ff. 


; 
| 
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(bzgl. der Vertauschung simtlicher Koordinaten zweier Nukleonen) zu rech- 
nen und diese Wellenfunktionen so miteinander zu kombinieren, daB Wellen- 
funktionen daraus entstehen, die dann Kigenfunktionen zum Gesamtdreh- 
impuls usw. sind. Ein Zustand z. B., bei dem die 1s-Schale bzgl. der Pro- 
tonen und Neutronen aufgefiillt ist und zu dem ein 1 py,-Proton und ein 1 Py 
Neutron als AnBennukleonen gehéren, hat folgende Funktionsdeterminante: 


1si, 4 (i), 1834 (qi), Lex (M), Lek (q), Ipt (a), 19345 (a) 
ei : ‘ ‘ i : 
y V6! 
1 si, 1 (Je) : . . . 1p % (qe) 
(28) 
(q = Gesamtheit der Koordinaten eines Nukleons). 
ur diese Determinante empfiehlt sich folgende Schreibweise: 


y = {1si,y, 18% y, 1st,_y, 18:3_y, lpty, 1p2y}, (29) 
ie noch verkiirzt werden soll zu: 
y = {lpi,y IpZy}. (30) 


n dem letzten Ausdruck sind die Funktionssymbole der s-Zustinde aus- 
zelassen, weil diese Determinantenkolonnen bei allen hier in Betracht kom- 
menden Funktionen dieselben sind. 

ie vorhin erlautert, suchen wir zundchst alle Determinantenfunktionen auf, 
tie zu der betrachteten Protonen- und Neutronenanzahl (d. h. T, ist fest vor- 
egeben) und dem betrachteten J,-Wert gehéren. Da 


Ta =Jn +a t-+ 6+ dem (31) 


t, ist die Anzahl der gesuchten Determinantenfunktionen y, gleich der An- 
ah] der Realisierungsméglichkeiten von J, durch eine Summe der jz (unter 
Berticksichtigung des Pauliprinzips, nach dem 2 Nukleonen nicht im selben 
stand sein kénnen). Diese Anzahl mége gleich m sein, dann lautet die 
Ilgemeinste Eigenfunktion zu J, mit dem Eigenwert J,: 


m) 
P(I,, Ts) a Cy Ye Te Ts). (32) 


ie Koeffizienten missen nun so gewahlt werden, da8 fir die Uberlagerungs- 
inktionen (32) noch zusitzlich der Erhaltungssatz des Gesamtdrehimpulses 
ilt. Dazu werden die Drehoperatoren 


Jj Jets, und ds a Jz--1, (33) 


', bzw. J, sind x bzw. y-Komponente des Drehimpulsoperators) 
yngefiihrt. Diese Operatoren haben folgende Eigenschaften: Ist ® (J, I,) eine 
igenfunktion des Gesamtdrehimpulsquadrats und seiner z-Komponente mit 
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den Eigenwerten I (J + 1) und J,, so ergibt ihre Anwendung (s. z. B. [407 

S. 228): | 
Jp ean tte ee | 


a 


701) = VIG +) LU — DO”: 


(Der Einfachheit halber wird h im folgenden immer gleich 1 gesetzt.) 

Der Operator J, bewirkt also eine Drehung des Drehimpulsvektors, so dal. 

die z-Komponente des Drehimpulses um 1 groBer wird. Umgekehrt bewirkt J 

eine Verkleinerung dieser Komponente um 1. Der Absolutwert des Drehimpul| 

ses bleibt bei diesen Drehungen erhalten. Ist der Drehimpuls parallel zur 2: 

Achse, d. h. ist 7, = + I, so folgt aus (34): I 
J, O01, Lg 2 Se (38: 


Man kann sich leicht iiberlegen, daf diese Forderung dem Eigenwertprobler) 


oT 


joprsepsT re yeeia=sn (Bel 


aquivalent ist, wenn man nur Kigenfunktionen zu gleichem /, als Uber} 
lagerungsfunktionen in Betracht zieht, was wir von vornherein angenommes 
haben. Durch die Anwendung des Operators J, geht die Funktion @(1, 1, S44 
in (35) in eine andere Linearkoordination von Determinanten Wy mit J; =1,+1 
iiber, deren Koeffizienten nach (35) identisch 0 sein miissen und deren Anza! 
m’ sei. So erhilt man fir die Koeffizienten aus Gl. (32) m’ Bedingungsgleichum| 
gen, so daB nur noch (m— m') Koeffizienten frei gewahlt werden kénnen. 
Als nachstes betrachten wir nun den isobaren Spinerhaltungssatz, der uM 
unsere méglichen Koeffizienten weiter einschrankt. Der Operator des Gesam# 
isobarenspinvektors eines Kerns mit n-Nukleonen lautet in Verallgemeins 
rung von Gl. (i3): 


T=4 57). (34 

Ganz analog zum Gesamtdrehimpuls bildet man die Operatoren 
Pn Pee ay ee (ae 

Die Anwendung der Operatoren T, und T- auf die Funktion 


P(I., Ty) = 3 epee, Ts) ce 


fiihrt diese in eine andere Linearkombination von Determinanten Wir 
YN a T's + 1 bzw. T, —1 iiber. Gilt nun fiir einen Kern mit einem Ne 
troneniiberschuB 7, = — 7, dann muf fiir (7) analog zu GI. (35) geltery 


2 .O(Ts) = Q. ( | 


1) Die T,-Komponente des isobaren Spins gibt dabei, wie aus den fritheren Betrachtu 
(s. S. 475 ff.) folgt, den Uberschu8 an Protonen bzw. Neutronen an. Ist z. B. fir eit 
Kern Ts == k/2, so bedeutet dies, wenn k > 0 ist, einen Uberschu8 von k-Protonen, wi 
k= 0 ist, einen UberschuB von k-Neutronen. 


, 
| 
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Die Anzahl der Determinanten yi( 7's — 1), in die hierbei die Determinanten 
yx(7's) tbergefiihrt werden, sei m’’. Dann ergibt Gl. (40) weitere m’’ Be- 
dingungsgleichungen fiir die Koeffizienten c,. Nach diesem Schritt bleiben 
nur noch (m — m’ — m’’) Koeffizienten c, frei wihlbar. Die tibrigen m’’ +- m’ 
Koeffizienten kénnen als Funktionen der frei wihlbaren c, mittels der Be- 
dingungsgleichungen (35) und (40) bestimmt werden. So erhalt man eine 

berlagerung von (m — m’ — m’’) linear unabhangigen Eigenfunktionen zu 


=. 
J?, J,, U, T;1) mit denselben Eigenwerten J(I+1), I,, T(T +1), T,, deren 
Koeffizienten man dadurch naherungsweise festlegt, da man den Erwar- 
tungswert der Gesamtenergie im Rahmen des RitzschenVariationsverfahrens 
zum Minimum macht [s. Gl. (19)]. Wir werden darauf spater noch kurz zu 
sprechen kommen. 

Die Annaherungsfunktionen mit 7, -- — T ergeben sich durch Anwendung 
des Operators ZT, auf die Funktionen mit 7, = —T. Sucht man z. B. die An- 
naherungsfunktion des Kerns ‘Li mit 7’ = 1, dessen T; = 0 ist, so geht man 
am besten von der Anniherungsfunktion des Kerns 5He aus (fiir ihn gilt 
(1; = T = —1). Durch einmaliges Anwenden des Operators gewinnt man 
daraus die Annaherungsfunktion von $Li. 

An einem Beispiel ([40] S. 247ff.) soll nun explizit die Aufstellung der eben 
diskutierten Eigenfunktionen durchgefiihrt werden. Wir betrachten dazu den 
Grundzustand von jLi. Nach dem Schalenmodell befinden sich bei {Li 2 Neu- 
tronen und 1 Proton in der 1'p:,,-Unterschale. 7Li hat daher im Grundzustand 
als Gesamtspin den Gesamtdrehimpuls des unpaarigen 34/2 Protons. Die 
isobare Spinkomponente Z, dieses Zustands hat den Wert T; = —4. Fir 
3 Nukleonen in der 1p, -Schale kann der Absolutwert des isobaren Spins ent- 
weder 3 oder } sein. Fir den Grundzustand ist er 4, wie wir spater noch 
genauer sehen werden. Wie man sich leicht tiberlegen kann, la Bt sich mit diesen 
3 Nukleonen unter Beriicksichtigung des Pauliprinzips (es diirfen nie 2 Nukle- 
onen in demselben Zustand sein) auf 4 verschiedene Weisen die Gesamtspin- 
komponente J, = 3 erhalten. Wir kénnen daher fiir die Wellenfunktion 
@(I =3,1,=3, T =4, 7; = — 4) folgenden allgemeinen Ansatz machen, 
wobei wir die auf S. 489 ff. eingefiihrten Bezeichnungen benutzen: 


Ds = a {pty pos, 1p? _».} + b{1 pi, y Ip, y, Lp? } 
+ ¢ {1 pf, Ipi.y lp?,_y} +d {1p°, 1pey Iph_y}. (41) 


Zur Bestimmung der Konstanten a, b, c und d haben wir auBer der Normie- 
rungsbedingung |a|? + |b|? + |c|2 + d|? = 1 nach (35) und (40) die Bezie- 
hungen 
i=3 3 
J,D = Sj G=0; ROD = SOD =), (42) 
=a il 
Betrachten wir zuerst die Wirku ng von £_, so sehen wir, daB T_ immer nur die 
in (41) vorkommenden Protonenfunktionen in Neutronenfunktionen Zu Vver- 
wandeln vermag. S_ macht daher aus der ersten Determinante in (41) eine 
Determinante, die zwei gleiche Nukleonenzustinde enthalt und daher gleich 0 


2) Man kann es so einrichten, daB diese Eigenfunktionen zueinander orthogonal sind. 


492 K. WILDERMUTH 
wird. Die 3 anderen Determinanten werden einander gleich und man erhalt | 
die Relation zwischen den Koeffizienten 


b+c+d=0. 


n J, zu. Fir ein einzelnes Nukleon in 


(43) 


Wir wenden uns nun der Wirkung vo 
dem Zustand # gilt nach Gl. (34) 
jG =0; 5, Ov = 2G, 
j, OR =V3VE; 7.0 =V3 OH. (44) 
Mit diesen Beziehungen erhalt man fir J,@ (unter Beachtung des Pauli- 
prinzips, d. h. Determinanten, die zwei gleiche Zustande enthalten, werden . 


gleich 0): 
J, D = {1 pt», 19,4, 1P9,-y} V3 (a +b —e) + 
ate {1p:7,2/, Ipi,y, 1 p.7,4} 2(¢ — d) =U 


Die negativen Zeichen in (45) kommen von der Tatsache, daB der Austausch 
zweier Teilchen in einer Klammer einen Vorzeichenwechsel der ihr ent- 7 
sprechenden Determinanten mit sich bringt. Damit ergeben sich folgende } 
Bedingungsgleichungen fiir die Konstanten a, b, c, und d. li 


(45) |} 


b+ct+td=0 
a+b—c=0 (46) | 
Coa 0 | 


Zusammen mit der Normierungsbedingung |a|? + |b|?+ \e/?+ |dP? =1 ergibti) 


sich damit folgende Form fiir die Wellenfunktion [41]: 


3 1 

le ° ° ° ° 

Ds), (T = 3) a i [3 {1 p39), 1p4,.), 1p.7,2/,} —2 {1p3},9), 1p5,% 1p9,—1} 
+ {1pt,o, 1pt, 4 1p%,—y} + {1p 9, lpi y Lp}. (477) 


Wie man sieht, ist bei diesem Beispiel durch die Vorgabe des Spins und dee} 
isobaren Spins die Wellenfunktion bereits eindeutig festgelegt. Das heiBt, fix 
2 Neutronen und ein Proton in der 1 p.,,-Unterschale gibt es nur einen einzigen} 
Zustand mit | 


I, =3, fT =i, T; =}. 
Mit der Wellenfunktion (47) kann man nun z. B. das magnetische Momen: | 


und das Q.M. des {Li Grundzustands ausrechnen. Bezeichnet man mit pi 


das magnetische Momente des Protons in einem 1 ps, »),-Zustand und mit | 
dasjenige eines Neutrons in einem 1p»,.,,-Zustand und beachtet, daB daa 


magnetische Moment eines Nukleons in einem 1 p»/,_ Zustand gleich p’ - _ = 
) 


in Vielfachen von Bohrschen Kernmagnetonen: 
[y),+), = 7 (ue (9 + 4) + 2u5] = 3,03. (48) 


Fiir vs und up. wurden dabei die aus I, (35a), (35b) und (38) folgenden 
Schmidt-Schiiler-Werte genommen. Analog zum magnetischen Moment- 
operator ist auch der elektrische Q.M.-Operator eine Summe aus den Einzel- 
teilchen- Q.M. -Operatoren. Fir ein einzelnes 1:),2;,-Proton erhalt man mittels 


Rai il dt (327 —r?)|O?"| 2 (Verallgemeinerung von I (40) auf Drehimpulse, die 
nicht in die z-Richtung fallen): 


Q:),2), are AG “4 >) (49) 


und fiir ein einzelnes 1 p:,,, 1,-Proton erhalt man 


/2=/2 


Oia 2X17): (50) 


Damit erhalt man fiir den {Li Grundzustand 
e oo 
Q:),2/. = 53 (13 Q5,2,, + 205.4) = 75 bye 


Die in I, 3c und d angegebenen theoretischen Werte fiir die magnetischen 
Momente und Q.M. sind, soweit sich die zugehérigen Kerneigenfunktionen 
eindeutig angeben lassen, nach der eben geschilderten Methode bestimmt 
worden. Durch Vergleich des theoretischen und experimentellen wont des 
magnetischen Moments /Li (s. I,3c) sieht man, daB die Annahme T' = } fir 
den Grundzustand von *Li richtig war, anstatt des gréBeren T' = 3 Werte, 
Ks ist ibrigens 1 im allgemeinen i immer so, daB die Grundzustande der ‘stabilen 
Kerne einen méglichst kleinen Gesamtisobarenspin besitzen. Das heift, im 
allgemeinen ist 7’ =|T7 |, wobei, wie noch einmal erwahnt sei, — 27, den 
Uberschu8 der Neutronen iiber die Protonen angibt. Um das zu verstehen, 
betrachten wir einen Kern mit einem fest vorgegebenen Absolutwert 7 des 
isobaren Spins. Bei Drehung des isobaren Spinvektors im isobaren Spinraum 
andert sich nur die Coulombenergie, die dann besonders klein wird, wenn die 
’ Protonenanzahl méglichst gering wird. Das ist aber dann der Fall, wenn T = 
—T', wird). Da es fiir die Kernkrafte nur auf den Absolutwert des isobaren 
Spins eines Kerns ankommt, nicht aber auf seine Richtung im isobaren Spin- 
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=p. a 5 ist, so erhalt man fiir das magnetische Moment des Zustands (47) 


raum, miBte man fir die Asymmetrieenergie [s. I Gl. (6)] anstatt 
N—Z er 
run UG) =o rs 
Biventlich besser 
' wees 52 
f Eass = “Az (52a) 


aa 4) Die Rpawne der Coulombenergie iiberwiegt praktisch bei allen Kernen die 
| ee cecnatims, die durch die Umwandlung von Protonen in Neutronen ensteht. 
| 
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schreiben. (52) und (52a) sind fir T= + Ts miteinander identisch. Aus der: 
Formulierung (52a) der Asymmetrieenergie sieht man, daB bei Nichtvor-. 
handensein der Coulombenergie im allgemeinen alle Kerne den isobaren Spint 
T =0 (g-g-Kerne) oder T = } (g-w-und u-g-Kerne) haben miuBten (WIGNER! 
[91]). Fir die leichten Kerne (N = Z bzw. Z + 1) ist dies auch fast immer: 
der Fall. Eine Ausnahme von dieser Regel ist }!Cl. Hier hat man 7, = 0 und| 
T =1. Auf die theoretische Begriindung dieser Ausnahme wollen wir der} 
Kiirze halber hier nicht eingehen (s. z. B. [40] S. 163f.) 
‘Als nachstes soll kurz diskutiert werden, wie man vorgeht, wenn die Wellen- 
funktion eines Kerns durch die Angabe der Drehimpulsunterschale, in der 
sich die AuBennukleonen befinden, des Gesamtspins und des gesamten iso- 
baren Spins noch nicht eindeutig festgelegt ist. Hier muB man, wie bereitsy 
erwahnt, die Koeffizienten der linear unabhingigen Uberlagerungswellen-} 
funktionen (Mischungskoeffizienten) so bestimmen, daB die Gesamtenergieq 
des Kerns ein Minimum wird (s. Gl. 19), wobei die Weite des Oszillator-j 
potentials, in dem sich die Nukleonen bewegen, festgehalten wird. Fiir died 
Festlegung dieser Koeffizienten ist es wichtig, da8 man die Spin-Bahnkopp- 
lungsenergie mitberiicksichtigt, da der Erwartungswert dieses Energieanteils, 
wie die Rechnung zeigt, sehr empfindlich von den Mischungskoeffizienten ab- 
hangt, im Gegensatz zum Erwartungswert der bis jetzt diskutierten Kraft- 
potentiale. Das hat zur Folge, daB die Mischungskoeffizienten im wesentlichen 
durch die Spin-Bahnkopplungsenergie festgelegt werden. 

Fir dic Zweiteilchen-Spin-Bahnkopplungsenergie machen wir folgende 
Ansatz (SCHULTEN [92]): 


Vip ated 
Vez = is dee (c > .) {[grad, e-!/8" x py] + 


+ [grady e~("/P)* x pol}. (5378 


V, und f sinddie in GI. (4b) eingefiihrten GrdBen.o, und o,sind die vektorieller} 
Zusammenfassungen der Paulischen Spinmatrizen, bezogen auf das Teilcher 
1 und 2. p, und p, stellen die Impulse der beiden Teilchen dar. Auf die Fest 
legung der Konstanten x kommen wir anschlieBend zu sprechen, Der Ansats} 
(23) fiir die Spin-Bahnkopplung ist translations- und rotationsinvariant, wi¢ 
es von einer Wechselwirkungsenergie im Grenzfall unrelativistischer Nihe} 
rung verlangt werden muB. Weiter kann man leicht zeigen, daB man bis auf 
kleine Korrekturglieder fiir die Spin-Bahnkopplung eines Nukleons mit aller 
anderen Kernnukleonen die allgemeine Form der in I, Gl. (27) eingeftihrteng 
Spin-Bahnwechselwirkung erhiilt. Im Fall der Kopplung eines AuBennukleona} 
an vollstandig abgeschlossene Unterschalen (kugelsymmetrischer Kernrumpfif 
fallen die Korrekturglieder ganz weg. Der Ansatz (53) fiir die Zweinukleonen 
Spin-Bahnwechselwirkung ist daher verniinftig. 

Die Konstante x wird dadurch bestimmt, daB man 2 Zustinde eines Kerni 
mit einem AuBennukleon miteinander vergleicht, die sich nur dadurch unter; 
scheiden, daB einmal Spin- und Bahndrehimpuls des AuBennukleons zug 
einander parallel und das andere Mal antiparallel zueinander gestellt sind# 
Diese beiden Zustainde unterscheiden sich nur durch ihre Spin-Bahnkopplung; 
energie, da die iibrigen Energieanteile (kinetische Energie und potentielli 
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Energie der tibrigen Kernkrafte) in beiden Zustiinden einander gleich sind. 
Man berechnet also die Energiedifferenz 


E paratiel ear Eantiparallel = { (par. $2) Vs Bik W par.) \ oa {(pintipar. $2) Vs Bik Pantipar.)} 
i< Bt 
(54) 


und vergleicht diese Energiedifferenz mit dem experimentellen Wert. So 
kann man z. B. den Grundzustand von 3He, der ein 1ds;,-Neutron als AuBen- 
nukleon besitzt mit dem angeregten 1d;,.-Zustand (beides virtuelle Zustande 
Resonanzstreuzustande) vergleichen. Als Parameter in der theoretisch be- 
rechneten Energiedifferenz ist noch die Weite a~” des Oszillatorpotentials 
[s. Gl. (26)] enthalten. Die Weite a 1aBt sich, wie bereits 6fters erwahnt, da- 
durch bestimmen, da8 man die Coulombenergiedifferenz der Grundzustande 
der beiden Spiegelkerne $He und 3Li ausrechnet und sie mit dem experimen- 
tellen Bindungsenergieunterschied vergleicht. Dabei muB8 natiirlich, wie 
bereits friiher diskutiert wurde, der Massenunterschied zwischen Proton und 
Neutron beriicksichtigt werden. Der Coulombenergieoperator hat dabei fol- 
gende Form 


Fiesta ee atin) (Gibcaths (55) 
i<k te — te] t,| 


Wie man mittels Gl. (2) sieht, liefert das petrees Jerid i, k dieses Operators 
nur dann einen Beitrag zum Coulombenergieerwartungswert {(y* V;y)}, wenn 
die Nukleonen 7 und & beide Protonen sind, oder genauer ausgedriickt, wenn 
beide Nukleonen den isobaren Spin 7; = + + besitzen (s. 8.470 und 475). Es 
ergibt sich dann gerade die normale Coulombsche Wechselwirkung e?/|r; —r,.| 
fiir zwei Protonen. Es sei noch erwahnt, daB in dem Erwartungswert {(yVcy)} 
auch Korrelationen zwischen den Nukleonen beriicksichtigt sind, im Gegen- 
satz zu der sehr groben Berechnung der Coulombenergie in I, 1. Fiihrt man die 
eben skizzierten Rechnungen und den Vergleich mit den Experimenten ex- 
plizit durch, so erhalt man fiir die Spin-Bahnkopplungskonstante x den 
Wert 
x = 0,084). 


Dem Wert x = 0,084 kommt allerdings nur gréBenordnungsmaBige Giltig- 
keit zu, da man stark davon abweichende x-Werte erhalt, wenn man ent- 
sprechende Energieterme anderer Kerne zur Bestimmung von x heranzieht. 
Berechnet man z. B. x aus dem Grundzustandsterm 1d;;, und dem angeregten 
Term 1d:;, von 130, so ergibt sich ein ungefahr um den Faktor 4 kleineres x 
(v. SIEMENS [82]). Das liegt zum Teil daran, daB die Wellenfunktion des 1ds,,- 
bzw. 1d,),-Aussennukleons durch das mit wachsendem Radius stark ansteigende 
Oszillatorpotential einen viel starkeren Randabfall bekommt, als es in 
Wirklichkeit der Fall ist. Man sieht sofort, daB dadurch eine Verkleinerung 
des x-Werts gegentiber dem wirklichen Wert hervorgerufen wird. Ebenso ist 
essehr fraglich, wie weit sich insbesondere der 1 ps;,-Zustand von3He, der doch 


1) Die Konstante x ist hier an die Stelle der Spin- Bahnkopplungskonstanten 4 des ur- 
spriinglichen Schalenmodells (s. I, 3) getreten. 
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bereits eine relativ hohe Anregungsenergie besitzt (2,6 MeV gegentiber dem 
Grundzustand von He) mittels einer Oszillatorpotentialwellenfunktion fiir 
das AuBennukleon beschreiben laBt. Das heiBt, auch der Wert 0,084 fiir die 
Spin-Bahnkopplungskonstante bei 3He ist problematisch. Beziiglich genauerer 
Kinzelheiten der ebenskizzierten Rechnungen sei auf [8] und SCHULTEN [92] 
ver wiesen. p 

Kehren wir nun zur Bestimmung der Mischungskoeffizienten der Uberlage- 
rungswellenfunktionen zurtick, so zeigt sich gliicklicherweise, daB diese 
Mischungskoeffizienten im wesentlichen bereits festgelegt sind, wenn tiber- 
haupt eine relativ starke Spin-Bahnwechselwirkung der Form [53] der Nukle- 
onen unteréinander da ist. Die Anderung der Konstanten mit der Starke der 
Spin-Bahnkopplung ist dabei relativ geringfigig [92]’). 

Die Bestimmung der Mischungskoeffizienten mit Hilfe des Ritzschen Varia- 
tionsprinzips fihrt zu einem homogenen linearen Gleichungssystem fir 
diese Koeffizienten, dessen Sakulardeterminante verschwinden mu8. Durch 
die Lésung dieses Gleichungssystems erhalt man daher eine ganze Anzahl 
von Energieeigenzustanden des betrachteten Kerns (sie ist gleich der Anzahl 
der auftretenden Mischungskoeffizienten), wobei man den Zustand mit groBter 
Bindungsenergie dem Grundzustand des Kerns zuordnen mu8. Hat man die 
Gesamtwellenfunktion eines Kerns bestimmt, so lassen sich das magnetische 
Moment und das Q.M. dieses Kerns, wie es an dem vorhergehenden Beispiel 
bereits gezeigt wurde, leicht ausrechnen. 

SCHULTEN [92] hat nach dieser Methode fiir eine ganze Anzahl von Kernen, 
deren AuSennukleonen sich in der 1,),- und 1py,-Unterschale (Kerne zwischen 
‘He und 180) befinden, die magnetischen Momente und Q.M. ausgerechnet. 
SCHULTEN hat dabei auch beriicksichtigt, daB durch die gegenseitige Wechsel- 
wirkung der Nukleonen untereinander fir die einzelnen AuBennukleonen 
Ubergiinge von der 1py,- indie 1p.),-Unterschale und umgekehrt stattfinden 
koénnen. Beide Unterschalen gehéren ja zur selben Bahndrehimpulsunter- 
schale. Der energetische Abstand zweier solcher Unterschalen wird ja erst 
bei hohen Bahndrehimpulsen wegen der Spin-Bahnwechselwirkung relativ 
groB. Wir geben in Tab. 9 einige der von ihm erhaltenen Werte an. 

(Die Oszillatorpotentialweiten fiir die einzelnen Kerne wurden aus den Bin- 
dungsenergieunterschieden der zugehérigen Spiegelkerne bestimmt, wie es 
vorhin an Hand von $He und 3Li erlaiutert wurde.) 


Tabelle 9 : 
Mber (in K.M.) Hexp (in K.M.) Qber (in 10-*4 cm?) Qexp (in 10-*4 cm?) 
hey 3,301 3,256 —0,02 0,02 
{Be —1,136 —1,177 0,01 0,02 
SB 1,883 1,800 0,07 0,06 
a 2,739 2,620 0,02 0,03 


1) Wir haben hier ganz ahnliche Verhaltnisse wie beim Ortho- und Parahelium. Auch 
dort ist es so, daB die in den Ortskoordinaten symmetrische Wellenfunktion des Para- 
zustands und die in den Ortskoordinaten antisymmetrische Wellenfunktion des Ortho- 


zustands im wesentlichen bereits festgelegt sind, wenn iiberhaupt eine bzgl, der Elektro- _ 
nenkoordinaten symmetrische Wechselwirkung der Elektronen untereinander vorhanden | 


ist. 
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Wie man sieht, werden die magnetischen Momente der Kerne recht gut 
wiedergegében. Dagegen ist die Ubereinstimmung zwischen berechneten und 
experimentellen Kern-Q.M. nicht gut. Zum Teil ergibt die Rechnung nicht 
einmal das richtige Vorzeichen (3Li). Das liegt daran, da8 die Kern-Q.M. im 
Gegensatz zu den magnetischen Momenten sehr stark von der Radialab- 
hangigkeit der Nukleonenwellenfunktionenabhingen. Die von SCHULTEN an 
genommene Zweiteilchen-Spin-Bahnkopplung ist nicht translationsinvariant. 
Dieser Fehler wurde von HUPER [93] korrigiert. Am allgemeinen Ergebnis 
andert sich durch diese Korrektur wenig. Die magnetischen Momente andern 
sich nur geringfiigig, dagegen werden die Abweichungen der berechneten Q.M. 
von den experimentellen Q.M. zum Teil noch gréBer. Die von SCHULTEN 
bzw. HUPER verwandten Kernkraftkonstanten weichen etwas von den von 
uns gebrachten Konstanten ab. Es sei noch erwihnt, daB in die Berechnung 
der Kerneigenfunktionen nur die Wechselwirkungsmatrixelemente der 
AuBennukleonen untereinander eingehen, da saimtliche Wechselwirkungs- 
matrixelemente der AuBennukleonen (lpy- und 1p:,-Nukleonen) mit den 
abgeschlossenen Schalen einander gleich sind. 

Mit den hier diskutierten Kerneigenfunktionen wurden von V. SIEMENS [82] 
die Bindungsenergien fiir eine Anzahl leichter Kerne ausgerechnet. Vv. SIEMENS 
hat dabei solche Kerne betrachtet, bei denen die Wellenfunktion bereits fest- 
gelegt ist, wenn der Gesamtspin und der isobare Spin des Kerns gegeben ist). 
Man mu8 dann zur Berechnung der Bindungsenergie eines Kerns nur den 
Erwartungswert des Hamiltenoperators 


h2 
H = — ou = Ai + D>) (Vix ie Vs Bik AE Vox) (57) 
i ick 


ausrechnen?). V,, ist das in (12) angegebene Zweinukleonenkernkraftpoten- 
tial, Vsz,, das Spin-Bahnkopplungspotential (53) und V¢,, das Coulomb- 
potential (55) in Tab. 10 sind die von Vv. SIEMENS [82] ausgerechneten Werte 
angegeben. 


1) y. SIEMENS hat dabei die Konkurrenz der 1ps;,-Unterschale mit der 1 py,-Unterschale 
nicht beriicksichtigt, sondern hat angenommen, da8 sich simtliche AuBennukleonen ent- 
weder in der 1py,- oder 1 ps;,-Unterschale (bis auf 1{¥, hier ist das AuBennukleon ein 1d»;,- 
Nukleon) befinden. Dadurch wird die Anzahl der Kigenfunktionen zu einem gegebenen 
Gesamtspin und isobaren Gesamtspin so stark eingeschrankt, daB bei den hier be- 
trachteten Kernen nur eine einzige EHigenfunktion iibrigbleibt. Fiir die Kernbindungs- 
energie macht diese Vernachlassigung nicht sehr viel aus — solange wir nicht Bindungs- 
energiedifferenzen benachbarter Kerne betrachten —, da der Hauptbeitrag zur Bindungs- 
energie von der Wechselwirkung der Nukleonen in den abgeschlossenen Unterschalen 
und der Wechselwirkung der AuBennukleonen mit den abgeschlossenen Unterschalen 
herkommt. 

2) Bei der Berechnung der kinetischen Energie des Kerns ist zu beachten, da der Schwer- 
punkt des Kerns frei beweglich ist, was mit sich bringt, daB auf 3 Freiheitsgrade keine 
kinetische Energie entfallt. Es mu8 daher von der kinetischen Gesamtenergie in (57) die 
kinetische Energie eines 1s-Nukleons gleich 3/, iw abgezogen werden, wie die Umrechnung 
auf das Schwerpunktssystem zeigt (BETHE und Rose [91a)). 
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Tabelle 10 
4C HN 0 iF 
ber. 90,3 101,9 137,0 195 MeV 
BBind. xpr75.9 93,7 127,1 127,7 MeV 


Man sieht, die Abweichungen zwischen theoretischen und experimentellen 
Werten schwanken wie bei den schweren Kernen zwischen 10 und 15%. Eine 
Ausnahme bildet 17F. Der groBe Unterschied zwischen berechnetem und 
experimentellem Wert fiir die Bindungsenergie bei ?2F kommt zumindest 
teilweise dadurch zustande, daB die 1d:,,-Wellenfunktion des AuBennukleons 
(Proton), wie bereits erwihnt, wegen des Oszillatorpotentials im Gegensatz 
zur Wirklichkeit viel zu schnell am Kernrand abfallt. Betrachtet man nicht 
die Absolutwerte der Bindungsenergien, sondern die Bindungsenergiedifferen- 
den zwischen den einzelnen Kernen, so sieht man, daB diese Differenzen 
schlecht wiedergegeben werden. 

Die Oszillatorpotentialweiten fiir die einzelnen Kerne wurden wieder aus 
den Bindungsenergieunterschieden der zugehdrigen Spiegelkerne bestimmt. 
Fir 160 wurde die Oszillatorpotentialweite der beiden benachbarten Spiegel- 
kerne 10 und !3N genommen. Das ist um so eher berechtigt, da beim Ubergang 
von leichteren zu schwereren Kernen trotz der Vergré8erung des Kernradius 
die Oszillatorpotentialweite sich nur wenig andert. Der Hauptbeitrag zur 
RadiusvergréBerung kommt daher, da8 das Oszillatorpotential beim Uber- 
gang zu schwereren Kernen hoher aufgefiillt wird (s. z. B. [6] S. 31). 

Bei Betrachtung der angeregten Kernzustande ist es nétig, zwei verschiedene 
Arten von Anregungszustanden zu unterscheiden. Bei der ersten Art handelt 
es sich um angeregte Zustinde, bei denen die AuBennukleonen zwar in der- 
selben Bahndrehimpulsunterschale wie im Grundzustand sitzen, die aber 
einen vom Grundzustand verschiedenen Spin bzw. isobaren Spin oder beides 
zusammen haben, oder aber auch um solche Zustande, die nur einen gegen- 
iiber dem Grundzustand verschiedenen Satz von Mischungskoeffizienten be- 
sitzen!). SCHULTEN [92] und HUPER [93] haben diese Art von Kernanregungs- 
zustiénden untersucht. Das Ergebnis ist aber nicht sehr befriedigend. Zum 
Teil kommt nicht einmal die energetische Reihenfolge der Terme, verglichen 
mit den experimentellen Termen, richtig heraus. Das liegt wahrscheinlich 
groBenteils daran, daB die Zweinukleonen-Spin-Bahnkopplungsenergie nur 
sehr ungenau bekannt ist. 

Bei der zweiten Art handelt es sich um héher angeregte Zustande, bei denen 
die Nukleonen sich zum Teil auch in héheren Schalen als im Grundzustand 
befinden. In einer Arbeit von FLORIAN, URBAN und WILDERMUTH [8/] 
wurde an }N und '{O diese zweite Art von Anregungszustanden untersucht. 
Es zeigte sich dabei, dafS zwar die energetische Reihenfolge der betrachteten 
Niveaus richtig herauskommt, aber die quantitative Ubereinstimmung 
zwischen Rechnung und Experiment sehr schlecht ist. Kin gro8er Fehler bei 
der Rechnung kommt sicher dadurch herein, da man fiir simtliche Niveaus 
dieselben Oszillatorpotentialweiten nehmen muB, da man wegen des fehlenden 


1) Wie vorhin erléutert wurde, erhailt man diese Zustande bei der Lésung der Sakular- 
determinante fiir die Mischungskoeffizienten. 
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Absattigungscharakters der hier angenommenen Zweinukleonenwechsel- 
wirkungskrafte diese Weite im Rahmen des Ritzschen Variationsprinzips 
nicht variieren kann, ohne zu vollkommen unsinnigen Resultaten zu gelangen. 
Bei Variation der Oszillatorpotentialweite erhalt man z. B. fiir die Bindungs- 
energie von ‘$0 ~ 350 MeV gegeniiber einem experimentellen Wert von 
127,1 MeV?). 
Weitere Versuche zur Berechnung der Energieniveaus leichter Kerne wurden 
von INGLIS [94], KURATH [95] und anderen [96] unternommen. INGLIS z. B. 
gibt fiir die Kerne zwischen {He und ‘40 einen Uberblick dariiber, wie weit 
sich ihre Energieschemata durch die jj- oder LS-Kopplung bzw. eine inter- 
mediare Kopplung approximieren lassen. Da der Ausgangspunkt dieser 
Autoren und auch ihr Anliegen von dem unseren sehr verschieden ist, wollen 
wir darauf nicht naher eingehen. Es sei nur erwahnt, da die hier gebrachte 
Methode der Uberlagerung von Wellenfunktionen den Ubergang zu solch 
einer intermediaren Kopplung darstellt. Mit den hier betrachteten Zweik6r- 
perkraften ergibt sich beim Ubergang von leichteren zu schwereren Kernen 
auch die energetische Reihenfolge der Schalenmodellniveaus im wesentlichen 
richtig, wie sich leicht zeigen ]4Bt. Lassen wir zunadchst die Spin-Bahnkopp- 
lung auBer Betracht, so wird die Bindungsenergie eines Nukleons beim 
Ubergang zu einer héheren Schale hauptsachlich aus zwei Griinden vermin- 
dert. Erstens wachst die kinetische Energie des Nukleons, zweitens wird 
durch das damit verbundene Anwachsen seiner Geschwindigkeit sein mitt- 
leres Majoranawechselwirkungspotential mit den tbrigen Nukleonen ver- 
kleinert, wie in II, 2 erlautert wurde. Die energetische Aufspaltung in Dreh- 
impulsunterschalen geschieht analog zu I, 3 durch die hier angenommene 
Zweiteilchen-Spin-Bahnkopplung (53), die ja so eingefthrt wurde, daB die 
gemittelte Spin-Bahnwechselwirkung aller Nukleonen mit einem heraus- 
gegriffenen Nukleon wieder die Form der in I, 3a Gl. (27) eingeftihrten Spin- 
Bahnkopplung ergibt. Es muB allerdings auch hier betont werden, daB nach 
den vorhin diskutierten Rechnungen zu erwarten ist, daB die quantitative 
Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Erfahrung bzgl. des energetischen 
Abstands der Schalenmodellniveaus schlecht ist. 
Zum SchluB dieses Kapitels miissen wir noch auf die Paarungsenergie der 
Kernkrafte (s. I, 3b) eingehen, die sich ebenfalls von den hier eingefiihrten 
Zweinukleonenkraften her zumindest qualitativ verstehen laBt. 
Betrachtet man n AuBennukleonen gleicher Art (n Protonen bzw. n Neu- 
_tronen) in ein und derselben Drehimpulsunterschale, so kann man ausrechnen, 
welcher resultierende Gesamtdrehimpuls energetisch am giinstigsten ist. Man 
muB dazu nur den Energicerwartungswert fiir die verschiedenen méglichen 
Gesamtdrehimpulseigenfunktionen ausrechnen. Die Gesamtdrehimpulseigen- 
funktionen lassen sich dabei z. B. nach der vorhin geschilderten Methode auf- 
stellen. DieseRechnung wurde fiir 2 Grenzfille zuerst vonM.GOEPPERT-MAYER 
[97] (s. auch [40] S. 237ff.) und spater in verallgemeinerter Form von RACAH 


1) Selbst bei Helium ergibt die entsprechende Rechnung eine noch um einen Faktor 2 zu 
groBe Kernbindungsenergie. Das heiBt, bereits bei Helium sind die Mehrkorperkrafte | 
bzw. die AbstoBungskrafte, die das Zusammenrutschen des Kerns verhindern, sehr 
wesentlich, 
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[98] durchgefiihrt. Das eine Mal werden Krafte groBer Reichweite (groBer als; | 
der Kernradius), das andere Mal Krafte sehr kleiner Reichweite angenommen.}) 
Die Rechnungen ergeben, daB bei einer geraden Anzahl gleicher AuBen- 
nukleonen in beiden Fallen der Gesamtdrehimpuls 0 mit der maximaleni 
Bindungsenergie verknipft ist. Bei einer ungeraden Anzahl dieser AuBen-} 
nukleonen ergibt sich dagegen, da fiir den ersten Grenzfall die Energie zum 
Minimum wird (maximale Bindungsenergie), wenn der Gesamtdrehimpuls sox) 
klein wie méglich ist, wihrend im zweiten Grenzfall das Energieminimum)|| 
eintritt, wenn der Gesamtspin des Kerns gleich dem Gesamtdrehimpuls desi} 
unpaarigen Nukleons ist. Da im Rahmen des Fermigasmodells die Wellen- 
lange der AuBennukleonen (diese Nukleonen besitzen die Fermische Grenz~ 
energie als kinetische Energie: ~ 24 MeV) ~ 6-10 cm ist, also viel gréBen 
als die Reichweite der Kernkrafte ( ~ 2-10-13 cms. S. 472), ist zu erwarten, dafil/ 
fiir die Atomkerne im allgemeinen der zweite Grenzfall zumindest naherungs 
weise erfiillt ist. Das heiBt, es ist energetisch immer am giinstigsten, wenn die}{ 
Nukleonen ihren Eigendrehimpuls paarweise absittigen und der Spin des} 
Kerns durch den Gesamtdrehimpuls des unpaarigen Nukleons bestimmt 
wird. Wie wir in I, 3b gesehen haben, befolgen die Atomkerne fast ausnahms-~ 
los diese Regel. Weiter zeigt die Rechnung, dafi die Paarungsenergie, d. h} 
der Unterschied der Anlagerungsenergie, mit dem ein paariges Nukleor} 
gegeniiber einem unpaarigen Nukleon (s. dazu I, 3b) an einen Kern gebunder 
wird, im wesentlichen proportional zu (2+ 1) ist ([40] S. 237ff.). Das heiBt, diel} 
Paarungsenergie wachst mit dem Eigendrehimpuls j der AuBennukleonen} 
Auch das wird durch die Experimente (s. I, 3b) vollauf bestatigt’). 


4. Kollektivbewegungen und Zweikérperkrafte 


i 
} 
| 


In diesem Kapitel soll untersucht werden, wie weit man die beiden haupt 
sachlichsten, bis jetzt untersuchten Kollektivbewegungen der Kerne, namlich 
die in I, 1c behandelten kollektiven Kerndipolschwingungen (,,Giant“ 
Resonanzen) und die in I, 4 besprochenen Kernrotationen und Kernschwin: | 
gungen von den Zweinukleonenwechselwirkungskriiften her verstehen kannq 


Zunichst beschaftigen wir uns mit den ,,Giant“-Resonanzen. Wir haben ii 
I, 1c gesehen, daB das Jensen-Steinwedelsche-Modell den Verlauf der ,, Giant“ 
Resonanzen mit dem Atomgewicht recht gut beschreiben kann, die beq 
rechneten Resonanzenergien aber alle ungefaihr um 25% zu tief liegen. Ebensef/ 
kommen die berechneten Absorptionsquerschnitte fiir y-Strahlung alle zvj 
klein heraus. Bereits von JENSEN und STEINWEDEL [99] wurde vermutetif 


1) Zur Ergainzung sei noch bemerkt, daB die Paarungsenergie auch eine wichtige Rolll 
bei der Kernspaltung spielt. Sie ist z. B. daran schuld, da8 °33U durch thermische Nev 
tronen gespalten wird, der noch schwerere Kern °38U dagegen nicht. Dadurch, daf die Arq 
lagerung eines Neutrons an °33U bzw. °38U ein g-g-Kern bzw. ein g-u-Kern entsteht, is | 
die zugehérige Neutronenanlagerungsenergie fiir 233U um ungefahr 1 MeV gréBer als fiiq 
238U (s.z. B. [6] S. 143). Diese Energiedifferenz bewirkt, daB °33U imGegensatz zu 238) | 
_durch thermische Neutronen zur Spaltung angeregt werden kann. Fiihrt man eile dure! 
schnelle Neutronen (Hy > 1 MeV) diese Energiedifferenz zusatzlich zu, so kann bekann} 
lich auch °38U durch Kernspaltung zerfallen. 
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daB die zu kleinen theoretischen Werte fiir die Resonanzenergien darauf 
zuriickzufihren sind, daB die Wirkung der Austauschkrifte wihrend der 
Nukleonenbewegung nicht richtig beriicksichtigt wurde. Die Austausch- 
krafte bewirken namlich, daB eine Ladungsverschiebung auch ohne Massen- 
verschiebung stattfinden kann. Das hat zur Folge, daB ein éiuBeres elektro- 
magnetisches Wechselfeld die elektromagnetische Ladung eines Kernvolumen- 
elements zum Teil ohne Massentransport verschieben kann. Dadurch tritt 
eine fiir die Eigenschwingungen der Nukleonenfliissigkeit maBgebende effek- 
tive Nukleonenmasse auf, die kleiner ist als die wirkliche Nukleonenmasse, 
was zur Folge hat, daB die Schwingungsfrequenzen der Kernladungsschwin- 
gungen erhéht werden. In einer Arbeit von WILD[15] wurde dieser EinfluB der 
Austauschkrafte quantitativ untersucht. Der wesentliche Gesichtspunkt 
dieser Arbeit besteht darin, solche Wellenfunktionen fiir die Kernnukleonen 
zu finden, die eine resultierende rotationsfreie Relativstro6mung der Protonen- 
fliissigkeit gegen die Neutronenflissigkeit beschreiben, wie es im Jensen- 
Steinwedelschen Modell angenommen wird. Mit der zugehérigen Gesamt- 
wellenfunktion des Kerns wird dann der Erwartungswert der Gesamtenergie 
des Kerns mittels den in IJ, 1 eingeftthrten Zweikérperkraften berechnet. 
Dieser Erwartungswert ist eine Funktion der Strémungsgeschwindigkeiten 
der verschiedenen Nukleonensorten. Der Begriff der Nukleonensorten wird 
gleich erlautert. Der Kernradius wird dabei wieder, als Ersatz fiir die Ab- 
sittigungskrafte nach dem A’s-Gesetz fest vorgegeben [80]. Analog zu den in 
I, 1c dargestellten Rechnungen ]aBt sich durch Beriicksichtigung der Konti- 
nuitatsgleichungen fiir die verschiedenen Nukleonensorten erreichen, da8 fiir 
den hier uns interessierenden Fall der reinen Ladungsschwingungen die 
Gesamtenergie nur noch eine Funktion der Relativgeschwindigkeit der 
Protonenflissigkeit gegen die Neutronenflissigkeit wird. In dieser Gesamt- 
energie ist dann auch der EinfluB der Austauschkrafte mitberiicksichtigt. 
Aus der Bedingung, da8 keine Nukleonenflissigkeit den Kern verlassen bzw. 
von aufBen hereinkommen kann, ergeben sich dann wieder die méglichen 
Eigenfrequenzen der Kernladungsschwingungen (s. I, 1c). 

Die eben skizzierte Methode soll nun etwas eingehender geschildert werden. 
Wir beschranken uns dabei auf schwere Kerne [15]. Bei Aufstellung der zeit- 
abhangigen AnniaherungsfunktionY fiir den Gesamtkern lehnen wir uns 
daher eng an das Thomas-Fermi-Modell fiir den Atomkern an. Y wird an- 
gesetzt als Determinante aus zeitabhangigen Einteilchenfunktionen y, (r;) 
(s. dazu IT, 2) 


i a 
Y = —— Det, (yi(%)). (58) 


yA 


Die y;(t;) setzen sich aus mehreren Faktoren zusammen: 


Wi (ts) = Ona; * Omt; * Pr(tp) - et4hty . eile) Vg, (t,) = Ons, * Omt;* Pi(ty). (59) 


Die beiden ersten Funktionen sind Spin- und isobare Spinfunktionen und 
zeigen, daB die Einteilchenfunktion (59) je nach den Werten von n und m ein 
Teilchen einer der in Tab. 11 angegebenen Teilchensorten beschreibt. 
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Tabelle 11 

Sorte 1 (n = 1, m = 1): P,, = Protonen mit Spin parallel zu einer ausgezeich- — 
neten Richtung 

Sorte 2 (n = —1, m= 1): P_= Protonen mit Spin antiparallel 

Sorte 3 (n = 1,m = —1): N,=Neutronen mit Spin parallel 

Sorte 4 (n = —1,m=—1): N_=Neutronen mit Spin antiparallel 


y, (t;) sind die im Thomas-Fermi-Modell verwendeten ebenen Wellen, diese 
sind Eigenfunktionen fir ein wirfelformiges Normierungsvolumen von Kern- 
groBe mit periodischen Randbedingungen. Ist L* das Kernvolumen, so ist 


pilt;) = Lie eftty (59a) 
mit 
ol 22 


f, = ky (it, “+ jNy a £n,), ky = i 


und ganzen Zahlen n;. i, j, f sind die Einheitsvektoren in Richtung der 3 Ko- 
ordinatenachsen. 

Der Faktor exp (if, - t;) beschreibt eine lokale Variation der Wellenzahl f,. 
Af, kann dabei sowohl raumlich wie auch zeitlich variieren und kann sich auch 
mit den Teilchenzustinden, d. h. mit dem Index / andern. In 4f, soll keine 
resultierende Stromungsgeschwindigkeit enthalten sein, diese wird vielmehr 
durch den Faktor exp (if,(t;)) gegeben, der ebenso wie g, neben Ort und Zeit 
nur von der Teilchensorte (charakterisiert durch den Index k) abhangt. 
Damit diese Bedingung erfiillt ist, mu gelten: 


De Af, (r, t) = 0 (60) 


wie man durch Betrachtung der Stromdichte fiir die Teilchensorte k 


; h NE 
ie Soa x, (Di, grad ©, — @, grad M7) (61)) 


sofort sieht. Wenn die Bedingung (60) erfiillt ist, folgt fiir die resultierende } 
Geschwindigkeit der Teilchensorte k: 


D, (t,.2) = - grad f,.(r, t). (62) 


Die Verhiltnisse sind weitgehend analog zu denen eines klassischen Gases. 
Die innere Bewegung wird durch ebene Wellen beschrieben, deren Ausbrei- 
tungsvektoren sich gegenseitig wegheben und keine resultierende Strémung? 
liefern. Dem entspricht der Anteil y,(t;) exp (¢4f, - tj). Durch eine auBer 
Kraft aber kann sich dieser ungeordneten inneren Bewegung eine resultierend 
Strémung tiberlagern. Dem tragt der Faktor exp 7f,(1;) Rechnung. Daf di 
innere Bewegung durch zwei Faktoren charakterisiert wurde, hat seine 
Grund darin, daB q, (r;) nur den stationaren Mittelwert geben soll, wahrend 
exp (t4f, - r;) den zeitlichen lokalen Schwankungen Rechnung tragt. 
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Die reelle und positive Funktion g, schlieBlich beschreibt eine Variation der 
lokalen Dichte der Teilchensorte &. Wie man an Hand der lokalen Dichte fiir 
die Teilchensorte k 


Ne 
Ox(t) = 2 Pr(t) ®,,(t) (63) 
n= 
sofort sehen kann, gilt fiir g,: 
Yr 
i= eet) ni (64) 
Cok 


Hierbei bedeutet 0,, die mittlere Teilchendichte der Sorte k. 

Dadie zeitabhaingige Gesamtwellenfunktion immer auf Eins normiert sein mu8, 
mu8 man verlangen, da8 die Einteilchenwellenfunktionen y,(t,), aus denen 
sich die Gesamtwellenfunktion zusammensetzt, immer auf Eins normiert und 
zueinander orthogonal sind. Daraus folgt, wie hier nicht explizit gezeigt 
werden soll (s. dazu [15], [100] und [101}), daB die Af, Funktionen der f, und 
der g, und damit auch der g, sind. 

Bildet man nun mit der Wellenfunktion (58) den Erwartungswert des Hamil- 
tonoperators (20)1), so ergibt sich nach nicht schwierigen aber sehr langwieri- 
gen Rechnungen und einigen Vereinfachungen, die wegen der Kurze der 
Reichweite der Kernkrafte und den relativ kleinen Stromungsgeschwindig- 
keiten?) erlaubt sind: 


bs 1 k=4 : eae 
A grew. = at.\— Dy 04 Vk Ss : (0; are D,)? ={ 
27 1K 2 


Zhi 3 \tat,, i,k=4 
+ i 10 M (=) 2 Or aoe oe OK Qi a}. (65) 
Der erste Term in (65) stellt die kinetische Energie der normalen konvektiven 
(resultierenden) Nukleonenstrémung dar. Der zweite Term gibt die ge- 
schwindigkeitsabhangige potentielle Energie an, die von den Austausch- 


| kraften herriihrt und die fiir die vorhin diskutierte effektive Masse ver- 


| 
: 
| 


| Gesamtkerns 


antwortlich ist. Der dritte Term stellt die kinetische Nullpunktsenergie der 
Nukleonen im Kern dar, wahrend der vierte Term die geschwindigkeits- 


| unabhangige potentielle Energie der Nukleonen beschreibt. 


Aus der zeitabhangigen Schrédingergleichung fiir die Eigenfunktion des 


seh ad 


—H ist dabei der Hamiltonoperator (20) — gewinnt man mittels der An- 


| naherungsfunktion (58) folgende Kontinuitétsgleichungen fiir die ver- 


1) Spin-Bahnkopplungsglieder lassen wir auBer Betracht, da sie sich im Mittel im wesent- 
lichen wegheben. Ebenso beriicksichtigen wir nicht den relativ kleinen Hinflu8 der 


* Coulombenergie des Kerns. 


2) Die durch die Gl. (62) definierten resultierenden Stromungsgeschwindigkeiten , der 
verschiedenen Teilchensorten sind viel kleiner als die Nullpunktsgeschwindigkeiten der 
Nukleonen im Kern (Verhaltnis gréBenordnungsmaBig 1: 100 [102)). 
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schiedenen Nukleonensorten: 
4 
ae = — div E& + DB Min Qi * Qe (Bi — 0)| . (€ 
t k=1 
Das zweite Glied auf der rechten Seite von (67) beschreibt die frither erwahr 
Tatsache, daB wegen der Austauschkrafte in einem Volumenelement ¢ 
Kerns die Protonen- und Neutronenanzahl sich gegenseitig verschieben kar 
ohne daB damit ein konvektiver Nukleonenstrom verbunden ist?). 
Die Konstanten j,;, und o;; in (65) und (67) sind durch die Form der Z 
kérperkrafte festgelegt. Wir wollen darauf hier nicht naher eingehen (s. d 
15)). 
Pvanetan wir wie in I,1c reine Schwingungen der Protonen gegen ‘ 
Neutronen2), so lat sich mittels der Kontinuitatsgleichungen (67) ¢ 
Energieerwartungswert (65) so umformen, daB schlieBlich als einzige Varia 
in (65) nur die Neutronen-Protonendifferenzdichte und die resultierer 
Relativgeschwindigkeit der Protonen gegen die Neutronen vorkom1 
Beide GréBen sind natiirlich durch eine Kontinuitatsgleichung der Form ( 
miteinander verkniipft. Die Relativgeschwindigkeit kann wieder als Gradié 
eines Geschwindigkeitspotentials dargestellt werden [s. dazu Gl. (62)]. 
wickelt man das Geschwindigkeitspotential und die Neutron-Protondiffere 
dichte nach Multipolwellen, so erhiilt man unter Beachtung der eben erwa. 
ten Kontinuitatsgleichung und der Bedingung, da8 die Radialkompon 
der Geschwindigkeit am Kernrand verschwinden mu8%), schlieBlich folge» 
Form fiir den Energieerwartungswert (65): 
a2 3. Qo ; M 
ai = _ 4 aa + 4 Qo (tas + My) 
B, ist die Amplitude, die zur Multipolwelle der Ordnung A gehort. k; ist: 


Wellenzahl, die zum Radialanteil der Multipolwelle der Ordnung A geho 
gibt die mittlere Gesamtnukleonendichte im Kern an. 4, ist eine Konstante, | 


By + &% .6,. Bi). ( 


im wesentlichen nur von den Zweikérperkraften abhangt. >’ L* - ee (2 05 
a ‘J 


stellt den geschwindigkeitsunabhangigen Anteil der Asymmetrieenergie ¢ 
der zuerst von SCHLOGL von den Zweikorperkriften her berechnet wurde [' 
Bei Ableitung der GI. (68) wurde der Kinfachheit halber angenommen, dah 
Protonenzahl im Kern gleich der Neutronenzahl ist. Am Ergebnis andert : 
dadurch nur sehr wenig (s. [/4)]). 

Wie man sieht, setzt sich die Energie (68) aus den Energien einzelner Oszi 
toren zusammen, die zu den verschiedenen Multipolwellen gehéren. 
Energie (68) hat daher genau die déuBere Form der zum Jensen-Steinwe: 
schen Modell gehérigen Energie. Man kann dies z. B. leicht aus Gl. I (21) 


1) Die gesamte Protonen- und Neutronenanzahl im Kern bleibt dabei natiirlich erhal 
2) Die Dichte der Nukleonen mit Spin nach oben bzw. Spin nach unten andert sich 
einer solchen Bewegung sowohl réumlich als auch zeitlich nicht. Das heibt, es gilt 1 


0(0, + O(02+ 
Gl. (67) und Tab. 11: cee ae oe G4) _ 9. Solch eine Bewegung ist 
den Bewegungsgleichungen (65) und (67) vertraglich (vgl. [15] oder (101)). | 
8) Nukleonen diirfen nach aufen weder entweichen noch von auBen hereinkomr 
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durch Umformung der Gl. I (16) ableiten. Der wesentliche Unterschied zur 
Jensen-Steinwedelschen Energie besteht darin, da8 statt der Nukleonen- 
masse M die effektive Masse 


= M ee M 
1+ 4$00(f43 + [ya) eal 


vorkommt, fiir deren Auftreten, wie noch einmal erwihnt sei, die Austausch- 
krafte verantwortlich sind. Fiir die Kerndipolschwingungen, fiir die wir uns 
hier allein interessieren, hat dies zur Folge, daB ihre Frequenzen und damit 
ihre Anregungsenergien jetzt ungefaéhr um 25% hdher herauskommen als bei 
Jensen-Steinwedel. An Stelle von I (22) gilt jetzt (bei Vernachlassigung von 
Oberflacheneffekten und wenn wir die Annahme N = Z fallenlassen) : 


_ f/4NZ 73 
as LC VA 
Die Ubereinstimmung mit dem Experiment wird damit viel besser, wie aus 
Bild 2 ersichtlich ist. 

Bei der eben durchgefiihrten Betrachtung haben wir zwar eine Annéherungs- 
wellenfunktion fiir den Kern konstruiert, um den EinfluB der Austauschkrafte 
in der potentiellen Energie beriicksichtigen zu kénnen; die im Erwartungs- 
wert der Energie auftretenden Dichten der verschiedenen Nukleonensorten 
und ihre konvektiven Geschwindigkeiten haben wir aber zuniachst als klas- 


sische Variable behandelt?). 
Das heiBt, der Energieerwartungswert (68) ist zundchst genauso eine klas- 


M* (69) 


hw (in MeV). (69a) 


| sische GréBe wie die Energie im Jensen-Steinwedelschen hydrodynamischen 


Modell. Daraus folgt, daB alle Uberlegungen und Ergebnisse der in I, 1c an- 


} gestellten Betrachtungen fiir die Dipolschwingungen vollkommen erhalten 


bleiben, man muB nur iberall M durch M* ersetzen. Tut man dies im inte- 
grierten y-Absorptionsquerschnitt, so ergibt sich statt I (22) (s. [14]): 


Ointegriert (A) = 19-A-.10-2? cm? MeV. (70) 


Aus Bild 3 sieht man, daB auch ojntegriert( A) jetzt besser mitden experimentellen 
Werten iibereinstimmt als die urspriingliche Jensen-Steinwedelsche Formel 


|! far diesen Absorptionsquerschnitt [I (22)]. Es sei noch erwahnt, daB bei den 


theoretischen Werten in Bild 2 und Bild 3 auch teilweise Oberflachenefiekte 
und Coulombenergieffekte beriicksichtigt wurden, auf die wir in der hier ge- 


i) brachten Darstellung nicht eingegangen sind. Wegen genauerer Einzelheiten 


siehe [15] und [101]. 


4 Im Rahmen des hier dargestellten Modells ist es auch méglich, die Energie- 
) breite der Kern-y-Resonanzen naherungsweise zu berechnen. Das wurde in 


| zwei Arbeiten von WILDERMUTH [102] und WILDERMUTH und WITTERN 
LE 


[101] getan. In der ersten Arbeit [102] wurde die Bewegung der Protonen gegen 


1) Es sei noch erwahnt, daB in (68) an die Stelle der konvektiven Geschwindigkeiten 


| und der Dichten der verschiedenen Nukleonensorten die Amplituden By der Multipol- 


wellen und ihre zeitlichen Ableitungen B, als klassische Variable getreten sind. 
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die Neutronen dadurch beschrieben, daB sich die Fermikugel (Impulskuges 

der Protonen gegen die Fermikugel der Neutronen verschiebt. Es wurde dan} 
die mittlere StoBzeit At ausgerechnet, die vergeht, bis ein Neutron mit einey 
Proton zusammensté8t. Durch solch einen ZusammenstoB geht der geordne> 
kollektive Schwingungszustand des Kerns in einen weniger geordneté 
Schwingungszustand tiber. Die Energieunscharfe dieses kollektiven Anfang 
schwingungszustands ist dann nach der Heisenbergschen Unscharferrelatic] 
bekanntlich gegeben durch 


h 
AE= ae 
Es muB dabei betont werden, da8 die StoBwahrscheinlichkeit fiir solch ein¢ 
ZusammenstoB wegen des Pauliprinzips sehr stark reduziert wird, d.h. dj 
Lebensdauer At des kollektiven Schwingungszustands wird sehr stark vet 
gréBert. Die eben angedeutete Betrachtung ergibt fur AE ungefahr dif 
Wert 6 MeV, was mit den Experimenten recht gut tibereinstimmt. 
In der zweiten Arbeit [101] wurde diese Betrachtung dadurch verfeinert, d 
versucht wurde, die obige StoBwahrscheinlichkeit mit Hilfe der vorhin disk 
tierten Anniherungswellenfunktion fiir den Gesamtkern (58) auszurechne 
Dabei wurden auch die Amplituden B, und ibre zeitlichen Ableitungen B;¢ 
quantenmechanische Variable aufgefaBt. Die genauere Analyse der Welles 
funktion (58) zeigt [101], daB sie im wesentlichen von den B, (durch die 
wird die konvektive Neutron-Proton-Relativgeschwindigkeit bestimmt) u 
nicht von den B, (die B, legen die Neutron-Protondifferenzdichte fest) a 
hangt. Man kann daher in erster Naherung die Abhangigkeit der Welle 
funktion (58) von den B, vernachlassigen. Tut man dies und wihlt eine Def 
stellung, in der die B, diagonal sind, so erhalt man jetzt an Stelle der Welle 
funktion (58), die noch klassische Variable als Parameter enthalt, fiir den F 
von Dipolschwingungen in der x-Richtung (A= 1) nach einigen Rechnungy 
(s. dazu [101)): 
1 as Ey:t } 
W = —_ vy(P) Det,;- y,(t;- P)- e* ( 


ya 


mit 


} Bary Hat's 
vy(P) = (F Nias) Hy (3 P) ; (ia) 


ha ha 
2t; mx 
i— Psin— 
pr (ip P= De bye One hare iA 4 
Pres iia er eens 
40> 1 +40 (ts + Mu) 


16h? x? 1 3 “2 (Mas + Has 
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5s Qo E + “o (f43 + 1) 
4.-M 


Re Neen Ve 
w-h N= 


A = Atomgewicht des Kerns 
f, siehe Gl. (59a). 


P ist die kanonisch konjugierte Variable zu B. vy(P) ist Eigenfunktion zum 
Hamiltonoperator (68) mit dem Eigenwert Ey = N wh. 

Der Aufbau der obigen Niherungsfunktionen ist weitgehend analog zuden von 
Born und OPPENHEIMER fiir die quantenmechanische Beschreibu ng von Mole- 
kilen verwendeten Eigenfunktionen. Ein Anteil (Det, y,(t;, P)) der Wellen- 
funktion beschreibt die innere Bewegung der Nukleonen, wahrend der andere 
Faktor vy(P) fiir die Wabhrscheinlichkeitsverteilung der Variablen P im N-ten 
Dipolschwingungszustand verantwortlich ist). 

Man kann nun die sekundliche Ubergangswahrscheinlichkeit W dafiir aus- 
rechnen, da der Kern aus dem durch die Wellenfunktion (72) gegebenen 
Zustand durch die Zweinukleonenwechselwirkungskrafte (ZusammenstoB 
zweier beliebiger Nukleonen im Kern) in einen beliebigen anderen Zustand 
iberfihrt wird. Diese Wahrscheinlichkeit ist bekanntlich nach der zeit- 
abhangigen St6rungsrechnung gegeben durch 


W = SP, He Poll (74) 


mit H, = >V;,, wobei V;, das durch (12) gegebene Zweinukleonenpotential 
ick 


i< 
ist. Y, ist dabei der durch (72) gegebene kollektive Kernanfangszustand. 
>» bedeutet: es muB8 iiber alle méglichen Endzustinde summiert werden2). 


Hat man W berechnet, so ist die Energiebreite AZ fir Kern y-Resonanzen 
wieder gegeben durch [s. Gl. (71)] 


h 


Die eben kurz angedeutete Rechnung wurde in [101] durchgefiihrt. Es ergab 
sich fiir schwere Kerne (A = 200) eine Energiebreite von 6—7 MeV. Das 
heiBt, die Ubereinstimmung mit den Experimenten ist wieder recht gut. 
Obwohl die hier skizzierte Beschreibung der ,,Giant‘‘-Resonanzen recht gute 
Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten ergibt, wenn man die 
Resonanzfrequenzen, Energiebreiten und y-Absorptionsquerschnitte be- 
trachtet, sind doch einige sehr wesentliche Einwinde zu machen, die wir 
kurz diskutieren wollen. 


1) Wegen P ~ B wird durch |vn(P) |? die Wahrscheinlichkeitsverteilung der konvektiven 
Neutron-Proton-Relativgeschwindigkeit festgelegt 

?) Zur Ausrechnung von (74) ist es zweckmaBig, sowohl den Anfangs- als auch die End- 
zustande nach Thomas-Fermi-Modelleigenfunktionen zu entwickeln. 
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Bei der Abschitzung der Energiebreite der Kern-y-Resonanzen konnte der 
Einflu8 der Kernoberflache, durch den die Energiebreite sehr stark mit- 
bestimmt wird, nur sehr roh abgeschatzt werden. Ebenso konnte auch der 
Einflu8 der Nullpunktsschwankungen der Neutron-Protondifferenzdichte des 
nicht angeregten Kerns (Kerngrundzustand), der ebenfalls in die Berechnung 
der Energiebreite eingeht, nur in grober Anniherung mitberiicksichtigt | 
werden. Drittens wurde bei den gesamten Rechnungen der Gesamtdreh- | 
impulserhaltungssatz und der Paritaétserhaltungssatz des Gesamtsystems 
(y- Quant + Kern) nicht beriicksichtigt’). 
Man kann erwarten, daB diese Vernachlassigungen bei Systemen, die aus 
sehr vielen Nukleonen bestehen, keinen sehr wesentlichen Fehler ausmachen. | 
Das kommt daher, daB bei diesen Systemen, deren Zusténde durch sehr | 
viele und z. T. sehr groBe Quantenzahlen festgelegt sind, benachbarte Zu- 
stiinde, die sich z. B. in ihrer Paritaét und ihrem Drehimpuls unterscheiden, 
in ihren Wellenfunktionen nur sehr wenig voneinander verschieden sind. 
Betrachten wir z. B. ein eindimensionales wechselwirkungsfreies Fermigas, - 
bestehend aus sebr vielen Nukleonen, in einem unendlich tiefen Potentialtopf ‘ 
der Linge 2L, so lautet die Wellenfunktion fir ein Nukleon 


. nT 


g(x) ~ sin — (x + LZ) (76) if 


(n ganze Zahl), da die Wellenfunktion an den Randern des Potentialtopfs 4 
(2 = —Lund x = +L) verschwinden muB8. Wie man sofort sieht, wechselt } 
(76) die Paritat, wenn man n durch n + 1 bzw. n — 1 ersetzt. Betrachtet man 
ein Nukleon an der Energieoberfliche des Fermitopfs, so Aandert sich (wegen 
n> 1) bei Ersetzung von » durch n +1 bzw. n —1 nur ein wenig die jj 
Wellenlange der Wellenfunktion. Trotzdem ist damit ein Wechsel der Paritat |) 
der Gesamtwellenfunktion des Fermigases ; 


p (a +++ %_) = Dety Yi («:) (77) } 


verbunden. Dieses Verhalten der Wellenfunktion eines quantenmechanischen 
Systems gilt ganz allgemein, solange wir Zustaénde mit sehr groBen Quanten- 
zahlen betrachten. Hier ist es immer so, daB sich die Wellenfunktion des: 
Gesamtsystems nur ein wenig andert, wenn die relative Anderung der Quan-- 
tenzahlen, durch die der Zustand des Systems festgelegt ist, klein ist, obwohl } 
damit ein Wechsel der Paritit (z. B. neben einer Anderung des Drehimpulses# 
usw.) verbunden sein kann. 
Das eben geschilderte Verhalten der Wellenfunktion eines quantenmechani- 
schen Systems ist bekanntlich notwendig, damit fiir groBe Quantenzahle 
die quantenmechanische Beschreibungsweise in die klassische Beschreibungs- 
weise tibergeht (Korrespondenzprinzip). 

Ob wir aber selbst die schwersten Atomkerne in der eben geschilderten Hin-} 
sicht als Systeme mit sehr vielen Nukleonen ansehen kénnen, ist zweifelhaft. 
da in diesen Kernen z. B. die maximalen Bahndrehimpulsquantenzahlen, die§ 


1) Bei Absorption von elektrischer Dipolstrahlung muB8B sich bekanntlich die Paritat dee | 
Kerns und ebenfalls sein Gesamtdrehimpuls andern (s. dazu z. B. [42] S. 583ff. uncl 
I, 3b). | 


- gehorigen Dipoliibergangswahrscheinlichkeiten ergibt: 
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die Einzelnukleonen haben kénnen, nach dem Schalenmodell nur 6 —7, also 
noch relativ klein sind. Das gilt auch fir alle tibrigen Quantenzahlen, durch die 
Zustande der Kerne festgelegt werden. 

Zu diesem mehr theoretischen Uberlegungen treten insbesondere zwei experi- 
mentelle Tatsachen hinzu, die sich im Rahmen des hier betrachteten kollek- 
tiven Modells fiir die ,,Giant“-Resonanzen sehr schwer bzw. gar nicht ver- 
stehen lassen. 

Nach den hier skizzierten Vorstellungen sollte bei y — n bzw. y — p-Reaktio- 
nen die Emission eines Neutrons bzw. Protons so vor sich gehen, daB zunachst 
durch die hier betrachteten inneren StéBe die Kollektivschwingung zerstort 
wird und sich eine Art thermodynamisches Gleichgewicht einstellt, aus dem 
die Neutronen bzw. Protonen anschlieBend statistisch aus dem Kern hinaus- 
verdampft werden. Im Rahmen der Kernverdampfungstheorie kann man ab- 
schatzen (s. z. B. [6] S. 101ff.), daB das Verhaltnis der Verdampfungsneutronen 
zu den Verdampfungsprotonen danach gréBenordnungsmaBig 1: 10-7 sein 
miBte, da die Protonenim Gegensatz zu den Neutronen den Coulombberg des 
Kerns tiberwinden miissen (s. dazu z. B. I, 1a, [11] und [19]). Die Experimente 
zeigen dagegen, daB dieses Verhaltnis ungefaéhr 1:2 -10-% ist (Toms und 
STEPHENS [103], WEINSTOCK und HALPERN [104]). Weiter wurde ins- 
besondere in letzter Zeit bei einigen leichten und mittleren Kernen (z. B. 180) 
(KATZ u. a. [105], JOHANNSEN [106]) Andeutungen einer Linienstruktur der 
,,Giant‘‘-Resonanzen gefunden. 

Diese Ergebnisse fihrten WILKINSON [107] dazu, die ,,Giant‘‘-Resonanzen 
als Einteilchenanregungen im Rahmen des Schalenmodells zu deuten. Da- 
nach mu8 man sich vorstellen, daB bei den Kern-y-Resonanzen Nukleonen 
aus den abgeschlossenen Schalen der Kerne durch Dipolstrahlung angeregt 
werden. Diese Uberginge hangen in erster Naherung nicht von der Anord- 
nung der AuBennukleonen ab. Nach WILKINSON [107] erklart sich dadurch 
der relativ glatte Verlauf der Kern-y-Resonanzen mit dem Atomgewicht. 
Es kommen im wesentlichen folgende Einteilchendipoliibergange von den ab- 
geschlossenen Schalen in unbesetzte Schalen vor, wie die Berechnung der zu- 


Tabelle 12 


1g—>lh, 1h->1i, 2d—->2f, 38 3p, 
2d-—>3p, 1lg—>2f, 1h-—>2g. 


’ WILKINSON konnte zeigen, daB die Anregungsenergien dieser Uberginge 
* relativ benachbart liegen, und zwar in einem Bereich, der ungefahr den be- 
‘ obachteten Breiten der Kern-y-Resonanzen entspricht. Dadurch ]aBt sich 


auch sofort die wahrscheinlich vorhandene Linienstruktur der Kern-y-Reso- 
nanzen verstehen. Weiter 14Bt sich damit auch verstehen, warum relativ 


* mehr Protonen emittiert werden als nach der vorhin erwihnten Verdamp- 
| fungstheorie zu erwarten wire. Nach dieser Vorstellung wird zunichst ein 


Nukleon (Proton bzw. Neutron) durch die einfallende y-Strahlung in eines der 
in Tab. 12 angegebenen unbesetzten Schalenmodellniveaus angehoben, wo es 
entweder durch die Wechselwirkung mit dem Kernrumpf wieder seine Energie 
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an die itbrigen Nukleonen abgibt?), oder aber sofort oder auch nach verschiede- 
nen Reflexionen im Kernrand nach auBen entweicht. Man sieht daraus, daB 
sich dadurch wegen der bei der Absorption sofort eintretenden relativ hohen 
Anregungsenergie fiir ein Einzelnukleon das Verhaltnis der Protonenemission — 
zur Neutronenemission zugunsten der Protonenemission im Vergleich 
zu den entsprechenden Verhiltnissen bei der Kernverdampfung verschiebt. 
Die genauere Rechnung ergibt, das der eben skizzierte Mechanismus die 
richtige GréBenordnung fir das Verhaltnis der Protonenemission zur Neu- 
tronenemission liefert2). Allerdings kann dieser Effekt auch im Rahmen des . 
Kollektivmodells verstandlich gemacht werden. Nach Uberlegungen von , 
WILHELMSON [108] besteht eine starke Kopplung der Kollektivschwingungen 
an die Einzelnukleonen, wodurch eine relativ grobe Anregungswahrschein- - 
lichkeit dieser Nukleonen in unbesetzte Schalenmodellniveaus tiber den 
Mechanismus der Kollektivbewegung méglich wird. 

Die mit Hilfe des Schalenmodells berechneten Resonanzenergien der Kern-y- - 
Resonanzen kommen allerdings zu klein heraus (~ 9 MeV statt ~ 14 MeV in 
schweren Kernen), wenn man fir die Kernnukleonen mit einem geschwindig- - 
keitsunabhingigen Potential rechnet. Beriicksichtigt man dagegen, daB das 
resultierende Potential, in dem sich ein Nukleon bewegt, wegen der Austausch- - 
krifte geschwindigkeitsabhangig ist*), so kann man die Differenz zwischen 
theoretischen und experimentellen Resonanzenergien zumindest stark ver- - 
mindern. 

Aus den hier gebrachten Darlegungen geht hervor, daB die beiden hier skiz- - 
zierten Modellvorstellungen, die heute im wesentlichen zur Erklarung dert 
,, Giant‘‘-Resonanzen herangezogen werden, wesentliche Eigenschaften dieser 
Kern-y-Resonanzen teilweise sogar quantitativ erklaren kénnen. Es ist daher 1 
wahrscheinlich, da8 man zu einer vollstandigeren Theorie dadurch gelangt, daB : 
man die wichtigsten Ziige dieser beiden in gewisser Weise entgegegesetzten ( 
Vorstellungen in einer Theorie zu vereinigen sucht [109]. Zudem muB dier 
Theorie so erweitert werden, daB sie auch die Abhangigkeit der Energie- 
breite der Kern-y-Resonanzen von der Schalenstruktur der Atomkerne er-' 
klaren kann (DANOs [1174], OKAMOTO [119)). ) 
Zum SchluB dieses Kapitels kommen wir noch kurz auf das in I, 4 diskutiertes 
kollektive Kernmodell zu sprechen. Dort haben wir gesehen, daB sowohl diew 
fiir die Wechselwirkung der AuBennukleonen mit dem Kernrumpf mafgebende 
Potentialtopftiefe des Kernrumpfs als auch die fiir die Deformationsfahigkeit: 
des Kernrumpfs maBgebende Oberflichenspannung des Kernrumpfs zu) 
mindest gré8enordnungsmaBig aus der Weizsacker-Bethe-Formel entnommeni 
werden kann. Es wurde dabei bereits erwihnt, daB es bis jetzt noch nicht ge~) 


— ~ 


a 


1) Man kann die zugehérige unelastische Streuwahrscheinlichkeit z. B. nach der ant 
SchluB von II, 2 skizzierten Methode berechnen. 
2) Weiter ist zu erwarten, da besonders bei den energiereichen emittierten Nukleoner 
diese relative Protonenanreicherung sich besonders bemerkbar macht, waihrend die Ver# 
teilung der emittierten energiearmen Nukleonen im wesentlichen durch die Ver! 
dampfungstheorie gegeben wird. Auch das ist mit den Experimenten in Ubereinstimmung 
[103], [106]. 
3)Die Potentialtiefe nimmt mit wachsender kinetischer Energie der Nukleonen abil 


wie in II, 2 erliutert wurde. 
* 
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lungen ist, den Einflu8 der Schalenstruktur der Atomkerne auf diese Ober- 
flichenspannung einigermaBen quantitativ abzuschitzen. Weiter ist bis jetzt 
noch sehr unklar, wie man die fiir die Kernrotationen maBgebenden effektiven 
Kerntragheitsmomente bzw. die zu denin I, 4 behandelten Kernschwingungen 
gehorigen Schwingungsfrequenzen von den Zweikérperkraften her verstehen 
kann. Das heiBt, man ist bis jetzt noch nicht in der Lage, das kinematische 
Verhalten der Kernnukleonen bei den Kernrotationen und den Kernschwin- 
gungen von den Zweikorperkraften her zu verstehen. Ein interessanter Ver- 
such, diesen Sachverhalt bei den Kernrotationen zu klaren, wurde in letzter 
Zeit von PEIERLS [110] unternommen, der die Rotationsanregungsenergien im 
Rahmen eines Ritzschen Variationsprinzips zu berechnen versucht. Diese 
Untersuchung ist allerdings noch nicht abgeschlossen. 

Da in Kiirze in dieser Zeitschrift eine ausfihrliche Darstellung tber 
diesen Problemkreis*) erscheint, wollen wir uns mit diesen paar Hinweisen 
begniigen. 


5. Briicdkmersche Theorie der Kernkrafte 


Die in diesem Bericht bis jetzt dargestellten Methoden zur Berechnung der 
Kernwellenfunktionen, Kernbindungsenergien usw. haben den groBen Nach- 
teil, daB es sehr schwierig ist, sie auf Zweikérperkrafte anzuwenden, die fiir 
kleine Abstaénde (< 10-!% cm) sehr stark abstoBend werden (,,hard core“ der 
Kernkrafte). Bei den bis jetzt benutzten Kernwellenfunktionen ist nimlich 
nicht beriicksichtigt, da8 im Fall solch eines ,,hard core“ der Kernkrafte sich 
zwei Nukleonen nicht beliebig nahe kommen konnen, was bewirkt, daB mit 
diesen Kernwellenfunktionen die Energieerwartungswerte sehr stark positiv 
bzw. im Grenzfall eines unendlich starken Kraftanstiegs + oo werden”). Man 
kann zwar versuchen, Naherungsfunktionen zu konstruieren, die dem 
Rechnung tragen, daB die Nukleonen nicht in ihren gegenseitigen ,,hard core“ 
eindringen kénnen [112]. Dabei geht aber im allgemeinen die Orthogonalitat 
der Einzelnukleonenwellenfunktionen verloren und es wird sehr schwierig, 
die vollstandig antisymmetrische Gesamtwellenfunktion auf 1 zu normieren. 
Dies wird besonders schlimm, wenn man die Gesamtwellenfunktion des Kerns 


1) T. TAMURA: Quantum mechanical description of collective motion. 

2) Solch ein ,,hard core‘‘ der Kernkrafte — wie alle Zweinukleonenwechselwirkungs- 
krafte, die sich auf kleine Entfernungen Ar (Ar < 10-* cm) sehr stark andern — hat 
zur Folge, da& die Bewegungen der Kernnukleonen im Ortsraum sehr stark miteinander 
korreliert sind. Im Rahmen des Fermigasmodells bedeutet das, daB die Nukleonen- 
impulse an der Energieoberflache der Fermikugel sehr stark aufgelockert sind, da sich 
bekanntlich nur durch Uberlagerung vieler Impulseigenfunktionen solch starke Nukle- 
onenkorrelationen im Ortsraum darstellen lassen (Unschirferelation). Aus der Analyse 
von Streuexperimenten an schweren Kernen (z. B. 7-Mesonenstreuung und -absorption 
[111]) muB auf solch eine starke Randauflockerung der Fermikugel geschlossen werden 
(hohe Nukleonenimpulse bzw. die zugehérigen kinetischen Nukleonenenergien 
[Ekin > 25 MeV] kommen im Kern relativ haufig vor). Das Auftreten solch eines ,,hard 
core’ wird auch durch die Streuexperimente bei hohen Energien (Hstr > 50 MeV), 
wahrscheinlich gemacht, zumindest fiir einen Teil der Zweinukleonendrehimpuls- 
wellen, wenn man die Streuwelle nach Drehimpulswellen entwickelt (s. z. B. [111)). 
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in Abhangigkeit von einem oder mehreren Parametern bendtigt. Bekanntlich 
ist dies der Fall, wenn man die Bindungsenergie eines Kerns in Abhangigkeit 
vom Kernradius ausrechnen will, wie es z. B. fiir die Bestimmung der Energie 
des Kerngrundzustands mit Hilfe des Ritzschen Variationsprinzips notig ist. 
Daher ist die bis jetzt angewandte Methode praktisch nicht verwendbar, 
wenn man feststellen will, ob ein ,,hard core’ der Zweinukleonenkrafte (der 
mit den Zweinukleonenstreuexperimenten in Einklang ist) zu einer Absatti- 
gung der Kernkrafte fiihren kann. 

Von BRUCKNER u. a. [111] wurde daher ein systematisches Naherungsver- 
fahren entwickelt, das erlaubt, Zweikérperkrafte mit , hard core“ mit in die 
Betrachtungen einzubeziehen. Briickners Methode ist ein , self consistent '*- 
Naherungsverfahren, das man in gewisser Hinsicht als eine Erweiterung des 
von der Atomhiillenphysik her bekannten ,,Hartree-Fock‘‘-Verfahrens an- 
sehen kann. 

Man beginnt bei diesem Niaherungsverfahren mit einer antisymmetrischen 
,,unabhangigen Teilchenmodell- Wellenfunktion fir den Gesamtkern, wobei 
das fiir die Einzelnukleonenwellenfunktionen maBgebende Einteilchenpoten- 
tial ein hermitisches orts- und geschwindigkeitsabhangiges Potential ist, das 
man allgemein durch eine nichtdiagonale Wechselwirkungsmatrix (r’ |V|r) im 
Ortsraum darstellen kann. Die wirkliche Wellenfunktion entsteht aus dieser 
sogenannten »Modellwellenfunktion des Kerns“ durch eine Trans- 
formation, wobei diese Transformation im wesentlichen dadurch ge- 
wonnen wird, daB man fiir sie eine Entwicklung nach der Zweiteilchen- 
Dreiteilchenstreuung, Vielteilchenstreuung der Nukleonen im Kern ansetzt’). 
DaB dieses Verfahren zumindest bei den normalen Kernmateriedichten (und 
kleineren Dichten) relativ schnell konvergiert, liegt daran, da8, wie in I, 2 er- 
lautert wurde, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich 2 Teilchen in ihrem 
gegenseitigen Wechselwirkungsbereich befinden, viel gréBer ist als die ent- 
sprechende Wahrscheinlichkeit fiir 3 Teilchen. Analoges gilt fiir die hoheren 
Teilchenzahlen. Dariiber hinaus trigt auch das Pauliprinzip sehr wesentlich 
zur Konvergenz des Verfahrens bei. Bei wachsender Zahl der an der Mehr- 
teilchenstreuung beteiligten Nukleonen miissen néamlich immer mehr Nukle- 
onen aus der Fermikugel hinausin unbesetzte Niveaus gestreut werden, was 
die zugehérige Streuwahrscheinlichkeit sehr stark reduziert. Das Einteilchen- 
potential wird dabei so zu bestimmen versucht, da8B das Verfahren so schnell 
wie méglich konvergiert. 

Man kann mit Hilfe dieses Verfahrens, wenn man zunachst auch hier den 
Kernradius fest vorgibt, einen groBen Teil all der Kerneigenschaften (ge- 
schwindigkeitsabhangiges Potential des optischen Kernmodells, Schalen- 
modell usw.), die wir im Laufe dieses Berichts diskutiert haben, auch bei 
einem ,,hard core“ der Zweinukleonenwechselwirkungskrifte ableiten. DaB 
man auch bei einem ,,hard core“ der Kernkrifte im wesentlichen zu denselben 
Ergebnissen kommt wie ohne ,,hard core“, liegt daran, daB man sich die 
Wechselwirkung der Nukleonen in den Atomkernen in erster Naherung aus 
lauter Zweinukleonenstreuungen zusammengesetzt denken kann, wie in II, 2 


1) Dabei ist es wichtig, daB diese Vielteilchenstreuungen im gemittelten Potential der an 
der Streuung nichtbeteiligten Nukleonen ausgerechnet werden. 
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und eben erlautert wurde. Daher ist es — bei fest vorgegebenem Kernradius 
(A‘/s-Gesetz) —in erster Niherung nur wichtig, daB die Zweiteilchenwechsel- 
wirkungspotentiale so gewahlt werden, daf sie die Zweinukleonenstreu- 
experimente bei Energien Es; < 50 MeV richtig wiedergeben. 

Die grundlegende Frage, ob es méglich ist, allein durch Annahme von Zwei- 
kérperkraften mit ,,hard core“ und mit einem starken Tensorkraftanteil, die 
die Streuexperimente bis zu Streuenergien der GréBenordnung 100 MeV rich- 
tig beschreiben, eine Absittigung der Kernkrafte zu erhalten, konnte aller- 
dings auch mit dieser Methode noch nicht eindeutig geklart werden (BRUCK- 
NER u.a. [11/]). Es zeigt sich nimlich, daB gerade fiir solche Kernradien, wo 
sich die Absattigung der Kernkrafte bemerkbar machen miiBte (R < R- A’/s), 
wegen des mit Verkleinerung des Kernradius verbundenen Anwachsens der 
Nukleonendichte im Kern die Mehrteilchenstreuungen (3-Teilchenstreuung, 
4-Teilchenstreuung usw.) immer wichtiger werden. Die Konvergenz des Nihe- 
rungsverfahrens wird daher mit Verkleinerung des Kernradius immer schlech- 
ter. Bis heute konnte dieser Einflu8 der Mehrteilchenstreuung bei groBen 
Nukleonendichten im Kern noch nicht eindeutig abgeschatzt werden. Daher 
ist es im Augenblick auch noch nicht eindeutig méglich, anzugeben, ob diese 
Zweinukleonenkrafte den richtigen Absattigingscharakter besitzen oder 
nicht [113]. Es scheint aber, daB man mit den aus den Streuexperimenten 
(Estr < 100 MeV) folgenden Zweikérperkraften den Absattigungscharakter 
der Kernkrafte nicht allein erkliren kann, sondern es miissen wahrscheinlich 
auch Mehrkérperkrafte dabei mitwirken. Darauf weisen auch die in II, 2 kurz 
erwahnten Betrachtungen tiber die Wechselwirkung zwischen z-Mesonen und 
Nukleonen hin?)?). 


SchluB 


Wie wir im Laufe dieses Berichts gesehen haben, ist es in gewisser Weise 
mdglich, tiber die in der Kernphysik gebrauchten Modellvorstellungen von 
den Zweikérperkraften her nicht nur qualitative, sondern teilweise auch quan- 
titative Aussagen zu machen. Nach den Darlegungen in II, 2 hingt dies damit 
zusammen, daB es sehr oft méglich ist, eine ziemlich scharfe Trennung zwi- 
schen Kerneigenschaften, die im wesentlichen durch die Zweikérperkrafte 
bestimmt sind (z. B. Kernbindungsenergien, mittlere freie Weglinge eines in 
einen Kern einfallenden Nukleons), und solchen Kerneigenschaften, die durch 
die Absattigung der Kernkrafte entscheidend mitbestimmt werden (z. B. 
Nichtzusammenfallen der Atomkerne), durchzufiihren. 


1) Allerdings gab BRUcKNER auf der Konferenz iiber Struktur der Atomkerne in 
Israel (September 1957) an, daB die Rechnungen iiber die Absiittigung der Kern- 
krifte fiir einen unendlich groBen Atomkern noch einmal sorgfaltig iiberpriift worden 
seien. Dabei soll sich herausgestellt haben, daB man eine maximale Volumenbindungs- 
energie pro Teilchen von 14—15 MeV erhalt, was recht gut mit der Erfahrung 
[ Weizsaicker-Bethe-Formel I (6) und (7)] iibereinstimmt. Der Betrag der Drei- und 
Mehrteilchenkorrelationen soll dabei auch fiir das Problem der Absattigung in guter 
Naherung vernachlassigbar sein. 

2) Eine ausfiihrliche Darstellung der Briicknerschen Theorie in dieser Zeitschrift ist 


geplant. 
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Allerdings mu8 man sich damit begnigen, die in den einzelnen Modellen vor- 
kommenden Konstanten von den Zweikérperkraften her naherungsweise 
quantitativ zu berechnen. Es ist aber bis jetzt nicht méglich, die Modelle von 
diesen Kraften her in sich widerspruchsfrei abzuleiten. Dazu ware es notig, 
den Absattigungscharakter der Kernkrafte, der ein Zusammenfallen der 
Kerne verhindert, quantitativ mitzubericksichtigen, was bis jetzt noch nicht 
gelungen ist. Die in II, 5 kurz erwahnte Briicknersche Theorie der Kernkrafte 
gestattet zwar, die in diesem Bericht besprochenen Zusammenhange zwischen 
Kerneigenschaften und Zweikérperkraften z. T. systematischer zu diskutieren 
— darin liegt bis jetzt auch ihr Hauptverdienst —, aber bzgl. des Problems 
der Kernabsattigung hilft auch sie wahrscheinlich nicht viel weiter, da zu 
dieser Absattigung wahrscheinlich Mehrkérperkrafte wesentlich mit bei- 
tragen?). Dariiber, wie man solche Mehrkérperkrafte verniinftig in eine Theorie 
der Atomkerne einbauen kann, wei8 man bis jetzt praktisch nichts. Die 
Komplikationen sind hier noch um ein Vielfaches groBer als bei den Zwei- 
kérperkraften. 

Aus all diesen Griinden kann man zur Zeit tiber die Kerneigenfunktionen von 
den Nukleonenwechselwirkungskraften her nur sehr wenige Aussagen machen. 
Man kann daher diese Wellenfunktionen meist nur dadurch bestimmen, daB 
man sie so wahlt, daB sie hauptsichlich die kinematischen Kerneigenschaften 
(GréBe der Atomkerne, magnetische Momente usw.) richtig beschreiben. 
Daran wird sich wohl in absehbarer Zeit auch nicht viel andern. 

Aus denselben Griinden ist es im Augenblick auch nur ganz selten mdglich, 
wie in II, 3 erlautert wurde, iiber die (vor allem héheren) Anregungsniveaus 
der Atomkerne von den Zweikérperkraften her genauere quantitative Aus- 
sagen zu machen. 

Allen Mitgliedern und Gasten des Instituts fiir theoretische Physik moéchte 
ich vielmals fiir ihre hilfreichen Diskussionen wihrend der Entstehung dieses 
Aufsatzes danken, besonders aber Prof. Niels Bonr fiir seine Gastfreundlich- 
keit am Institut. 


CERN Theoretical Study Division am Institut fiir Theoretische Physik der 
Universitat, Kopenhagen, Blegdamsvej 177). 
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Anmerkungen bei der Korrektur: 


1. Zu Seite 500, Abschnitt 4, 2. Absatz: Wie mir erst vor kurzem bekannt 
wurde, wurde das Jensen-Steinwel-Modell bereits von A. MIGDAHL, Zurn. 
eksper. teor. Fiz. 15, 81 (1951) zur Erklarung der Giant-Resonanzen heran- 
gezogen. 


2. Zu Seite 510, 11. Zeile von unten. Im AnschluB an: »5++. ZU Vereinigen 
sucht“ ist zu erginzen: ,,Durch die Ununterscheidbarkeit der Nukleonen 
und das Pauliprinzip wird der Unterschied zwischen Einteilchenanregung 
und Kollektivanregung stark vermindert, da jetzt im Einteilchenbild bereits 
kollektive Ziige enthalten sind, s.z. B. M.D. BRuNK, Nuclear Physics 4, 215 
(1957).* 


3. Zu TeillI, Seite 448, Anmerkung 1. Statt ,,Das bedeutet ... Andert“‘ mu8B 
es heiBen: ,,Das bedeutet fiir den Kern, daB seine Spinrichtung sich bei der 
Abstrahlung so wenig wie méglich dndert.‘ 


4. Zu Teil I, S. 462, Zeile 10 von oben. Im AnschluB an: 55+». Verboten 
sind‘ ist zu erginzen: ,,Daher kénnen bei u-g- bzw. g-u-Kernen durch 
Coulombanregung die ersten beiden Rotationsniveaus (magnetische Dipol- 
und elektrische Quadrupolstrahlungsabsorption) im Gegensatz zu den g-g- 
Kernen (s. Anm. §S. 460) angeregt werden.‘ 


r 
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Die Integration in Funktionenraiumen und ihre Anwendung 
in der Quantentheorie’) 


Von I. M. GELFAND und A. M. JAGLOM 


Die Methoden der MaBtheorie und des Integrierens in Funktionenréumen 
finden zur Zeit nur in der Theorie der stochastischen Prozesse ausgedehnte An- 
wendung. Man kann aber schon heute mit Bestimmtheit behaupten, daB 
diese Methoden auch fiir eine Reihe anderer Teilgebiete der Mathematik und 
der theoretischen Physik (in erster Linie der Theorie der Differential- 
gleichungen, der Quantenphysik und der Hydrodynamik) von groBer Be- 
deutung sein kénnen. In unserem Vortrag wollen wir versuchen, die Frage 
der Anwendung dieser Methoden in der Quantenphysik kurz zu schildern?) 
und bei dieser Gelegenheit auch einige Fragen ihrer Anwendung auf dem 
Gebiet der Mathematik untersuchen. 

Man kann sagen, daB das Eindringen der Methoden des Integrierens in Funk- 
tionenraumen in die Quantenphysik mit dem Jahr 1942 begonnen hat, und zwar 
als FEYNMAN in Princeton seine Dissertation ttber das Prinzip der minimalen 
Wirkung in der Quantenphysik verteidigte, in der er eine neue Ableitung der 
Schrédingerschen Gleichung vorgeschlagen hat. Der volle Inhalt dieser Arbeit 
ist nicht verdffentlicht worden, aber den Teil dieser Arbeit, der fiir uns von 
Interesse ist, finden wir in der im Jahre 1948 erschienenen Ver6ffentlichung 
[1a]. 1949 ist auf dem Gebiet der Mathematik eine recht interessante Arbeit 
von Kac [2a] erschienen (siehe auch [2b]), die, wie der Verfasser selbst an- 
gibt, unter starkem Einflu&8 der FEyNMANschen Arbeit entstanden ist. In 
dieser Arbeit beschaftigt sich der Verfasser mit der Berechnung der Mittel- 
werte einiger Funktionale der Bahn einer Brownschen Partikel, indem er 
diese Aufgabe auf die Lésung von Differentialgleichungen zurtickfihrt, die 
mit der Schrédingerschen Gleichung verwandt sind. Dabei spielt ein spezielles 
,,MaB‘‘ im Raume der stetigen Funktionen eine bedeutende Rolle, das die 
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Bahnen der Brownschen Partikel (bei 
Vernachlassigung ihrer Trigheit) angibt. Dieses ,,.Maf‘‘ war schon in den 
zwanziger Jahren von WIENER [3] genau untersucht worden und tragt daher 
den Namen ,,Wienersches Map‘‘. Der Arbeit von KAc folgten dann mehrere 


1) Vortrag vor der 3. Unions-Konferenz in Leningrad vom 30.5. bis 4.6. 1955 iiber 
die Wahrscheinlichkeitstheorie und ihre Anwendungen unter dem Titel ,,Die Methoden 
der Theorie der stochastischen Prozesse in der Quantenphysik‘‘. Ubersetzung aus 
Uspechi mat. Nauk 11, 77 (1956). 

2) Einige Richtlinien fiir die Anwendung ahnlicher Methoden in der statistischen 
Hydrodynamik (Theorie der Turbulenz) werden in [12] angegeben. 
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Arbeiten von Wissenschaftlern verschiedener Linder, die dieses Thema 
-weiter entwickelt haben (siehe z. B. [4] bis [8]). Unabhangig von diesen ist 
seit 1944 eine Reihe von Arbeiten von CAMERON, MARTIN und ihren Mit- } 
arbeitern erschienen, die sich mit der Untersuchung einiger Fragen befaBt 
haben, die mit dem Wienerschen Mai im Funktionenraum in Verbindung4 
stehen (siehe z. B. [9] bis [21] und auch andere Arbeiten dieser Autoren). In} 
den letzten Jahren haben sich diese Untersuchungen z. T. den Arbeiten an-4 
geschlossen, die auf den Ideen von FEYMAN und KaAc basieren (vergleiche} 
[10b], [2] und [4]). | 
Wir haben eine Reihe von Arbeiten auf dem Gebiet der Mathematik genannt, 
die zur Entwicklung der FEYNMANschen Idee [Ja] beitrugen. Von den Ver-} 
tretern der theoretischen Physik ist diese Idee leider nicht ausreichend] 
gewiirdigt worden, wahrscheinlich weil sie neu war und man noch nicht er-4 
kannt hatte, daB ein Integrieren im Funktionenraum moglich ist. Jedenfalls¥ 
hat noch mehrere Jahre nach der Veroffentlichung der Arbeit [Ja] von dem 
in dieser Arbeit enthaltenen mathematischen Apparat fiir physikalische 
Untersuchungen nur der Autor dieser Arbeit selbst Gebrauch gemacht. Erstt 
im Jahre 1954 erschienen fast gleichzeitig zwei Arbeiten, in denen versuchtt 
wurde, die Methoden, die in [Ja] fiir den Fall der nichtrelativistischen 
Quantenmechanik angewandt wurden, auf den Fall der Quantenfeldtheorie: 
zu itibertragen. Das waren die Arbeiten von EDWARDS und PEIERIS [13], 
und von GELFAND und MINLOs [74]. Es fallt dabei auf, daB in diesen beiden 
Arbeiten jeglicher Hinweis auf die Arbeit [Ja] fehlt. Auch sind in beiden 
Fallen die Autoren auf die Notwendigkeit der Einfiihrung des Integrierens in 

Funktionenraumen auf einem anderen Wege gekommen?). 

Den Arbeiten [13] und [14] folgte plétzlich eine Reihe von ahnlichen Arbeiten, 
die sich mit der Darlegung der Grundtatsachen der Quantenfeldtheorie unte 
Anwendung von Funktional-Integralen befa8t haben (siehe [15] bis [23a] und 
einige andere). Wenn man mit diesen Methoden auch zunichst noch zu keinen 
neuen Ergebnissen gekommen ist, so ist es jedenfalls denkbar, daf died 
weitere Entwicklung der Quantenfeldtheorie, wenn sie auch mit der Uber-] 
windung einer Reihe von Schwierigkeiten physikalischer Natur verbundeng 
ist, schlieBlich in diesem Verfahren ihren mathematischen Ausdruck# 
finden wird. 
Merkwiirdigerweise wurden auch nach dem Erscheinen der FEYNMANschen§ 
Arbeit [Ja] die weiteren Untersuchungen von den Mathematikern und deng 
Physikern ganz unabhiingig voneinander entwickelt. Wir wollen darum aucl 
in unserem Vortrag die entsprechenden Arbeiten nach Méglichkeit parallel} 
betrachten. 


1. Integration im Funktionenraum nach dem WiENERSchen Ma8 


Das Wienersche Map. Wir beginnen mit der Definition des Wienerschen 
Ma8es im Raume der stetigen Funtionen und mit der Betrachtung einiger 


1) In diesen Arbeiten ist der Apparat der Funktionalintegration zur Lésung von) 
Differentialgleichungen im unendlich-dimensionalen Raum der Quantenfeldtheorie (den 
sogenannten Schwingerschen Gleichungen fiir Funktionalableitungen) eingefihrt 
worden. 
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rein mathematischer Fragen, die mit der Integration nach diesem MaB zu- 

_ sammenhingen. Diese Anordnung unserer Ausfiihrungen wird fiir die weiteren 

_ Untersuchungen die bequemste sein. Wir betrachten ein Teilchen, das unter 
der Einwirkung von zufilligen Sté8en (z. B. molekularen St6Ben), jedoch 
von keinen anderen wirkenden Kriften, eine Brownsche Bewegung langs der 

_ «-Achse ausfiihrt und das sich zur Zeit ¢ = 0 im Koordinatenanfangspunkt 
befindet. Vernachlissigt man die Trigheit dieses Teilchens, so wird die 
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Lage des Teilchens im Zeitpunkt 
t== 0 durch die Fundamental-Liésung der einfachen Diffusionsgleichung 


Oy a Cy 
Ot re on 


(1.1) 


} dargestellt (hier verstehen wir unter D den Diffusionskoeffizienten, der bei 
_ der Brownschen Bewegung unter der Einwirkung molekularer Krafte durch 
die bekannte Einsteinsche Beziehung mit der Masse und den AusmaBen des 
Teilchens, sowie mit der Temperatur und der mittleren Zahigkeit verkniipft 
ist) d.h. wir erhalten eine Dichte, die gleich 


1  4Dt 


(4xDiy © ae 


P(x) = 


} ist. Der Einfachheit halber wollen wir in den weiteren Ausfiihrungen D = 1/4 

_annehmen; durch eine entsprechende Wah! des Einheitensystems kann dies 
_ immer erreicht werden. Fir die Wahrscheinlichkeit, da& die Koordinate x(t) 
| des Teilchens sich zur Zeit t, im Bereiche a,< x(t,) <b,, zur Zeit ft, im 
meeereiche; d,< x(f,)<.b,,..., zur Zeit t, im Bereiche’ d,< x(i,) <b, 
befindet, wobei 0 <t,<t,< ... <t, ist, erhalten wir die Formel 


1 
[7 t, (tg —t,) ... (ty — tay] 


: 
fe My ba Dn zi (22 — %,)? (Zn — Tn-1)* 


if 
i Jase Be RE ody dae | (1.3) 
i 


uy Us dy, 


4 


Das MaB (1.3) der Zylindermengen (,, Quasiintervalle“* in der Bezeichnung 
von WIENER) im Raume aller Funktionen, die den Bedingungen 


tbe 


Beste be Seedy ss Oy SAE hg) Soy 
geniigen, kann nach einem bekannten Satz von KOLMOGOROV [24] auch auf 
| die Menge aller stetigen Funktionen «(r) des kontinuierlichen Parameters 7 
| fortgesetzt werden und heiBt das Wienersche Maf. WIENER [3] hat nach- 
| gewiesen, da ein solches MaB vollstaéndig ist auf der Menge der stetigen 
| (jedoch nicht notwendig differenzierbaren) Funktionen x(t), die fiir t = 0 
» gleich Null sind und einer Lipschitz-Bedingung mit dem Exponenten 
; 1/2 —e firein beliebiges « > 0 geniigen. Weiter hat WIENER nachgewiesen, 


daB fiir eine umfangreiche Klasse von Funktionalen F[a(t)] (besonders fiir 
39* 
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alle beschrankten stetigen Funktionale) im Raume C der auf einem Ak 
schnitt (0,t) stetigen Funktionen, fir die a(0) = 0 ist, ein Integral nacy| 
dem Wienerschen Ma8 existiert. Dieses Integral kann wie folgt berechna 
werden: die Kurve x(t) wird durch eine gebrochene Linie x, (t) so ersetza) 
daB die Eckpunkte | 


2(0) = 0, x(t) = %, U(te) = %, ---, T(tn) = 2n 
der gebrochenen Linie auf der Kurve x(t) liegen (wo t, =¢ ist und di 
Punkte t,, ty, ..., fg-; das Intervall (0,f) in n gleiche Teile der Lange At = t/f 


teilen). Das Integral des Funktionals F{«(t)] nach dem Wienerschen Majy 
wird dann definiert durch 


CG ; 
den ganzen Raum C' erstreckt und die Funktion F(2,, ..., %,) von 
Verinderlichen auf der rechten Seite der Formel den Wert unseres Funk) 
tionals darstellt, wenn a(t) dureh x,(t) ersetzt wird: 


Pe Vote hn) ae oe Cel ks (1.. 


Der Ausdruck (1.4) fiir das Integral nach dem Wienerschen MaB kart 
symbolisch in der Form 


t 
ro) _ f [@z()7? 
[qe] os 


geschrieben werden, wo N ein konstanter Normierungsfaktor ist, der «¢ 


: t | 
gewahlt wird, daB { d,x = 1 wird. In der Tat: ersetzt man nun [] dx(q 
0 


Y; 
durch das Produkt der Differentiale der ,,Koordinaten‘‘ x(z) fiir eine endlick 
t 


2 
Anzahl von Produkten t = t,, t,, ..., ty und das Integral ee aq 
6 


dt 


im Exponent durch die entsprechende Summe von Differenzenquotiente 


® [a (tis) — a(t)? 
Le (jaa) — Cb)? , so erhalt man aus (1.4’) die Formel (1.4). 


fas ity 
Beispiele. 1) Im einfachsten Fall, in dem F[a(z)] nur von den Werten der Funktiel 
a(t) in einer endlichen Anzahl von Punkten abhangt, ist das Integral (1.4) nach dd 
Definition ein gewdhnliches endlichdimensionales Integral. Die Berechnung bereiti3 
in diesem Falle keine Schwierigkeiten. Falls F[a(t)] = a(t) - X(to) > w(ts)... w(ty) isi 
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erhalten wir die bekannten Ausdriicke fiir die Momente eines Prozesses, der die Brown- 
sche Bewegung beschreibt: 


[ x(t)dy2 = 0 und iiberhaupt felt) ety) «2 (laess) due =0, (1.6) 


¢ Gc 
yo A 
[c(t alta) diye = b (ts te) = J min (bs te), (1.7) 
Cc : : 
[lt alta) «++ 2(lan) Gye =O (tas tay os tae) = 
Cc 
= ST Blh, 6) Blt) «oO, > tte) (1.8) 


Die Summierung auf der rechten Seite der letzten Formel erstreckt sich tiber alle még- 
lichen Aufteilungen der 2 k Indizes von 1 bis 2k in k Paare: (i;, t2), (43, t4)» +++» @spesitak) 


2) Ein aufschluBreiches Beispiel, in dem das Funktional F [a(z)] von samtlichen Werten 
t 
der Funktion z(t) abhangt, ist das folgende. Es sei F[x(t)] = exp ' / p(t) x? (rz) ar}, 
0 
wo / eine reelle Zahl und p(t) => 0 ist. Setzt man nun in (1.4) 
n n 
Mutt; , fe, ---5 Ym) = EXP {' > pj At): 2*(j At) at = exp % Aton Pj ai} ‘ (1.9) 
j=1 j=1 


ein, wo 


w 


. 
= =) py=pljAt), x= x(j At) (1.10) 


ist, und beriicksichtigt dabei die bekannte Formel 


co co nm 
aa wm Ajk Tj Lk n 
ee We Pha atest dL, — m2 [det (ayy)! (1.11) 
—co — co 


die stets giiltig ist, wenn a;, eine positiv definite Matrix ist), so erhalt man 
guitig ik P 


t 
il exp ( | p(t) 22(z) ar| dyx = lim [D™}"/s, (1.12) 
e i) fax 
wo D” die Determinante n-ter Ordnung 
2—A(At?p, —1 0 
—{ 2—i(Atip, —1 
| 0 —1 2 —A(At)* p, 0 
ya ge ae ea eh ria, ia ae 
' 0 0 0 pan gestaal fat ew at 1 
0 0 = a 1 — A(At)? pp 


| ist. Um den Grenzwert der rechten Seite von (1.12) zu erhalten, verfahren wir wie 
. folgt. Wir bezeichnen den Hauptminor (n — k + 1)-ter Ordnung der Determinante 


| 
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P ative . (nr 4 
(1.13), der rechts unten liegt, mit Dy”; entwickeln wir die Determinante D; ) nach de, 
Elementen der ersten Zeile, so erhalten wir die Rekursionsformel 


DE” a= (2 — 4 ADL DY, — Dio eek << eae (1.14)h 
Schreibt man nun p” (kAt) an Stelle yon po, so kann (1.14) auf die Form 


n n) (”) | | 
_D (kAt) — 2D' ee + Die + 2) At) _ —Ap(kAt) D™ ((k + 1) At) 


(1.14'4) 


gebracht werden. Da 


5 (n) 
n 


=1 -A(At)* p, und Dy = 1 — A(t)? (2p_ + Ppa) + 42 (AO)! Dy Da 
ist, erhalten wir 
D” (nAt) = 1 — A(At)?? pq, 


D™ (nat) — D™ (n — 1) At (1.18) 
a At a ek = A(At) [Pn + Pn — A(4t)* py Dy_1]- 


Somit wird D™ (kA t) diejenige Lésung der Gleichung (1.14’) sein, welche den Bedin) 


gungen (i.15) geniigt. Daraus folgt, daB TiN sich fiir n > co im Punkte kAt dem Wery 
der stetigen Funktion D(z) nahert, die die Lésung der Differentialgleichung 
d? D(t) | 

pee er ate == 1.16 
72 + Apt) D(z) = 0 (1.16) 
mit den Anfangsbedingungen i 
Dit)=1, D'(t)=0 (1.13) 


darstellt. Dementsprechend kann auf Grund von (1.12) die Formel 


4 ) 
[exp ' [ p(x) 2*(z) alice = [D(0)}-"/2 (1.18 
C 0 1 


gewonnen werden. Selbstverstandlich sind diese Ausfiihrungen nur dann giiltig, wenil) 
beim Ubergang von (1.4) zu (1.11) im Exponenten eine positiv-definite quadratischh 
Form steht, d. h. wenn 4 < min (A,, Ag, «++, Ay) ist, Wo Ay, Ay, ..., Ay die Nullstellen ded 
Determinante (1.13) sind. Es kann nun gezeigt werden, daf fiir n —» oo diese Nullstellex 
in die Eigenwerte der Gleichung (1.16) mit den Randbedingungen D’(t)=0 un | 
D(0) = 0 iibergehen, so daB® A kleiner als der kleinste dieser Eigenwerte sein muf 
Fiir den einfachsten Sonderfall, in dem p(t) = 1 ist, erhalten wir D(t) = cos VA (t—tl 
und daraus 

t 


[ exp ( [ x(x) a| dx = (cost Va)rs fir VA< peck (1.19 
0 


é 20° 


Dieses Ergebnis (1.18) haben als erste CAMERON und MarTIN in [9a] nach einer Methods 
erhalten, auf die wir spiter noch zuriickkommen w 
steammt von Montrorr [25], 


rechnung von Integralen nach dem Wienerschen MaB8 zu finden sind. | 
Das ,,bedingte‘‘ Wienersche M ap. Setzt man in der Formel (1.3) t, =¢, leg@ 


den Wert x, = x(t) = X fest und fiihrt die Integration nach dieser Kor 
ordinate nicht durch, so definiert das entsprechende Integral ein bestimmtet{ 


ee or ee + 
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MaB der Zylindermenge a,< x(t,) <b), ..., Gpn-y< U(tn-1) < On_-, des 
Funktionenraumes, das dann weiter auf die Menge aller  stetigen 
Funktionen a(t),0 <1 <#t fortgesetzt werden kann. Es fallt nicht schwer 
nachzupriifen, da das MaB des gesamten Raumes in diesem Falle gleich 
(xt)-‘/? exp {—X2/t} ist. Die Menge des vollen Mafges ist in diesem Falle die 
Menge aller stetigen Funktionen a(t), die fiir +t=0 gleich Null und fir 
t =t gleich X sind und die denselben Bedingungen der ,,Glattheit‘‘, wie auch 
im gewohnlichen Wienerschen Mae geniigen. Wir bezeichnen das Integral 
des Funktionals F [2 (r)] nach diesem neuen MaB, erstreckt tiber die Menge aller 
stetigen Funktionen, die den Bedingungen «(0)=0O und a(t)=X ge- 
niigen, mit 


| Fle@)] duan ®- (1.20) 


Cx 


Man kann dieses Integral mit Hilfe einer Formel berechnen, die sich von 
der Formel (1.4) nur dadurch unterscheidet, daB auf der rechten Seite dieser 
Forme! das Integral nach dz, fehlt. Es ist also 


[| Fl2(t)] doz = i [ Fle@) dean | dX. (1.21) 


—oo (Ci,x 


Wenn nun das Integral nach dyg, x) x bekannt ist, konnen wir das Integral 
desselben Funktionals nach dem MaB d, x durch eine Quadratur bestimmen. 
Neben dem MaB d,,¢4. x, x wollen wir auch das normierte Maf 


BES 
deux t= Vate* duc.x % (1.22) 


betrachten. Das Integral des Funktionals nach dem MaB dj ¢,x x hat die 
Bedeutung einer bedingten mathematischen Erwartung des entsprechenden 
Funktionals der Bahn des Brownschen Teilchens unter der Bedingung, daf 
diese Bahn im Zeitpunkt t durch den angegebenen Punkt X geht. Neben diesen 
MaBen dy «,x, x und d% x, 2, die auf der Menge C;, y aller stetigen Funktionen 
erklart sind, die den Bedingungen x(0) = 0 und x(t) = X genigen, mussen 
mitunter auch ahnliche MaBe dy, x,;t,x) 2 und die, x,;t,x) v untersucht werden, 
die fiir die Mengen O,, y,;1,x aller stetigen Funktionen mit den Bedingungen 
x(t.) = X, und x(t) = X erklart sind. Die Integration nach diesen neuen 
Maen kann jedoch auf die uns schon bekannte Integration nach der Kurven- 
menge, die im Punkte (0) = 0 beginnen, zuriickgefihrt werden, und zwar 
gilt 


| F[2x(t)] dua. x5t, % = [ F(X + 2(t)] dw et, x-xy 2") (1.23) 


Cry Sale § Ct-t,,X-Xo 


1) Ist das Funktional F[2z(t)] = F[x(t),t], also explizit von t abhangig, so muf 
rechts in der Formel unter dem Integralzeichen F[Xp+ x(t), t+ 1] stehen. 
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“! 


Ebenso wird auch bei den normierten MaBen mit dem , sternchen“ ver- — 
fahren (diese Gleichungen kénnen auch zur Definition der MaBe dy @t,,x.; 2,4) 0 


und 4% «,,x,; 1,1 % verwendet werden). 
Beispiele. 1) Genau so, wie auch im Falle des gewohnlichen Wienerschen Mafes kann das _ 
Integral des Funktionals F[x(t)] nach dy t,xX) © und as (, xX) %, das nur vom Wert der | 
Funktion z(t) in einer endlichen Anzahl von Punkten abhangig ist, auf ein einfaches | 
endlich dimensionales Integral zuriickgefiihrt werden. Wenn F[zx(t)] = xu (t,) x(t) -<e || 
x (t,)ist, konnen die Integrale nach dem MaB d* (t,x) & leicht bestimmt werden und geben | 
uns die bedingten Momente fiir die Bahn des Brownschen Teilchens an (unter der Be- | 
dingung, da8 diese Bahn im Zeitpunkt ¢ durch den Punkt X geht): | 


t 
{ a(t) dog,x) t= = x. (1.24) 
C1,x 


Allgemein ist 


t t hers 
/ Eo = vs x| Ea = +x] ae (ua) = = x| dou, xy t = 09, (1.24’) 
Cy,x 
foe , t t (it 
/ Ea a +x Ea a + x| d% ex) & = by (ty ty) = vei , & <—t,, Ce 
C1,x 


—~_ 
Ueeccou! 
a8 
a 
| 
| 
mals 
Et 
& 
3 
| 

|. 


t tog 
; x| oars Ea _ tt | dist, X) x = b; (hp te, ---> bax) = 


== >’ biltgzs ty.) By Wars te.) «-« ba leg a teed 


auch hier erstreckt sich die Summierung auf alle méglichen Aufteilungen der 2k Indizes [ 
von 1 bis 2k auf k Paare: (i, %,), (tg, %4)>-++» (tgn-a> tox) 


2) Wir betrachten noch das Integral 


t 
5 af p(t) a? (t)dt 


e dwit,x) x =I, (1.27) 
Cux 


indem A = (aj), c= 2 a55;b,, (ayy) = A? ist und welches mit dem Integral 
ik 

(1.18) verwandt ist. Unter Verwendung der Formeln (1.9) und (1.4), indem man in 

(1.4) x, = X annimmt und keine Integration nach x, durchfiihrt, kommt man 2u 

einem endlich dimensionalen Integral, das sich vom Integral (1.11) dadurch unter- 

scheidet, daB im Exponenten unter dem Integralzeichen noch der Summand 2(4t)"! X 

%_-, vorhanden ist, der linear von a,_, abhingt. Wir benutzen nun die allgemeine Formel 


n—1 


0° fo) Ree ie naa ae co * 
asd food byay)e 7°” da, .. Pes AS pie 
pbk (= ) dni = Tea ayn | Fe “du, 


1 Ow. 


(1.28) 


es ee EEE EEO eee EO lhe 


~~... 


tS 


= a a a pe 


en ee 
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die man am einfachsten durch wahrscheinlichkeitstheoretische Uberlegungen erhilt?). 
Mit Hilfe dieser Formel kann das endlichdimensionale Integral auf die Form: 


2s co P Goat is 
: é Bute 4X2. p(-2) 
i, = “ef paid et ecaiag (Piss a 5 a 
a EF] [xD 1] Ie At De 1) 


- co 


gebracht werden. Hier ist D("~1) der in der linken oberen Ecke der Determinante (1.13) 
liegende Minor (n — 1)-ter Ordnung, wobei die untere Zeile dieser Determinante zu- 
sitzlich mit At multipliziert ist, und D— *) der ebenso umgeformte obere linke Haupt- 
minor (n — 2)-ter Ordnung derselben Determinante (1.13). Der weitere Ubergang zum 
Grenzwert erfolgt wie in (1.12). Da der Exponent in der Formel fiir J, nach dem Ein- 
X2 = D(-1) _ p(n-2) 
setzen des Wertes fir c? gleich — —_—,_ - -______+__ wird, kann das End- 
resultat Dye? At 
D (0) 


I=[aD, Oe PO (1.29) 


leicht erhalten werden. In dieser Formel hat D(0) denselben Wert wie auch in (1.18). 
D,(0) ist der Wert der Losung der Differentialgleichung (1.16) mit den Anfangsbedin- 
gungen 

1D (t— 0; D;(t) = —1. (1.30) 
fiir t = 0. Integriert man nun die linke Seite der Formel (1.29) tiber X von — o bis 
+ co, so erhalt man auf Grund von (1.21) wieder die Formel (1.18). 


Fiir den Spezialfall p(t) = 1 erhalt man D,(r) = (A)-’/: sin VA (t — t) und daraus 


t 
2 — — 
tfa*(sae Vi o— Vite tVa- x? 


e dy t,x) ¢ = (1.31) 
Va sint VA 


C.,x 


(es ist klar, daB diese Formel nur fiir VA < a/t richtig ist). 


t 
Das Integral des Funktionals exp {= i V[a(t)] ar| nach dem Wienerschen Ma. 


6 
Eine unmittelbare Berechnung des Integrals des Funktionals F[a(t)] nach 
dem Wienerschen Ma8B mit Hilfe der Formel (1.4) kann nur in einzelnen, 
ganz speziellen Fallen durchgefiihrt werden. Eine Formel fiir das endlich- 
dimensionale Integral auf der rechten Seite von (1.4) existiert in der Regel 
nicht, und ein Ubergang zum Grenzwert kann in dieser Formel nicht durch- 
gefiihrt werden’). 

1) Bei entsprechender Normierung wird durch das Integral (1.28) der Mittelwert der 
Funktion F (uw) ausgedriickt, wo u = >) b; x; eine Linearkombination zufalliger GréBen 
ist, die normal verteilt sind mit verschwindenden Mittelwerten und der Matrix der 


1 
zweiten Momente i (a; ~)71. Daraus folgt, daB wu ebenfalls normal verteilt ist mit dem 


Mittelwert Null und der Dispersion c?/2. 

2) Es kann sich selbstverstandlich nur um die zahlenmaBige Berechnung des Integrals 
nach dem Wienerschen MaB handeln. Die ersten Ergebnisse in dieser Richtung findet 
man bei CAMERON [10a]. Diese Frage soll aber hier nicht besprochen werden. 
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Von Interesse werden also diejenigen Ergebnisse sein, die eine Zuriickfih- — 
rung der Berechnung solcher Integrale auf traditionelle mathematische | 
Probleme erméglichen. Eines der wichtigsten Ergebnisse dieser Art ist das | 


Ergebnis von Kac [2], welches die Beziehung der Integrale eines Funk- 
t 


‘tionals der Form exp {— i! V[a(t)] dv} nach dem Wienerschen Ma8 zur 


6 

Losung einer speziellen parabolischen Gleichung betrifft. Hier soll V(z) 
eine geniigend ,,gute‘‘ Funktion sein (z. B. eine stetige Funktion, die nach 
unten beschrankt ist)"). 

Zuniachst soll das Integral des gegebenen Funktionals nach dem ,,bedingten“ 
Wienerschen MaB dy, x): 


t 
vi.) =fexp{—[Vat)del dev. 2 (1.32) 
Ci,x 0 


betrachtet werden. Laut [2] ist die Funktion y(X,t) fir t >0 eine fir» | 
X > +00 gegen Null strebende Lésung der folgenden parabolischen Diffe- .| 
rentialgleichung 
Op({X,t) 1 y(X,t) 
Ot = OX? 
welche die Bedingung p(X, 0) = 6(X) erfiillt, in der 6(X) die DiRAcsche 
6-Funktion ist. Auf Grund von (1.21) erhalten wir die recht einfache 


— V(X) p(z, t), (1.33) 


- 


t 
Formel fiir das Integral des Ausdruckes exp te [ V{a(z)] ar| nach dem 
Wienerschen MaB: 0 


t : 
ml {(Viz(] + a%(r}ar t 


co 


t 
uf exp a V [x(t)] a:| dyx = J e 


C) 0 


foe} 


= | p(X, t) aX, (1.34) )) 
Es ist noch zu bemerken, daB auf ahnliche Weise auch die Losung p(X, t;-Xo) i 


der Gleichung (1.33), die der Bedingung yw(X,0) = 6(X — X,) geniigt, , 
dargestellt werden kann: 


C1,x—Xo 


t 
w(X,t;X) = [exp tral VIX + 2(e)} drt daa. aory 2 (1.35) | 
0 


Allgemein ist die Fundamentallésung p(X, t; Xo, to) der Differentialgleichung ; 
(1.33), die der Bedingung p(X, t) = 6(X — X,) geniigt, fiir t > ty gleich i 
t 
p(X, t; Xo, t) = f exp is | V[x(z)] ar| day (ty, X94, X) % (1.36) )) 

t 


Cto Xos t, X 0 


1) Man darf annehmen, daf die Funktion V («) auch von t abhangt. Der Einfachheit hal- -| 
ber wollen wir im folgenden jedoch nicht V[x(z), t], sondern V[2(z)] schreiben. | 
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[vgl. (1.23)]. Mit der Funktion (1.36) kann auch die allgemeine Lésung der 
Gleichung (1.33) fiir beliebige Anfangswerte (X, t)) = Wo(X) aufgestellt 
werden. Diese Lésung ist 


y(X, t) = | yo(Xo) p(X, t; Xp, fo) dX. (1.37) 


Die einfachste Methode zur Ableitung der hier angegebenen Ergebnisse ist wohl 
die von FEYNMAN fiir die Anwendung auf die Schrédinger-Gleichungen vor- 
geschlagene. Eine exakte Begriindung dieser Methode (die auch in unserem 
Falle Anwendung finden soll) ist von BLANC-LAPIERRE und ForRTET [6] 
und unabhangig von diesen von DINKIN [7a] gegeben worden. Grundlegend 
hierfiir ist die Tatsache, daB wegen der Unabhingigkeit der Inkremente des 
Prozesses x(t), der die Brownsche Bewegung beschreibt, in sich nicht iber- 
lappenden Zeitabschnitten die Funktion (1.36), die den Mittelwert des 


t 
Funktionals exp o i, V [(x(t)] ar| lings aller Bahnen dieses Prozesses 


fo 
angibt, die im Zeitpunkt f, im Punkte X, beginnen und im Zeitpunkt ¢ im 
Punkt X enden, fiir {j< t;< t der Beziehung 


p(X, t; Xp, to) = f y(Xy, ty; Xo, fo) p(X, t; X,, h) dX (1.38) 


— co 


genugt. Diese entspricht der bekannten Gleichung von SMOLUCHOWSKI- 
KoLMmocoroy fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten eines Markoffschen 
Prozesses. Hieraus kann man unter einigen einfachen Regularitaétsannahmen 
tiber V(x) die Gleichung (1.33) erhalten, ebenso wie KOLMOGOROV die 
Grund-Differentialgleichungen fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten der 
Markoffschen Prozesse abgeleitet hat (siehe z. B. [26] §52). Das Glied 
V(X) p(X, t), durch welches sich die Gleichung (1.33) von der itiblichen 
Diffusionsgleichung (von FOKKER-PLANCK-KOLMOGOROV fiir den ProzeB 
der Brownschen Bewegung) unterscheidet, ist hier darum vorhanden, weil 
die Funktion yw(X,,t + At; X,t) keiner Normierungsbedingung geniigt: 


— 6 


[w(t + At, X,;t, X)dX,+1 (aagezen ist laut (1.36) lim |1 — [ p(X, 
=e At-+0 - 


t + At; X, t) dX, | = V(X) |. Einen zweiten recht allgemeinen Weg, dieses 


Ergebnis und eine Reihe diesem ahnlicher Resultate zu erhalten, findet man 
bei DINKIN [70]. 

Es ist zu vermuten, daf die aus (1.35) und (1.37) folgende Méglichkeit, 
die Lésung der Differentialgleichung (1.33) als Funktionalintegral dar- 
zustellen, allgemeinen Charakter tragt. Ersetzt man némlich die Differential- 
gleichung durch eine Differenzengleichung und lést diese schrittweise, indem 
man von den Anfangswerten ausgeht, so wird der Lésungswert im Punkte 
(X,t¢) als eine Summe dargestellt, die tiber alle vorausgegangenen Netz- 
knoten zu erstrecken ist. Diese Summe kann auch als eine Summe von 
Beitragen zu der Losung von den einzelnen gebrochenen Linien betrachtet 
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werden, die iiber eine Reihe von benachbarten Netzknoten den Bereich der 
Anfangswerte mit dem Punkt (X, ¢) verbinden. Die endgiiltige Darstellung 
der Lésung als Funktionalintegral kann als eine nach dem Grenztibergang 
erhaltene ahnliche Summe von Beitragen zu der Losung von verschiedenen 
kontinuierlichen Bahnen betrachtet werden, die den Bereich der Anfangs- 
werte mit dem Endpunkt verbinden. Es ist dabei zu vermuten, daB solche 
Art der Lésungsdarstellung fiir einen weiten Kreis von Aufgaben méglich ist 
und somit in der Theorie der Differentialgleichungen bestimmt von Interesse 
ist 1). 

Es dav interessant eine solche Darstellung fiir die Lésung des Cauchyschen 
Problems zu untersuchen und zwar fiir eine Reihe von Differentialgleichun- 
gen, die sich von der Gleichung (1.33) unterscheiden und fiir welche die 


; : oe aa ee : Ou Otu 
Aufgabe sachgemaB ist (wie z. B. fiir die Lésung der Gleichung 1 cen 


Wir werden weiter an dem Beispiel der Schrédinger-Gleichung sehen, daB 
man bei dieser Art der Untersuchung schon bei sehr einfachen Differential- 
gleichungen auf betrichtliche Schwierigkeiten stoBen kann. 


Die hier gegebene Ableitung der Gleichung (1.33) andert sich sachlich nicht, wenn man 
t 


an Stelle des Integrals des Funktionals exp ) — / V[x(z)] dt $nach dem Wienerschen 
0 


MaB, d. h. des Mittelwertes dieses Funktionals beziiglich der Bahnen eines Prozesses x(t), 
welcher eine Brownsche Bewegung beschreibt, den Mittelwert des Funktionals beziiglich 
der Bahn eines beliebigen stetigen Markoffschen Prozesses x(t) nimmt. In diesem wie 
auch im allgemeinen Fall kommen wir zu einer parabolischen Gleichung zweiter 
Ordnung, die sich von der Differentialgleichung fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten 
des entsprechenden Prozesses nur durch das Glied — V(X) y(X,¢) auf der rechten 
Seite unterscheidet. Es ist wichtig, daB diese Gleichung (wie auch aus ihrer Ableitung 
folgt) nur vom ersten und von den zweiten Momenten des Prozefizuwachses fiir kleine 
Zeitabschnitte, nicht aber von allen statistischen Charakteristiken fiir a(t) abhangt. 
Dieser Umstand gestattet es, die Ergebnisse, die der Integration der Funktionale 
nach dem Wienerschen Maf entspringen, auch fiir den Beweis eines weiten Kreises von 
Satzen tiber den Grenzwert von Summen mit statistisch unabhingigen Summanden 
nutzbar zu machen (siehe die Bemerkung iiber das Arkussinusgesetz am Ende 
des folgenden Beispieles 1, ebenso die daran ankniipfende interessante Arbeit von 
ProcHorRow [27], die sich mit der Art befaBt, wie an den Beweis der Grenzwert- 
sitze heranzutreten ist). Andererseits kann daraus noch eine Beweismethode des Satzes 
iiber die Beziehung der Funktion (1.32) zur Lésung der Differentialgleichung (1.33) 
erhalten werden. Ersetzt man den ProzeB a(t) durch eine Summe diskreter, zufalliger 
und unabhangiger Groen — Inkremente des Prozesses fiir kleine, sich nicht iiber- 
lappende Zeitabschnitte — und stellt zuvor fest, da8 fiir die Grenzwertbeziehungen nur 
die ersten zwei Momente der betreffenden GréBen, nicht aber ihre Verteilungsfunktionen 
wichtig sind, so kann angenommen werden, daB alle diese Groen nur zwei Werte haben 
konnen +4 und —4 (jeder mit der Wahrscheinlichkeit 1/2). Fir die Funktion 


1) Ks ist moglich, daB in einer Reihe von Fallen das MaB selbst nicht vorhanden ist. 
Man hat dann nur eine Integrationsmethode fiir einen gewissen Kreis von ,,recht guten* 
Funktionalen, so daB man in diesem Falle nicht von einem Ma, aber von einer 
,,Distribution®’ im Funktionenraume im Sinne von ScHWaRTZz sprechen kann (d. h. 
von einem ,,verallgemeinerten MaB“‘). 


| 
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p(X, t; Xp, t)) kann dann aus wahrscheinlichkeitstheoretischen Uberlegungen eine 
Differenzengleichung erhalten werden, die in der Grenze die gewiinschte Differential- 
gleichung liefert. Diese Methode der Ableitung der Gleichung (1.33) wurde von Kac 
2a] angewandt. 

Ist die Funktion V(X) nicht von t abhangig, so kann die Bestimmung der 
Lésungen p(X, t; Xo) = p(X, t; Xo, 0) und p(X, t; Xp, t) = p(X, t—b; 
X,, 0) = p(X, t —ty, Xo) der parabolischen Gleichung (1.33) auf die Losung 
der gewohnlichen Differentialgleichung 


1 dp (X) 
‘A etx 


—[V(X) + E)p(X) =0 (1.39) 


zuriickgefiihrt werden. In der Tat: wird die Gleichung (1.33) mit Hilfe der 
Laplaceschen Transformation gelést, so kann gezeigt werden, daB die 
Funktion 


ge(X) = [ p(X, t; Xp) e Fd (1.40) 
0 


die Differentialgleichung (1.39) erfullt. Die Bedingungen dafir, daB (XGpieX 4) 
fiir X > too gegen Null und fir t—0 gegen 6(X — Xp) strebt, liefert 
fiir yg(X) die folgenden Bedingungen 


dr 


dr ag 
Me OPE ee da 41) 


X)-0 fir X>~ +0, me 
Pe(*) # IAS dae 2c 


(die Funktion gz(X) selbst ist im Punkte X, stetig'). 

Durch die Bedingungen (1.41) ist die gesuchte Lésung der Gleichung 
(1.39) eindeutig bestimmt. Hat man diese ermittelt, so wird die Funktion 
y(X,t;X,) nach der Umkehrformel der Laplace-Transformationen ge- 
wonnen. 


_ Eine andere Méglichkeit, die Berechnung der Funktion w(X,t; Xy) auf die 


Losung der Differentialgleichung (1.39) zurickzufiihren, besteht darin, daB 
diese Funktion in eine Reihe nach Eigenfunktionen entwickelt wird. 
Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB die Gleichung (1.39) ein rein 
diskretes Spektrum mit den Eigenwerten Hy, By, ..., E,, ..+, besitzt. Die 
zugehorigen normierten Eigenfunktionen seien G(X) 5 Ga(X)s 00» Pr(X)5--- 


1) Beriicksichtigt man die Formel (1.40) und die Bedingungen, denen w(X, t; Xo) ge- 


niigen soll, so kann man leicht beweisen, daB | p(X + &) — p(X — «)| fir e+ 0 
gegen Null strebt; dann kann aus der Beziehung 


Xot+é oo x xX 2 

r 0 5s Lyrad 

| Il yp ( 0) ie ha a: rix)y| e~ EtdtdX =0 
X,—eée 0 


at 4 aX? 


und der Bedingung p(X, t; X))>6(X — X,) fir t—+0 folgende Beziehung ab- 
geleitet werden: 


lim 


e—0 


Ope (Xot+®) Or (Xo—2)] _. 4 
ax ax ; 
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Das Funktionensystem {y,(X)} bildet dann eine orthonormierte Basis in i? 
und das Funktionensystem {pn(X)-@m(Xpo)} eine orthonormierte Basis in 


dem analogen Funktionenraum zweier Veranderlicher X und X,. Ent- 
wickelt man nun w(X,¢t; X9) nach dieser Basis in eine Reihe rae bertick- 
sichtigt dabei, daB Lyy = a, , Ly, y= — = mit Ly = esas — V(X) 
gilt, sodaB Ly p_(X) = —LELngn(X), Lx, m(Xo) = — EmPm( Xo) ist, soist leicht 
einzusehen, daf in dieser Entwicklung der Koeffizient a, (t) von ~,(X)Pm(Xo) 
die Form @j,(¢) = Onmdne-="* hat). 

Da aber auBerdem y(X, 0, Xo) = 6(X — Xp) ph res (X,) ist, muB 
Gn = 1 sein, d. h. es ist 


p(X, t; Xo) = Se Pn(X) Ga(Xo)- (1.42) 


Nach dieser Formel kann y(X,¢; X9) aus den bekannten Eigenfunktionen 
und den Eigenwerten der Differentialgleichung (1.39) bestimmt werden. 


Beispiele (Kac [2a]) 1) Es sei 


1 + sign X (fir -=xX- => 0; 
OS aaiire © 0 fir X <0. ie 
Die Gleichung (1.39) nimmt in diesem Fall die Form 
1 do re 
‘41d Vata: + F)y =0, 2.6350 
1 do , (1.44) 
an. Die Lésung dieser Gleichung, die fiir X — + co gegen Null strebt, ist: 
Ae~2VI+EX far X30, 
p(X) = (1.45) 
Be? VEX fir X <0. 
1) Durch partielle Integration erhalten wir: 
eas f cee ~~ y(X) Gm( Xo) IX dX, = 
oO co 
= | | Le V(X; X0) o9(X) om (Xo) dX dX, = 
= | [ (%ts X40) Ly Gal) Om(Xe) dX dX = — Bygy (t 


oy 
und analog, indem man die Beziehung — Fhe Ly, beriicksichtigt: 
94mm (t) 


at = — En dam(t). 


Daraus folgt die angegebene Formel. 


a ee a ae 
. < Qt Oe ee a Se ae 
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Die Bedingung fiir die Stetigkeit der Funktion g(X) bei X = 0, sowie die Bedingung 


y’ (+ 0) — 9’ (— 0) = — 4 fiihren zu folgenden Werten fiir die Konstanten A und B: 
2 
VE+V1+E 


Auf Grund von (1.40), (1.32) und (1.34) erhalt man 


I {fee - a ie2| osni gee 


z(t) >0 
tal 
5 i) y 0 VE 1 
ee e-2VitExX gx 4 | e2® VEX dX} = = 
mead ak VE(1 + E£) 
Ee a cae gn 
EON GE Wyse aay) ay 
und daraus 
ex _ J dt\ dyx = ss ag i a 2) gto ag (1.48) 
A P ow a k=0 k! k = wt i i 
iG z(t) >0 0 
txt 
Da aber 
t 
[exp fe [ ar} (if, fe-s dF (t;) (1.49) 
ro 0 


x(t) >0 
txt 


ist, wo F(t,) die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, daB der Punkt x(t), der die Brown- 
sche Bewegung langs der x-Achse durchfihrt und zur Zeit t = 0 im Nullpunkte liegt, 
im Zeitintervall von 0 bis t sich fiir eine Zeitdauer < ¢,, auf der rechten (positiven) 
Seite befindet, so muB F(t,) mit der Verteilungsfunktion der GroBe t - cos? 6 tiberein- 


m 
stimmen, wobei # im Intervall 0<0< = gleichmafig verteilt ist d.h. es ist 


2 : ty 
F(t,) = 2 aresin Y —-* (1.50) 


Entsprechend den Ausfiihrungen auf Seite 528 wird ebenso auch das Grenzwert- 
gesetz (fiir t—> oo) der Verteilung einer Anzahl positiver Teilsummen aus ¢ gegen- 
seitig unabhangiger und gleichverteilter GroBen lauten, die den Mittelwert Null und eine 
endliche Dispersion besitzen (Arkussinusgesetz; vgl. z. B. [28] Abschnitt XII, § 5). 


2) Es soll V(X) = CX? sein. In diesem Falle nimmt die Gleichung (1.39) die Form 
1 
ae = CX? (X) = Ey (X) (1.51) 


an. Ihre Eigenwerte sind bekanntlich (vgl. die Behandlung der Schrédinger-Gleichung 
fiir einen Oszillator in einem Lehrbuch der Quantenmechanik): 


E, = (n+ 3) (n = 0, 1, 2,...), (1.52) 
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die entsprechenden Higenfunktionen | 


40-4 4 _ Vax iW 
oalX) = Vor 7a Hs WAC) ass, (1.53) | 
n! 
wo H,,(z) die Hermiteschen Polynome sind. Auf Grund von (1.42) erhalt man daraus | 
= (n+) Vot 
sj40 ve ve 


H, (V40Xx) H, (V4aCX,) a7 VE(x#+ X65) 
(1.54) | 


wy (X, t; Xo) = ee a 2" n! 


Unter Anwendung einer bekannten Formel aus der Theorie der Hermiteschen Polynome: 


1 
. onfbe ral 


SEM 2" n! 


1 z2— 22 (z — az)? 
a" Hy (2) Hy (%>) = @— ase hog hore 


4,—_ 4 
(siehe z. B. [29] Seite 104) und mit den Substitutionen z= V4C0 X, % = V40. XG 


und a =e—VCt , erhalt man: 


Won 
C Tal ry TY. rv 
wy (X,t; Xo) = ve (cosech VO t)'/: exp {— VC cth VCt - X2 + 
% 
+ 2VC cosech VCt - XX, —VC cth VCt- Bete (1.56) 


Fir X, = 0 lautet diese Formel 


Pyne 
Cc = ee ae 
p(X, t) = ps (cosech VC t)'/2 exp {24 VC cthVCt- x3} ’ (1.57) 


die fiir C = —A/ den Ausdruck (1.31) ergibt. Integriert man (1.31) nach X, so kommt 
man zu (1.18). 


Eine mehrdimensionale Verallgemeinerung. Fassen wir nun x(t) als einen 
mehrdimensionalen stochastischen ProzeB {%(T), %(t), ..., wy(z)} auf, der 
die Brownsche Bewegung eines tragheitslosen Teilchens im N-dimensionalen 
Raum beschreibt, so werden alle unsere Ausfiihrungen und auch die Formeln 
(1.32) bis (1.42) ihre Giiltigkeit behalten, jedoch mit dem Unterschied, dafB 
jetzt die Integration nach dem Wienerschen MaB als Integration nach dem 
N-dimensionalen Ma8 d,a = Ay + duty... + dyty durchgefiihrt werden 
mu. Ferner miissen X, X) usw. als N-dimensionale Vektoren aufgefaBt und 
die Gleichungen (1.33), (1.39) und die letzte der Bedingungen (1.41) durch die 
folgenden: 


Ay(X,t)— V(X) p(X, t), (1.33’) 


1 
q 4¢(X) —[V(X) + FE] y(X) =0 (1.39") 
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ds =—4 (1.41’) 


ersetzt werden. Dabei ist 4 der N-dimensionale Laplaceoperator, ee die 


On 

Normalableitung der Funktion g auf der Kugel |X — X,| =e und ds ein 
Flaichenelement dieser Kugel (vgl. [4], wo der N-dimensionale Fall behandelt 
wird). Wollen wir die Losung der Gleichung (1.33’) fiir einen endlichen 
Bereich Q (mit der Randbedingung des Verschwindens auf dem Rande von 22) 
erhalten, so mu8 nur angenommen werden, daB auBerhalb von Q gilt V =oo, 
d.h., daB in (1.33) und (1.34) bis (1.36) die Integration nur tiber diejenigen 
Bahnen x(t) erstreckt wird, die die Grenze von Q2 nicht ittberschreiten (siehe 
[5]). Wahlt man die Menge der Bahnen, tiber die integriert wird, anders, so 
k6nnen auch andere Randbedingungen befriedigt werden. Im folgenden 
werden wir uns noch mit der Frage beschaftigen, wie aus diesen Ergebnissen 
mathematische Folgerungen tiber das Verhalten der Differentialgleichung 
(1.33’) zu gewinnen sind. Zunachst mochten wir uns mit analogen Methoden 
in der Quantenmechanik befassen. 


2. Die Integration im Funktionenraum fiir Aufgaben der Quantenmedhanik 


Der Fall der Quantenmechanik eines Systems mit endlich vielen Fretheitsgraden. 
Bei der Untersuchung von Problemen der Quantenmechanik wollen wir mit 
dem einfachsten Fall der nichtrelativistischen Mechanik eines Systems mit 
endlichvielen Freiheitsgraden beginnen. Bekanntlich ist in diesem Fall der 
Zustand des Systems durch die Wellenfunktion y, eine komplexwertige 
Funktion des verallgemeinerten Koordinatensystems eindeutig gegeben. Das 
Integral des Quadrats des Betrags dieser Funktion tber einen gewissen 
Bereich gibt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Systems in diesem Be- 
reich an. Die Anderung der Wellenfunktion mit der Zeit wird durch die 
lineare Schrédinger-Gleichung bestimmt, die es erméglicht, aus dem Wert der 
Funktion y im Zeitpunkt t =f, die Wellenfunktion fir siémtliche spateren 
Zeitpunkte zu berechnen. Im Falle der Bewegung eines Teilchens von der 
Masse m in einem Kraftfeld mit dem Potential V(X) lautet diese Gleichung: 


.Oy(X,t) kh 
tr Ot ~ om 


Ap — V(X) p}); (251) 


sie unterscheidet sich von der Gleichung (1.33’) nur durch den Faktor —1 vor 
der Ableitung nach der Zeit (die konstanten Groen h und k6onnen 
durch entsprechende Wahl der Mafeinheiten fiir MaBe, Lange und Zeit zu 1 
ead + gemacht werden). Der Wert der Wellenfunktion y(X, ¢) fiir t >t, 


1) Anm. d. dtsch. Red.: A ist hier die durch 2 a dividierte Plancksche Konstante. 
40 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik“ 
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kann aus y(X, f)) mit Hilfe von i 


p(X, t) = [ p(Xo, to) p(X, #3 Xo, to) dXo ") (2.2) | 


me OO 


berechnet werden. Dieser Ausdruck ist (1.37) analog (wir bezeichnen hier mit) 
y(X,é; Xo, t)) die Fundamentallésung der Schrédinger-Gleichung (2.1), d. h. de 

Wert der Wellenfunktion unter der Bedingung, daB das System sich im Zeit- 
punkt ¢, im Punkte X, befindet). 
Die Grundaufgabe der Quantenmechanik besteht in der Bestimmung der! 
Funktion p(X, t) oder der Funktion p(X, t; Xo, to). || 
Geht man davon aus, daB y(X, t) eine Loésung der Differentialgleichung (2.1) 
ist, so ist zu vermuten, daB auch hier eine Darstellung dieser Funktion alss 
, Integral iiber den Funktionenraum‘‘ méglich ist, das uns von jeder einzelneng 
Bahn einen Beitrag zu der endgiiltigen Losung liefert. Diese Annahme ist: 
von FEYNMAN [Ja] als Postulat aufgestellt worden. Daraus ist nun einfach zui) 
ersehen, wie der zahlenmaBige Beitrag fiir die einzelnen Bahnen zu wahle 
ist, um ein Ergebnis zu erhalten, welches dem aus der Schrodinger-Gleichungyg 


folgenden aquivalent ist: da (2.1) aus (1.33’) entsteht, wenn in der letzter 
/ 


Gleichung die Zeit ¢ durch x -t und die Koordinaten X durch a X ersetzt} 


werden, so erhalt man die Wellenfunktion wy(X,t; Xo, t)) wenn mani 
eine entsprechende Ersetzung in (1.36) einftthrt. Diese Formel ist: 


~ 


t 
, 2 
Q ee [ {25% — view) as ; 


1 ee 
i (X,.t 3X gt) = V fest e [] dx(t) (2.33% 


das Integral ist tiber alle stetigen Bahnen zu erstrecken, welche die Punkte: 


(Xo, fo) und (X, t) verbinden, N ist eine Normierungskonstante, die z. B. au: 


co 


100. 


der ,,Normierungsbedingung“‘ [ |p(X, t) |? dX = 1 zu bestimmen st). Der 
Sinn des ,,symbolischen Ausdruckes‘ (2.3) ist der gleiche, wie in (1.4'): das 


1) Es ist zu bemerken, daB sich die Funktion p(X, t) laut (2.2) hier ebenso transformiert | 
wie die Wahrscheinlichkeitsdichte in einem Markoffschen ProzeB, wobei p(X, t; Xp by 
die Rolle der ,,Ubergangswahrscheinlichkeit spielt. Untersucht man den Zustand de 
physikalischen Systems in aufeinanderfolgenden Zeitpunkten fp, t,, tp,..., so erhalt man 
eine der Markoffschen Kette ahnliche Kette, jedoch mit dem Unterschied, da® hier dial 
komplexe Funktion w(X) die Rolle der Wahrscheinlichkeitsdichte iibernimmt. Sie kann} 
fiir den Zeitpunkt ¢, durch die bekannten Zustande des Systems in den vorangehendenr 
Zeitpunkten fo, ty, fg, «-., ty, allein aus dem Wert y in dem letzten dieser Zeitpunkt¢ | 
t,-1 bestimmt werden. Das Quadrat des Betrags dieser komplexen Funktion ist die 
Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Systems. Die physikalische Bedeutung des erwahntey | 
Unterschiedes zwischen den ,,Quantenketten‘t und den Markoffschen Ketten, die au 
Problemen der klassischen statistischen Physik bekannt sind, wird in [Za] und [25: 
behandelt. | 
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tervall <t, ¢> soll durch die Punkte ¢p, t,, fy,..., t, = tin n gleiche Teile zer- 
egt werden, das n-fache Integral, welches dem auf der rechten Seite von (1.4) 
nalog ist (indem an den entsprechenden Stellen die Faktoren 7, und m 
inzugefiigt werden), soll ausgewertet und dann zum Grenzwert n— oo tiberge- 
angen werden. Wir mdéchten noch darauf hinweisen, daf man bei einer 
enauen Durchfiihrung dieses Programms auf gewisse Schwierigkeiten st6Bt: 
ie Integrale der rasch oszillierenden Funktionen konvergieren nicht und 
m fiir diese einen bestimmten Wert zu erhalten, ist man gen6tigt, gewisse 
unstgriffe anzuwenden; man setzt z. B. h mit einen geringen Zusatz — 7d 
us der unteren Halbebene an und geht dann nach Durchfihrung aller 
Integrationen zum Grenzwert 6-—> 0 iiber (vergleiche FuBnote auf Seite 376 
es Berichtes [Ja]). 


ie hier angegebene Vereinbarung tiber die Art der Bestimmung der oszillierenden 
ntegrale (2.3) kann wie folgt erlautert werden: Ersetzt man h durch die komplexe Zahl 
—ié,so kommt man zu einem ,,komplexen MaB‘‘ im Funktionenraum: dem Quasi- 
intervall, das durch die Bedingungen a; < x(t;) << 0; (t = 1,2,...,m) gegeben ist, 
ird eine Zahl zugeordnet, die sich von (1.3) dadurch unterscheidet, da8 in den Nennern 
ides Exponenten des Integranden ein konstanter komplexer Faktor 2m71(6 + th) aus 
er rechten Halbebene auftritt ist (und durch die entsprechende Anderung der 
Normierungskonstanten vor dem Integral). Dieses komplexe MaB ist fir beliebige 
>0,6>0 und A genau so ,,gut’’ wie das Wienersche MaB, d.h. es hat einen 
ohldefinierten Sinn, wie auch das Wienersche MaB im Raume C der stetigen Funktionen. 
in Integrieren nach diesem Ma8 wird fiir eine umfangreiche Klasse von Funktionalen, 
inschlieBlich aller stetigen und beschrankten Funktionale, méglich sein’). 

leichzeitig kann bewiesen werden, daB das Funktionalintegral dieses neuen Mafies, das 
durch den symbolischen Ausdruck (2.3) (mit einem komplexen Wert fiir h) gegeben ist, 
die Fundamentallésung einer Gleichung von der Art (1.33) darstellt, und zwar der 

leichung (2.1) mit einem komplexen Wert fiir . LaBt man nun den imaginaren Teil 
ivon h gegen Null streben, so werden die entsprechenden Fundamentallésungen gegen die 
Fundamentallésung der Ausgangsgleichung (2.1) konvergieren. Somit kann, wenn sich 
uch zu einer parabolischen Gleichung mit rein imaginarem ,, Diffusionskoeffizienten“ (wie 
tes z. B. die Schrédinger-Gleichung ist) kaum ein verniinftiges Ma8 im Funktionenraum 
konstruieren laBt, die Lésung der entsprechenden Gleichung als Grenzwert der Folge 
won Funktionalintegralen, die den komplexen Diffusionskoeffizienten entsprechend 
rhalten werden, wenn der imaginiare Teil dieses Koeffizienten gegen Null strebt?). 
Pat Grenzwert wird in unserem Falle fiir die Darstellung der Lostung als Summe von 


C 


Beitragen von den einzelnen Bahnen, wie schon friiher oben angegeben wurde, mab- 
gebend sein und kann symbolisch durch (2.3) dargestellt werden. 


Wir wollen nun: die Frage des genauen mathematischen Sinnes des Aus- 
ruckes (2.3) beiseite lassen und unsere Betrachtungen rein formal weiter- 
fahren. Wir weisen darauf hin, daB der Ausdruck unter dem Integralzeichen 


in) Ein strenger Beweis dieser Tatsache unterscheidet sich nicht von dem Beweis fiir das 
Wienersche MaB. 

a“ Es ist zu vermuten, daB fiir eine umfangreiche Klasse von Funktionalen die Integrale 
«nach dem komplexen MaB, das zu dem komplexen Diffusionskoeffizienten D = D, + 1D,, 
:D,> 0, fir D, > 0 gehort, bestimmten Grenzwerten zustreben. Wir erhalten 
(also fir D, = 0 fiir die Integration der Funktionale ein bestimmtes Verfahren jedoch 
‘werden die entsprechenden ,,Integrale“ hier nicht zu einem additiven Maf gehoren. 


10* 


536 {. M. GELFAND und A. M. JAGLOM 


im Exponenten der Formel (2.3) genau mit der Lagrange-Funktion 


L(x, 2) = ledafar V(a) = kinetische Energie — potentielle Energie (2.! 


fiir ein Teilchen der Masse m im Kraftfeld mit dem Potential V(x) tibet 
einstimmt. Somit ist das Integral selbst von fy bis t, gleich der klassischd} 
Wirkung S(to, t,) langs der Bahn 2(r) (also dem Integral der Lagrang} 
Funktion). Daraus folgt, da& die Formel (2.3) in der gedraingteren Fon) 


o 


- + siz) 


pl Ein Ryitsy foe pe [[ 42(t) (2. | 


Stas lo 


geschrieben werden kann. Es zeigt sich also, daB alle Bahnen zu y(X,/) 
Xp, to) einen Beitrag liefern, der seinem absoluten Werte nach gleie 
bleibt und sich nur durch das Argument (,,die Phase‘) unterscheides 
welches gleich der klassischen Wirkung langs der entsprechenden Bahk} 
malé/hist. Dann kann, wie auchim Falle der Integrale nach dem Wienerschl} 
MaB, bewiesen werden, daB p(X, t; Xo, to) tatsichlich eine Fundamentat 
lésung der Schrédinger- Gleichung ist, so daB die hier angegebene Funktit 
nalbehandlung dem iiblichen Vorgehen der Quantenmechanik aiquivale. 


ist (siehe [1a]). 


Bisher wurde die Schrédinger-Gleichung (2.1) nur fiir den einfachsten Fall der Bewegup 
des Teilchens in einem Potential behandelt. Die von uns formulierte Methode der Diij 
stellung der Wellenfunktion in der Form eines Integrals tber die Bahnen ist jedoch rt 
dadurch eingeschrankt, da8 man die klassische Wirkungsfunktion des Problems kenne 
muB. Somit kann sie leicht ausgedehnt werden auf den Fall der Bewegung eines # 
liebigen Systems mit einer endlichen Zahl von Freiheitsgraden, fiir welche die Te 
grange-Funktion bekannt ist. So enthalt im Falle der Bewegung eines geladenen Tull 
chens (mit der Ladung e) im drei-dimensionalen Raume in einem konstanten elekt « 


1 { 

magnetischen Feld, das durch das Skalarpotential p(X) = — V(X), X = (Xj, Xq, - 
Cc e 
und das Vektorpotential A(X) = ze a(X) (wo c die Lichtgeschwindigkeit bedeut» 


charakterisiert ist, die Schrédinger-Gleichung auch noch Glieder mit der ersten 1 
leitung nach den Koordinaten . 


5 On Me th Ow Oy Ow th 1 
ey ed SA wi ciate oe eh hes ae : sae 
ih Ay Gat tia ( diva +5 .a+7) 


dt 2m m o 70ke 2m 


Die Darstellung der Lésung dieser Gleichung in der Form eines Funktionalintegre 
die man durch Anwendung eines aus der Elektrodynamik bekannten Ausdruckes || 
die entsprechende Wirkungsfunktion erhalten kann, hat die Form 
ia ee | 

fp S| er el ewe eee a) 

y(x, ts X%, 4) = | sit oa & [] dx (zx), (2: 
bees to , 

wo d2x(t) = dx, (t) dx,(t) dx3(t) ist. Geht man von der Schrédinger-Gleichung wie 
um zu der iiblichen parabolischen Gleichung durch Substitution der Veranderlick¢ 
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, wobei dieser Ubergang umgekehrt zu demjenigen erfolgen muB, der beim Uber- 
ng von (1.33’) zu (2.1) durchgefiihrt wurde, so wird die Lésung der Gleichung 


Oy 1 Oy Ow Ow 
Seo ay ae aye (2.8) 


e der Bedingung y(X, 0) = 6(X) geniigt, durch das Funktionalintegral 


t 
- / {(r {x (z)] — + div af (2) + a*[2 (2) dt+ adx(2)! 


y(X,t)= |e ° dwit,x)@ (2.9) 


¥ 


Cox 


1 


to| 


Bebe: wo d, (t, xz) @ die Integration nach dem , bedingten‘‘ Wienerschen MaB im Raume 
r stetigen Vektorfunktionen a(t) im dreidimensionalen Raume ist. Dieses letzte 
ebnis ist in der Literatur wohl noch nicht erwahnt worden. Es kann aber fiir die 
tersuchung einiger mathematischer Probleme von Wert sein, die mit der Lésung 
r Gleichung (2.8) verbunden sind’). 


‘er Fall der Quantenfeldtheorie*). Wir wollen uns nun mit der Quantentheorie 
n Systemen mit unendlich vielen Freiheitsgraden — der Quantenfeld- 
eorie — befassen. Als wichtigstes Beispiel einer solchen Theorie ist die Quanten- 
ktrodynamik anzusehen —, die Theorie der miteinander wechselwirkenden 
ktromagnetischen und Elektronenfelder. Fiir diesen Fall sind die klassischen 

sgangsgleichungen (die Gleichungssysteme von MAXWELL und D1RaC) recht 
standlich und den Mathematikern noch nicht recht vertraut. Da die Unter- 
chungen simtlicher Felder (ausgenommen den Fall halbzahligen Spins) in 
eicher Weise erfolgt, wollen wir zunachst ein sehr einfaches Modell einer 
uantenfeldtheorie betrachten, welches die wichtigsten charakteristischen 
igenschaften solcher Theorien beibehalt, wie z. B. das Vorhandensein einer 
jendlichen Anzahl von Freiheitsgraden und die Nichtlinearitat. Ein Modell 
eser Art ist die Quantentheorie eines Feldes u(x) im dreidimensionalen Raum 
= (21, Z2, Xz), dessen potentielle Energie durch 


co 


, V(u(a)] = [[/ (grad uj? + x2u2 + Aut] dw (2.10) 


oe 


Ein ahnliches Ergebnis fiir eine eindimensionale parabolische Gleichung, die ein 

‘lied mit der ersten Ableitung nach der Koordinate enthalt, kann auch aus (1.32) durch 
insetzen von p(X, t) = e~ “(%) p(X, t) erhalten werden; dies hangt damit zusammen, 
vB in der Elektrodynamik das Vektorpotential, welches eine einzige nicht verschwindende 
omponente besitzt und nur von der Koordinate x, abhangt, keinen physikalischen 
inn hat und stets mit Hilfe einer ,,Eichtransformation‘ eliminiert werden kann. 

Der hier angegebene Aufbau der Quantenfeldtheorie nach der Methode von FEYNMAN 

; a] wurde im Jahre 1955 in Moskau auf der Konferenz der UdSSR iiber ,, Quanten- 

jektrodynamik und die Theorie der Elementarteilchen“ von GELFAND und MINLOs in 


jnem Vortrag zur Sprache gebracht. In allerletzter Zeit hat man sich mit dieser Frage 


den Arbeiten [21] und [22] beschaftigt. Die Einfiihrung der Funktionalintegrale in 
-e Quantenfeldtheorie findet sich in den Arbeiten von BoGOLJUBOW [15], FRADKIN [16], 
JATTHEWS und SALAM [17]. 

t 
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gegeben ist. Fiir den Fall eines eindimensionalen Raumes x kann man de: 
analogen Feld u(x) mit der potentiellen Energie 


f du\? 242 4 2 
tun = | |(5z) + xu? + Aut | dx (2.14 


7 


eine einfache Interpretation geben: man kann u(z) als Abweichung ei 
fest gespannten Saite von ihrer Gleichgewichtslage betrachten, wenn 
jedem Punkt dieser Saite eine Kraft angelegt wird, die nichtlinear von df 
Abweichung abhingt (die Dichte der Kraft soll x?u + 2Au' sein). Im dr 
dimensionalen Raum kann man in ahnlicher Weise tiber Schwingungen ei 
dreidimensionalen elastischen Raumes unter Anlegung einer nichtlinear 
Kraft sprechen. Die zugehérige ,,mechanische Schwingungsgleichung® hq 
die Form 
OOS 9 eae age (2 
Saori ee 
sie bildet die ,klassische“ Gleichung (nicht die Quantengleichung) unser 
Aufgabe. Das Modell des Feldes mit der potentiellen Energie (2.10) wi 
heute in der physikalischen Literatur haufig als einfachstes Modell gebrauck 
das fiir die ersten Untersuchungen neuer Methoden und zur Klarung prin 
pieller Fragen der allgemeinen Theorie recht bequem ist (man hat dies 
Modell nach dem Wissenschaftler, der es als erster untersucht hat, 
,,Thirringsche Modell“ genannt). 
Wir gehen nun zur Formulierung der Quantentheorie unseres Feldes iib 
An die Stelle der Wellenfunktion p(u,, v2, ..., Un) = p(w) (fiir ein System 
m Freiheitsgraden) werden wir hier ein ,,Wellenfunktional* p[u(a)] habe 
das von der Funktion u(x) abhangig ist?). 
Ebenso sind die tbrigen Beziehungen denen der Quantenmechanik mn} 
endlichvielen Freiheitsgraden analog. Dies wird besonders deutlich, wenn vw 
die Beziehungen fir die gewohnliche Quantenmechanik wie auch fiir die Quag 
tenmechanik unseres Systems nebeneinander schreiben (der Einfachheit weg 
soll das Mafsystem so gewahlt werden, daB h = 1 ist und die ,,Massen‘“, ¢ 
den Freiheitsgraden entsprechen, gleich 2 sind). 


Der Laplace-Operator ist: 


ee n 0? y(u) 
Ay= 2 Ouj ei 
_ fe vlu(wy , 
Ap = | See) ae, (2.119 


— oe 


wo in (2.12’) der Ausdruck unter dem Integralzeichen die zweite Funktion 
ableitung des Funktionals y[w(a)] ist. 


*) Es ware richtiger hier p(w, t) und p[u (a), t] zu schreiben, da beide, die Wellenfur 
tion, wie auch das Wellenfunktional, von t abhangen. 
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Die Wellengleichung (Schrédingersche Gleichung) ist: 


.0 1 

ia pet uly, (2.13) 
Sh dpe cena + V[u(a)] (2.13’) 

at ane sda 4 


Ay bzw. V[u(x)] in (2.13’) sind in (2.12’) bzw. in (2.10) angegeben. 
Die Darstellung von y in der Form eines Funktionalintegrals 


ist: 
t n 
‘{\2 ibe York dt 
t E=7 (n,t) 
yp (u) gly : []  du(z) (2.14) 
(k, i= (1, to) 
t+" 
i f(au\*_ rad u)? — x?u% — Aut rt 
J fH (53) — : ja (+ 2,1) 
ylu(x)] =Je* du(a, t). (2.14’) 


(x, 3) = (= oO, to) 


Wir bemerken, da8 der Ausdruck unter dem Integralzeichen im Exponenten 
der Formel (2.14’): gat 


S{u] = fff (5+) dear — [ V (u(x, t)] dt (2.15) 


die ,,klassische Wirkung“‘ unseres Feldes ist, die man auch in der Form 


S{u] =[/[{Ldedr (2.16) 
schreiben kann, wo 
0u\2 
L= (Ge) — (grad wu)? — x2u? — Aut (2.17) 


die sogenannte Lagrange-Funktion des Feldes ist, die (bei Benutzung der 
mechanischen Interpretation) der Differenz zwischen den Dichten der kine- 
tischen und der potentiellen Energie gleich ist. Die ,,klassischen“ Gleichungen 
des Feldes (2.11) kénnen aus dem Variationsprinzip dS[u] = 0 ebenso her- 
geleitet werden, wie das fiir ein System mit endlichvielen Freiheitsgraden 
geschieht. Der Wert des Wellenfunktionals p[w(x)] bestimmt alle physika- 
lischen GroBen, die mit dem quantisierten Feld u(x) zusammenhangen. So 
k6nnen die Matrixelemente der sogenannten S-Matrix, die den Physiker am 
meisten interessieren, weil sie die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem 
Zustand in einen anderen angeben, als Variationsableitungen des Funktionals 
w[u(x)] geschrieben werden (siehe z. B. [14]). 


Ein analoger Ausdruck fiir ein Wellenfunktional kann fiir jedes beliebige Feld mit 
ganzzahligem Spin aufgestellt werden. Liegt irgendein System von miteinander ge- 
koppelten Skalar-, Vektor- und Tensorfeldern u(x), v(x),.-., w(z) im dreidimensionalen 
Raum vor, das durch die klassische Lagrange-Funktion L[u, v,..., w] gegeben ist, so 
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wird das entsprechende Wellenfunktional durch 


plu, v,...,w] = fete wae aoe [] du(a, t) du (x, t) ... dw(a@, 7) (2.18) }} 


ausgedriickt. Bei halbzahligem Spin (d. h. bei Anwesenheit von Spinorfeldern) ist die » 

Lage etwas schwieriger. Die hier auftretenden Schwierigkeiten sind in den Arbeiten von 1) 
BocotyuBow [15], FRADKIN [J6], MATTHEWS und SALAM [17] und in der diese 
Frage speziell behandelnden Arbeit von CHALATNIKOW [23a] tiberwunden worden. 


3. Variablentransformation in Funktionalintegralen 
Einige mathematischhe Anwendungen 


Variablentransformation in Funktionalintegralen. Im_ vorigen Abschnitt § 
wurde gezeigt, daB die Lésung der bekannten parabolischen Gleichung 
(1.33’), wie auch der Schrédinger-Gleichung (2.1) als ein Funktionalintegral | 
darstellbar ist. Es wurde dabei darauf hingewiesen, daB diese Méglichkeit | 
wahrscheinlich als allgemein gegeben angesehen werden kann. Die Nitzlichkeit 
solcher Art der Darstellung fiir die Theorie der Gleichungen wurde jedoch ¥) 
noch nicht diskutiert: dadurch, daB8 wir die Lésung durch ein bestimmtes 4 
Symbol bezeichnet haben, dessen Bedeutung nicht ganz einfach ist, ist } 
noch kein Fortschritt erzielt worden’). 
Wir wollen nun an Hand einiger Beispiele zeigen, daB es in Wirklichkeit bei i 
weitem nicht so ist. Die Vorteile, die durch die Verwendung der Funktional- 4 
integrale erzielt werden, kénnen wir erst spater beurteilen, wenn die algorith- 4 
mischen Regeln fiir das Operieren mit Funktionalintegralen geniigend durch- | 
gearbeitet sind und auch eine ausreichende Fertigkeit bei der Anwendung 4) 
dieser Regeln vorhanden ist’). i 
Heute befindet sich die Technik des Operierens mit Funktionalintegralen i} 
noch im Anfang ihrer Entwicklung. Doch sind schon eine Reihe interessanter dl 
Ergebnisse in dieser Richtung gefunden worden. In einigen Fallen von i} 
Mathematikern (CAMERON, MARTIN und Mitarbeiter), in anderen voni 
Physikern (bei den letzteren jedoch ohne strenge Durchfihrung des Be-- 
weises) unabhangig voneinander. Mit diesen Ergebnissen wollen wir uns: 
jetzt beschaftigen. 
Wir beginnen mit den Regeln fiir die Transformation der Funktionalintegrale »} 
bei einer Substitution der ,,Integrationsvariabeln“ a(t). Es sollen hier nur} 


1) Umgekehrt leuchtet ein, daB bei der Untersuchung der Funktionalintegrale die Be- 4 
ziehung zu den Differentialgleichungen von Wert ist (S. 525 und Bsp. 8. 530). : 
2) In mancher Hinsicht kann der Ubergang von der Gewinnung der Lésung einer partiel- | 
len Differentialgleichung mit Hilfe von Differenzenschemen zu ihrer Angabe in der Form 1] 
von Funktionalintegralen mit dem Ubergang von endlichen Summen zu Integralen bei iJ 
der Bestimmung eines Flacheninhaltes, der Lésung einer gewdhnlichen Differential- 4] 


dy : 
gleichung pein (x), verglichen werden. Um aber diesen Ubergang ausnutzen zu] 


kénnen, mu in erster Linie der Umgang mit den hier auftretenden Ausdriicken ge-) 
laufig sein. | 


SSS ee EV ee 


= 


——_ 
— 


f 
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Integrale nach dem Wienerschen MaB d,,2 betrachtet werden, wobei wir von 
der in (1.4’) angegebenen symbolischen Bezeichnung fiir dieses MaB Gebrauch 
machen wollen. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall der Transformation 
des Integrals nach dem Wienerschen Ma8 bei Parallelverschiebung im 
Funktionalraum C, d.h. fiir folgende Transformation der Funktion aus C 


x(t) —> y(t) = x(t) + X(t) (3.1) 


(2, (t) ist eine fixierte Funktion aus C). Andert man (1.4’) unter Beriicksichti- 
gung von (3.1), so erhalt man: 


t 


Ly : —[zt(dr _ 
vl J Fle@le ° if dx(r) = 
cS r 0 
t 
1 —[l@) +22 a(t alder, 
= a ff Fle + xe ° [J dx(z). (3.2) 


t 
Zieht man auf der rechten Seite dieser Formel exp {- [ tet) ar| vor das 
0 


Integralzeichen, ersetzt z(t) dt durch dx(t) und geht wieder zur bekannten 

Darstellung eines Integrals nach dem Wienerschen MaB tiber, so erhalt man 
t t 

; —[2x3(x)dt —2 f x(x) dx (x) 

Fira, eet" + {Fla + tle ° yy X . (3.3) 


Ss TS 


(Nimmt man an, daB das Integral auf der linken Seite nur tiber die Untermenge 
S von C erstreckt wird, so erhalt man auf der rechten Seite ein Integral 
tiber die Menge 7'S, die mittels der Transformation (3.1) aus S hervorgeht). 
Die Formel (3.3) bestimmt also die Transformation der Wienerschen Inte- 
grale bei einer Parallelverschiebung; sie ist nur dann giiltig, wenn die rechte 
Seite von (3.3) einen Sinn hat, d. h. wenn 2, (t) eine differenzierbare Funk- 
tion aus C ist, die eine Ableitung z)(t) von beschrankter Schwankung 
besitzt. Ist diese Bedingungen nicht erfillt, so werden durch die Trans- 
formation (3.1) nach dem Wienerschen MaB meBbare Mengen in nicht- 
meBbare iiberfiihrt (siehe [10c]). Der hier durchgefiihrte Beweis der Formel 
(3.3) scheint auf den ersten Blick nicht streng. Man wird aber leicht ver- 
stehen kénnen, daB ein streng durchgefiihrter Beweis nur eine genaue Ent- 
zifferung der in (3.2) und (3.3) enthaltenen ,,symbolischen‘‘ Transformationen 
bedeutet (siehe [9a)). 

Als ein weiteres Beispiel wollen wir die Transformation der Wienerschen 
Integrale bei einer allgemeinen linearen Transformation im Raume C: 


t 


a(t) —> y(t) = x(t) + [K(x o) z(o)do=2+ Ax (3.4) 


0 


betrachten. Fihren wir unsere Uberlegungen ebenso wie bei (3.3) durch, so 
haben wir in diesem Fall zu beriicksichtigen, daB bei einer linearen Trans- 
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formation der ,,Koordinaten“ z(t) nach der Formel (3.4) das ,,Volum- | 
t jeer A \ 

element [J dx(t) mit der Funktionaldeterminante der Transformation — 
0 


multipliziert werden mu. Die Rolle dieser Funktionaldeterminante, die | 
durch einen Grenziibergang aus der Funktionaldeterminante einer endlich- 
dimensionalen linearen Transformation der Koordinaten 2(t,), 2(f), ..., 
ax(t,) entsteht, spielt bekanntlich die Determinante D des Kerns A(t, 8): 


K (8, 8), Bat i ; kK (s;, 8n) 
Nee [Omer asia We Cty ere dee oats Oe veel nc at : 
Dad Die [gest | ds, ...ds, (3.5) 
0 


oe ML ee PO Oe ee ae ae 


K (8q, 8), o20y dh (Sq; 8p) 


(tatsichlich tritt die Fredholmsche Determinante gerade in diesem Zusam- 
menhang in der Theorie der Integralgleichungen auf). Hiermit erhilt man | 


t t 
— fz (nar t ~ [eee + Ax(r))} 4 


[Flz@le ° I] dz(z) =| D| [Fiz+ Azle I] dx(x) = | 


t 
=) [F [ete + | K(r, a) x(o) do 
6 


x 
t t : t t t 
= lz [ K (0) 2(0) do] dr—2 f lz [ Ko) 2(0) ao] dz(r) =f a(r)dr t 
xe 0 i) 0 6 J] dx(z), 
0 
(3.6) I 
d.h. 
t t 
; = ee ee oe 
| Fla(z)] dye = |D| [Fle + Azle 0 d,x (3.5 
8 TS 


Das Symbol T'S hat hier denselben Sinn wie in (3.3). Einen streng: 
durchgefihrten Beweis von (3.7) (bei verniinftigen Einschrinkungen fiir den 
Kern K(¢, s)) findet man in [96]. Dieser Beweis ist recht lang, jedoch nicht 
schwierig (er besteht eigentlich in dem Nachweis, dai die GesetzmiBigkeit | 
der Transformation (3.6) fiir alle Formeln beim Grenziibergang n— oo 
erhalten bleibt). Fir die Anwendung ist wesentlich, da% das Ergebnis auch 
fir einen Kern K (t, s) gilt, der auf der Diagonale t= s (wie z. B. im 
Falle eines Volterraschen Kerns) einen Sprung erleidet. In diesem Fall muB4 
bei der Aufstellung der Fredholmschen Determinante der Wert des Kerns 
auf der Diagonale durch die halbe Summe seines rechten und linken Grenz- 
wertes ersetzt werden. | 
Wir méchten noch darauf hinweisen, da® (3.7) auch noch fiir eine weite 
Klasse nichtlinearer Transformationen der Form 


x(t) > y(t) = a(t) + Afe(r); 7] (3.8) 
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giltig bleibt. In diesem Falle mu8 neben einigen anderen Einschrankungen 
von der Art der Regularitaétsbedingungen noch die Bedingung gestellt werden, 
daB die Tranformation A (x; 1) einen nicht entarteten ,,linearen Teil‘‘ haben 
muB, d.h. da8 fiir A(x; r) eine ,,Funktionalableitung‘ 


0 
6A = Ala + hy; thao (3.9) 
Oh 
vorhanden sein muB, die in der Form 


t 
6A = | K[zx;t, 0] y(a) do?) (3.10) 
0 


dargestellt werden kann. Als Funktionaldeterminante wird hier diejenige des 
,,linearen Teils‘‘ der Transformation dienen, d. h. die Fredholmsche Deter- 
minante des Kerns K[2;t, a], die selbstverstandlich in bezug auf x = x(t) 
ein Funktional sein wird. Darum darf in (3.6) D = D[z] nicht mehr vor 
das Integralzeichen gezogen werden. Im iibrigen bleibt die 4uBere Form der 
Formel (3.7) auch bei einem nichtlinearen A unveridndert; siehe dariiber 
[9d] und [11], wo (3.7) unter verschiedenen Einschrankungen, die A[x;t] auf- 
erlegt werden, hergeleitet wird; ebenso der Anhang zur Arbeit [20a]. 

In einer Reihe von Problemen wird schon allein die Beriicksichtigung der 
hier angegebenen einfachsten Regeln fiir die Transformation der Funktional- 
integrale (die z. Z. eigentlich die einzigen bekannten Regeln sind) zu einer 
Vereinfachung und Formalisierung der Rechnungen fiihren. 


Beispiel. Es soll das Funktionalintegral 


t 
A [ p(x) a(x dt 
Safe 0 d,x mit p(t) >0 (3.11) 
Cc 


berechnet werden. Wir haben uns schon auf der Seite 524 mit diesem Problem beschaftigt, 
und haben feststellen miissen, daB eine unmittelbare Berechnung dieses Integrals mit 
Hilfe von (1.4) zu recht umstandlichen Betrachtungen fihrt, ganz besonders, wenn wir 
diese Berechnung streng durchfiihren wollen. Wir wollen nun zeigen, daB man durch die 
Anwendung von (3.7) mit Hilfe rein formaler Transformationen sehr schnell zum 
Ergebnis (1.18) kommen kann. Wir untersuchen folgende lineare Transformation der 
stetigen Funktionen im Intervall 0 <1 St: 


* D’(a) 
a(t) > y(t) — {so co) dow = (0 7s 0), (3.12) 
0 


wo D(c) die auch in (1.16) und (1.17) auftretende Funktion ist (wir nehmen an, daB A 
kleiner als der kleinste Eigenwert zu den Randbedingungen D(0) = 0 und D’(t) = 0 


1) Anm. d. dtsch. Red.: Andere Autoren bezeichnen in noch engerer Analogie zur 
6A[x;T] 
62(¢a) 


Differentialrechnung den Ausdruck K [x; t,o] = als ,,Funktionalableitung“ 


von A. 
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von (1.16) ist, so da D(a) im Intervall 0 < + <# nicht verschwinden kann). In diesem 
Falle ist die Fredholmsche Determinante 


t 
1 D'(s) — 1 Hog Dt) — log D(O 
z, - De do z (log (t) — log D(0)) 
DQ = é ==) (99) (0) (3.13) 


[wei fir einen Volterraschen Kern die Fredholmsche Determinante gleich 


1 t 
exp ey if K(o, 0) aa} wt und man erhalt (auf Grund von (1.16)): 
0 


t Tt t e 

d D’(o) Gd: (eee), es: 

-| z|- Dio Dio) x(o) io] dt — ad Eb; ‘D(o) ) x(o) do d x(t) — 
0 0 


t t 
D’(t) = D’(t) 
= -f Fae x(2)| dt + [se d[a?(r)] — 
0 0 
t 


t 
aS ‘D’ (t) x? (t) dt — | (> ‘[D (e al x(t) dt = — Paes (dra a p(s) at) de, 
0 0 


} D(x) ) D(z) 
(3.14) 
Da man auBerdem recht einfach beweisen kann, daB die Transformation (3.12) den 


Raum C der stetigen Funktionen eindeutig auf sich selbst abbildet (2 Umkehrung der | 


ty, 
Transformation hat hier die Form y(t) > x(t) = y(t) + D(t)- {5 < 


ist ebenfalls stetig |, so ergibt sich aus (3.7), wenn man dort Flx(z)} = lund S = Cein- 


y(o) do und 


setzt, die Formel (1.18). Wir erhalten 


t 


= sp A z(t) dt—2 = Ax(t)| dz (t) 
[li IG SANs 


Mets meee Uehe ae 0 dyx. (3.15) 


Auf diese Weise wurde (1.18) zum erstenmal in [9c] abgeleitet. Ebenso kann auch (3.3) 
zur Berechnung einiger spezieller Funktionalintegrale herangezogen werden (siehe z. B. . 
[9a]). Ahnliche formale Transformationen kénnen auch fiir den Beweis des Satzes iiber '| 


t 
die Beziehung zwischen dem Funktionalintegral von exp - V [x(t)] axl und der ' 
- s s . . 0 | 
Lésung der partiellen Differentialgleichung (1.33) verwendet werden, woriiber im vorigen } 
Abschnitt 2 schon gesprochen wurde. In der Arbeit von CAMERON [106] wird auf {) 
diese Weise unter Anwendung einer speziellen nichtlinearen Transformation <A [z, T] || 


eine Darstellung fiir die Lésung des Cauchyschen Problems fiir die Gleichung (1.33) in \ 
der Form eines Funktionalintegrals gegeben. 
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Die Verwendung der Funktionalintegrale zur Gewinnung des asymptotischen Ver- 
haltens der Higenfunktionen und Higenwerte elliptischer Differentialgleichungen. 
Zum AbschluB dieses Abschnittes wollen wir noch an einem einfachen Beispiel 
zeigen, wie nitzlich in manchen Fallen die Anwendung der Funktional- 
integrale bei der Untersuchung von Differentialgleichungen sein kann. Wir 
folgen einer Arbeit von RAy [5] und untersuchen die Frage, wie man mit 
Hilfe des Funktionalintegrals eine Reihe von Ergebnissen erhalten kann, die 
sich auf das asymptotische Verhalten der Eigenfunktionen und der Eigen- 
werte der elliptischen Differentialgleichung (1.39’) bei nicht negativem V(X) 
beziehen. Wie wir schon gesehen haben, sind die Eigenfunktionen y,(X) der 
Gleichung (1.39’) mit dem Funktionalintegral (1.35) nach dem bedingten 
Wienerschen Ma8 d,,¢,x 2 durch die Beziehung (1.42) verkniipft, wobei 
vorausgetzt wurde, daB (1.39’) ein diskretes Spektrum besitzt?). 

Es soll jetzt angenommen werden, da8 (1.39’) nur in einem bestimmten Bereich 
Q des N-dimensionalen Raumes (mit verschwindenden Randwerten) be- 
trachtet wird. In diesem Falle darf die Integration d, ¢,, x in (1.35) nur 
iiber die Menge derjenigen stetigen Kurven x(t) erstreckt werden, die den 


Rand von Q nicht tiberschreiten. Da aber ih dodo) 2 = (tt) ur em be- 
liebiges ¢ > 0 gilt’), erhalt man Ct,o 


t 

n{X,t; X) = / exp I [ V[X + x(o)lar} dy t,o) & ~~ ante fir t—0 
Cus 0 

(3.16) 


(integriert man iiber die Menge der innerhalb oder am Rande von {2 verlau- 
fenden Kurven, so ist die letzte Beziehung fiir einen beliebigen Innenpunkt 
im Bereiche 2 giltig). Wir erhalten somit 


D> vi(X) e- Fn! = p(X, t; X) ~ fur t—0. (3.17) 


n 


1 
(t)® 


Unter Anwendung des Tauberschen Satzes von HARDy-LITTLEWOOD 
KARAMATA (siehe z. B. [30] Seite 208) kommen wir zu der folgenden wich- 
tigen asymptotischen Beziehung: 


EN2 
> on(X) ~ WT fiir H—oo. (3.18) 
ce! gente r(s + 1) 


Diese Beziehung kann auch auf anderen Wegen gewonnen werden, jedoch 
nicht so schnell und einfach, wie wir es hier vorgeschlagen haben. Um die 
Gleichung (3.18) fiir einen endlichen Bereich 2 zu erhalten, kann die Summe 


1) DaB das Spektrum diskret ist, wenn V(X) fiir X — oo gegen oo strebt, oder wenn 
die Gleichung nur in einem endlichen Bereich untersucht wird, kann durch wahrschein- 
lichkeitstheoretische Uberlegungen bewiesen werden, die sich der Einfiihring von 
Funktionalintegralen anschlieBen (siehe [5]). 

2) Oben wurde diese Beziehung nur fiir den Fall N = 1 hergeleitet (siehe Seite 523); sie 
gilt aber auch fiir ein beliebiges NV. 
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auf der linken Seite gliedweise nach dX integriert werden (oder aber man 
integriert beide Seiten der Gleichung (3.17) nach dX und wendet dann den 
Tauberschen Satz an). Man kommt dann auf die asymptotische Formel fiir 
die Anzahl der Eigenwerte N (£), die kleiner als E sind: 


N(z) = 5 1~ ——_ > ‘fir Foo, (3.19) | 


wo mes Q der Lebesguesche Inhalt des Bereiches 2 ist. Wir haben somit sehr 
rasch die wichtigste asymptotische Beziehung der Theorie der elliptischen 
Differentialgleichungen erhalten und dazu noch in der allgemeinen Form 
(vgl. die Ableitung des Spezialfalls (3.19) in [32] Abschnitt Vl). 

Ist der Bereich Q unbegrenzt (im Sonderfall einer Gleichung im ganzen 
Raum), so kénnen die hier angefiihrten Uberlegungen auch fir das asym- 
ptotische Verhalten der Funktion N (Z) bei sehr groBem # angewandt werden, 
doch ist dies recht umstandlich, besonders hinsichtlich der Bedingungen, die 
sich auf die ,,Glattheit‘‘ der Funktion V(X) beziehen (siehe [5]). 


4. Die Verwendung der Funktionalintegrale in der Quantenphysik 


Im Abschnitt 2 wurde darauf hingewiesen, daB die Wellenfunktion eines quan- 
tenmechanischen Systems als Funktionalintegral dargestellt werden kann, wo- — 
bei dessen Auswertung der iiblichen Losung der Schrédinger-Gleichung aquiva- — 
lent ist. Also stimmen auch alle Ergebnisse, die mit Hilfe der Funktionalinte- — 
grale abgeleitet werden, mit denen tiberein, die man nach den alten Methoden — 
gewonnen hat. Es ist anzunehmen, daB hier, wie auch sonst, fir die Be- © 
handlung einiger Probleme die eine Methode, fiir die von anderen eine | 
zweite Methode zweckmafiger ist, so daB eigentlich beide Methoden einen — 
gewissen praktischen Wert besitzen. Obwohl sich die Anwendung der 
,funktionalen® Formulierung zur Behandlung von Problemen der Quanten- 
physik erst im Entwicklungsstadium befindet und durch die Unvollkommen- 
heit des zustandigen mathematischen Apparates noch behindert ist, konnte | 
eine Reihe von Fragen, fiir deren Untersuchung diese Formulierung gewisse ' 
Vorteile bietet, geklirt werden. Wir wollen uns nun mit einigen einfachen 
Beispielen dieser Art befassen. Weitere Beispiele fiir mit Hilfe der Funktional- | 
integrale erzielte physikalisch interessante Resultate findet. man in [Ja] | 
bis [2d] und [73] bis [23a]. 

Der klassische Grenzwert und die quasiklassische Néherung. Bekanntlich gibt, , 
das Quadrat des Betrags der Wellenfunktion eines Teilchens die Wahrschein- - 
lichkeitsdichte fiir die Lage dieses Teilchens in verschiedenen Punkten des }| 
Raumes an (im Falle eines beliebigen Systems hat man nur den drei- - 
dimensionalen physikalischen Raum durch den Konfigurationsraum zu er- - | 
setzen). Die Formel (2.3) (wie auch die allgemeinere (2.5)) stellen diese Wahr- +} 
scheinlichkeitsdichte als eine Summe von Beitragen von den Bahnen des Teil- -} 
chens dar, wenn diese Bahnen in den betreffenden Punkt miinden. Beschrankt |} 
man sich in dieser Formel auf die Integrale iiber diejenigen Bahnen, die nur in)} 
einem Teil 2 des Raumes verlaufen, so liefert das Quadrat dieses Integrals :} 
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die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ein Teilchen, das sich zur Zeit t) in X, be- 
findet, zur Zeit ¢ nach X riickt und dabei im Zeitabschnitt zwischen ¢, und 
t nicht tiber den Rand von Q tritt?). 

Dieser Umstand erlaubt es, aus (2.5) eine Verbindung zwischen der klassischen 
Mechanik und der Quantenmechanik auf kiirzestem Wege herzustellen. Da 
wegen der Kleinheit von h die Exponentialfunktion exp {t/h - S[x(t)]} 
rasch oszilliert, sogar bei geringen Anderungen von S, so werden fiir solche 
h-Werte die Beitraige von den benachbarten Bahnen sich gegenseitig aus- 
léschen. Eine Ausnahme bildet die Bahn, in deren Nahe die ,, Phase“ S [x(t)] 
die geringste Anderung aufweist, d.h. fiir die 6 S[z(t)] =0 ist (vgl. mit 
der Methode der stationaéren Phase in der mathematischen Physik). Die letzte 
Bedingung liefert aber nach dem Hamiltonschen Prinzip die Bahn der 
klassischen Mechanik. 

Somit werden im Integral (2.5) bei sehr kleinem h die Summanden, die der 
klassischen Bahn entsprechen und dieser benachbart sind, die Hauptrolle 
spielen (praktisch wird dieses Integral allein aus denjenigen Bahnen erhalten, 
die innerhalb eines schmalen Roéhrchens um die klassische Bahn verlaufen). 
Im Grenzfall h-—»0 wird jedes Teilchen sich streng auf irgend einer klassi- 
schen Bahn bewegen. Es ist noch zu bemerken, da bei der klassischen 
Naherung y(X, t) ~ eS*' anzunehmen ist, wo S,, die klassische Wirkung 
des Systems ist. 

Das gleiche Ergebnis kann auch aus der Schrédinger- Gleichung (siehe z. B. 
[32] Seite 149) erhalten werden, jedoch ist das Ergebnis in diesem Falle nicht 
so einfach und so anschaulich. 

Diese Uberlegungen erlauben auch weitere Korrekturen zum klassischen 
Ergebnis zu bestimmen, d.h. das folgende Glied in der Reihenentwicklung 
der Wellenfunktion nach Potenzen von A. Entwickelt man namlich das 
Funktional S[a(r)] in der Nahe der klassischen Bahn 2, (t) in eine funktionale 
,,laylorsche Reihe“, so erhalt man 


1 1 
S[x(t)] = Sia + 5 OP S[ma (1) + | 6° S[xa(t)] + .-; (4.1) 
wo 62S[2, (t)] das beziiglich der Funktion 
y(t) = x(t) — 2a(T) (4.2) 
gebildete quadratische Funktional ist: 
“es t)\ = 
OL OL 6? - “ 
2 — d 
- {ee >. y(t) + 2 we are y(t) y(t) + 5 atk (t)| dt 
(4.3) 


1) Scheidet man in (2.5) alle Bahnen aus, die iiber den Rand von 2 fiihren, so bedeutet 
dies auf Grund der auf Seite 534 gegebenen Erklarung fiir das Funktionalintegral, 
daB auBerhalb von 2 V(X) =o sein muB, d.h. daB man annehmen muB, dab 
langs des Randes von eine absolut undurchdringliche Schranke gelegt worden ist 
(vgl. die Bemerkung iiber die Auffassung der Fundamentallésung der Gleichung (1.33) 
als Funktionalintegral im endlichen Bereich). 
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(hier ist L die Lagrange-Funktion). Zieht man nun e%*! vor das Zeichen der i 
Funktionalintegration und beschrankt sich auf zwei Glieder der »Tay- 
lorschen Reihe“ (4.1), so erhalt man das Funktionalintegral einer Exponential- | 
funktion, die im Exponenten ein quadratisches Funktional enthalt (zuvor | 
mu selbstverstindlich die ,,Parallelverschiebung“ (4.2) durchgefthrt 

werden; vgl. Seite 541). Das letzte Integral kann mit Hilfe der Formeln fiir — 
die endlichdimensionalen Integrale (1.11) und (1.28) berechnet werden. Dieses 

Integral gibt uns die Korrektur nachster Ordnung in h zur Wellenfunktion, | 
die der sogenannten ,,quasiklassischen Naherung” der Quantenmechanik | 

aquivalent ist’). 
In den Lehrbiichern der Quantenmechanik wird die quasiklassische Néherung | 
in erster Linie zur Bestimmung der Eigenwerte angewandt, denn gerade in 
solchen Fallen fiihrt diese Methode zu recht konkreten und praktisch 
interessanter Ergebnissen (zu den Bohrschen Quantenbedingungen). 
Mathematisch gesehen fithren diese Resultate zu den asymptotischen Formeln 
fiir groBe Eigenwerte der Differentialgleichung (1.39’), so daB hier die Theorie || 
der quasiklassischen Naherung an die auf Seite 545 untersuchten Frage | | 
Anschlu8 findet. Multipliziert man nimlich alle Glieder der Gleichung (1.39’) 
- mit 2h?/m, so lautet das Ergebnis (3.19) fiir den Fall eines dreidimensionalen . 
Raumes folgendermaBen: im Falle einer Schrédinger-Gleichung ist bei 
kleinem h im endlichen Bereich 2 die Anzahl der Eigenwerte, die kleiner als | 


Denis 
E sind, gleich esa . E’lt mes Q, wo mes Q der Inhalt des Bereiches Q ist. — 
Da fiir einen Bereich des Inhaltes mes Q den Energiewerten, die kleiner als # " 
8 V2am'!: Hl: . 

3 
raume“ des Teilchens entspricht —, einem Raum der Paare (a, p), wo & die 


Koordinate und p den Impuls bezeichnen, so da8 p = V2 mE ist, so kann man 
daraus schlieBen, daB jedem Eigenwert im Phasenraum eine Zelle vom Inhalt : 
Av = (2xh)* zugeordnet ist und die Anzahl der Eigenwerte, die mit dem 
Volumen Ap Ax des Phasenraumes verbunden sind, gleich Ap Ax(2xh)-? ist. . 
Dieses Ergebnis ist eine der wichtigsten Folgerungen aus der quasiklassischen 
Theorie. Es ware recht interessant, dieses Ergebnis mit Hilfe ,,funktionaler“‘ 
Methoden auf méglichst einfache Weise fiir den Fall einer Bewegung im un- +) 
begrenzten Raum herzuleiten (die ersten Versuche in dieser Richtung 
findet man in [4]). 

Berechnung der Zustandssumme der Quantenstatistik. In ahnlicher Weise wie ’ 
oben kénnen die Funktionalintegrale auch auf dem Gebiete der stati- - 


sind, ein Inhalt von mes 2 im sechsdimensionalen ,,Phasen- - 


— — 


.a~s 


1) Ein Beweis dafiir, da8 die durch Beriicksichtigung zweier Glieder der Reihe (4.1) 
erhaltene Naherung uns die Wellenfunktion mit einer Genauigkeit bis zu Gliedern der '} 
Ordnung h (d. h. aquivalent der ,,quasiklassischen Naherung‘‘) gibt, findet man in [33], , 
wo auch einige Beispiele angegeben werden. Wir bemerken, daf die Strenge des durch- -] 
gefihrten Beweises dadurch herabgesetzt wird, da die Frage nach dem genauen Sinn || 
der Funktionalintegrale in [33] nicht erértert wurde. Weitere Beispiele fiir die Anwen- -} 
dung der ,,quasiklassischen Naherung‘‘ auf konkrete Probleme der Quantenmechanik, | | 
die auf diese Weise erhalten werden, findet man in der vor kurzem erschienenen um- | 
fangreichen Arbeit [36]. 
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stischen Physik angewandt werden. Es ist bekannt, daB bei der statistischen 
Untersuchung der thermodynamischen Eigenschaften eines quantenmecha- 
nischen Systems die ,,Zustandssumme‘ 


1 
P= iT 
die Hauptrolle spielt; hier bedeutet k die Boltzmannsche Konstante, 7’ die 
absolute Temperatur, die Summe erstreckt sich tiber alle Eigenwerte EL, des 
Energieoperators H des betrachteten Systems’). 


Wir betrachten als einfachstes Beispiel die eindimensionale Bewegung eines 
Teilchens der Masse m im Kraftfeld mit dem Potential V(X): hier ist 


Z => e-PEn, (4.4) 


H dished V(x 4.5 
Ces bce Aas vat 
Ersetzt man die Veriinderliche X durch V2 hX /Vm, so erhalt der Operator 
H die Form 
1 @ V2h 
= — Fg (Ee x), (4.6) 


die mit der Form des Operators in (1.39) tibereinstimmt. Auf Grund von (1.35) 
und (1.42) erhalten wir daraus 


B 
h 
p(X, B; X) = [exp — [v a (xX + a) QE > Oustp.0) © = 


Cz 0 0 
= 5 gi(X) ee (4.7) 


und (weil die Funktionen ¢,(X) normiert sind) : 


oo B 7 
Zi >, Ph En ail [ow | V et (X + x(e)| dt} Aygo) t¢ AX. 
n m 
0 


— oo Ceo 


(4.8) 
Dieser Ausdruck fiir Z scheint auf den ersten Blick recht kompliziert, kann 


aber bei der Losung einiger Fragen recht bequem sein und zur Vereinfachung 
der Beweise fiihren. 


1) Die Zahlen e~f#n geben in der Quantenstatistik die Aufenthaltswahrscheinlichkeit 
des Systems im Zustand mit der Energie E,, an, so daB Z im Ausdruck fiir den Mittel- 


wert A jeder physikalischen GroBe A vorkommt: 
A= Lis a Anne FEn, 


u 


wo A,,, die Matrixelemente von A sind. Die Beziehung von Z zu den thermodynamischen 
GréBen erhalt man aus der Formel —k T log Z = F, wo F die freie Energie des Systems 
ist (siehe [34]}). 
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In einer Reihe von Fallen kann das System in erster Naherung als klassisch _ 
und die Quantenkorrekturen als kleine Zusaétze zu den klassischen Ergeb- , 
nissen angesehen werden. Diesem Vorgehen entspricht die Berechnung von | 
Z durch eine Entwicklung dieser GroBe in eine Reihe nach Potenzen _ 
von h (ahnlich wie bei der quasiklassischen Naherung). Geht man nun von 
(4.8) aus, so muB zunachst die Substitution V2 4X /m = X, vorgenommen 
werden und dann in der so erhaltenen Formel 


ees B 
ee ae | | exp -| V (x. a i x(0) dt | dcs,o) 2) AX, (4.9) 
0 


— co CB.o0 


B ze 
die Funktion exp | — i V (x + l= 
F m 


x(0)] dt | ineine Taylorsche Reihe 


nach A entwickelt werden: 


B B 
2h ‘ 2h 
exp -v (x. aa V2) a(e)) av sae wo [oar V'(X_) e7 PV (Fo) 4 
0 0 


Vm 


pee P 
a . 1 x(t) (0) drdo- V’2(X,) — | 22(t) dr- v(x} e-BV(X) 4, 
00 6 
(4.10) 
Das Absolutglied dieser Entwicklung ergibt nach Einsetzen in (4.9) die 
Formel 
ieee [eV dX, (4.11) 
V2xBh —< 


so daf man bis auf einen unerheblichen Zahlenfaktor die Zustandssumme 
der klassischen Statistik 


Z= it ePV(Xe) dX, (4.12) 


erhalt'). Alle ungeraden Glieder in (4.10) fallen beim Einsetzen in (4.9) auf 


Grund von (1.24’) weg. Die restlichen Glieder der Entwicklung (4.10) liefern 
fiir Z die Reihe 


Deane en 

V22ph 

wobei jedes Glied dieser Reihe nur die Momente (1.26) beziiglich des be- | 
dingten Wienerschen MaBes d,y(g,o) « enthalt und somit sehr einfach berechnet 


(Zid ck Way, (4.13) 


1) In der Formel fiir A hebt sich der konstante Faktor im Zahler und im Nenner heraus; | 


in der Formel fir die freie Energie F ergibt dieser konstante Faktor eine unwesentliche 
additive Konstante. 


_ Die Berechnung weiterer Glieder der Reihe 


. wesentlich kompliziertere Systeme) 
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werden kann. Insbesondere lautet das zweite Glied in (4.13) auf Grund von 
(1.25): 


a Pe 
= | [ V'2(Xp) PMD AX, f | 1 x(t) x(a) dt9,0 ol drdo— 


Co 00 égo 


oo B 
xi [ V"" (Xo) eB P A) dXy- [ 


0 


/ ot (r) d¥, (8,0) =| ar| = 
Ceo 


== 00: 


oo B 
F rap etreo axy-2 | 
ESS 6 


= faroage se8o= 


0 


oo 


co B 
ay 3 
— | ¥"%) AVX) dX, Sree dt\ = | vec) eB V(X) dX, — 
é 


— oc 


— OO 


co 


UE ee BI Pi J 
Sra] Vie edhe = — oa V'2(X,) -e-8 V(X) dXq. (4.14) 


(4.13) ist kaum schwieriger 
(vgl. [37]). ; 
Die hier gewonnenen Ergebnisse stimmen mit denen tiberein, die in den 
dreiBiger Jahren von WIGNER und KirKwoopD aus der Schrédinger- 
Gleichung erhalten wurden (siehe [34] §33). Eine elegante Ableitung dieser 
Ergebnisse ist vor kurzem von CHALATNIKOW angegeben worden [23]. Der 
von uns vorgeschlagene Weg, diese Ergebnisse mit Hilfe der Funktional- 
integrale zu ermitteln, ist jedenfalls einfacher als die anderen. 

Wir méchten noch anmerken, daB die Beziehung (4.8) (in Anwendung auf 
schon von FEYNMAN in den Arbeiten [1c] 
und [Jd] bei der Untersuchung des Verhaltens von fliissigem Helium bei 
tiefen Temperaturen angewandt wurde. 

Abschiitzung des kleinsten Higenwertes der Schrédinger-Gleichung. Die Funktio- 
nalintegrale kénnen auch zur Abschatzung des kleinsten Eigenwertes der 
Schrédinger-Gleichung verwendet werden (bei der Anwendung der ,quasi- 
klassischen Naherung‘ erhalt man im Gegensatz dazu die groften Kigen- 
werte). 
Angenommen 
a oh =f (4.15) 


ist eine solche Gleichung in einem MaBsystem mit h = 1 (die Form des 
Operators H soll zunichst noch nicht spezialisiert werden). Eine beliebige 


Lésung dieser Gleichung kann in der Form 
yp => Onpne** (4.16) 
n 
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geschrieben werden, in welcher HZ, die Eigenwerte des Operators H, und py; 
die entsprechenden Eigenfunktionen bedeuten. In (4.16) ist eine Abtrennung ; 
der kleinsten Eigenwerte von den anderen recht schwierig. Geht man aber t 


von (4.15) zu der entsprechenden Gleichung vom ,,Warmeleitungstyp* 


ea (4.17) } 


iiber und beriicksichtigt dabei, da die Higenwerte und die Eigenfunktionen a} 
von (4.15) und (4.17) tibereinstimmen und da die Lésung von (4.17) in der t 


Form , . 
p=) CaPne En (4.18) } 


dargestellt werden kann, so wird klar, da8 zur Ermittlung des kleinsten Ens 
das asymptotische Verhalten der Lésungen (4.18) fiir grofe t-Werte zu unter- ‘| 
suchen ist. Man erhalt aber aus (4.15) die Gleichung (4.17), indem man ¢ durch 1) 
-it ersetzt. Fihrt man dieselbe Substitution in (2.5) durch, so 1aBt sich 4 


zeigen, daB die Losung der Gleichung (4.17) durch das Funktionalintegral |) 
nach dem Wienerschen MaB 


y= | elm duc. x (4.19) 


Ci,x 


gegeben ist, in welchem S)/f), t] die um das Integral der ,,kinetischen Energie“ 7 
(diese ergibt bei der Substitution von ¢ durch -it in (2.5) das Wienersche Maf) | 
verminderte klassische Wirkung ist. Fiir die Untersuchung des asympto- / 
tischen Verhaltens dieses Integrals fiir groBe t-Werte wurde von FEYNMAN |) 
in [le] folgende Methode vorgeschlagen. Man wahlt als Approximation des 4 
Funktionals S, irgendein einfaches reelles Funktional S, so, daB sein Integral |i 
nach dem Wienerschen Ma8 bestimmt werden kann (z. B. durch die Zuriick- +) 
fihrung auf die Lésung irgendeiner bekannten Differentialgleichung). Wir } 
schreiben (4.19) in die Form 


y= | eee aae e51 dy (t,x) av (4.19’) | 


Ci,x 


um. Diesen Ausdruck kann man als Mittelwert des Funktionals eS»-S: mit ; 
der positiven ,,Gewichtsfunktion™ e*: auffassen. Nach der allgemeinen Un- | 
gleichung zwischen dem geometrischen und arithmetischen Mittel (Jensen- . 
sche Ungleichung) ist der Mittelwert von eS»~‘: niemals kleiner als die Expo- » 
nentialfunktion des Mittelwertes Sj, — §,. Ersetzt man nun im Exponenten | 
von (4.19’) S,—S, durch den Mittelwert dieses Funktionals (Sy — S;)m, 
nach dem Mak e5:(” da und bringt dann e(Sx~ Si» yor das Zeichen der Funk- 

tionalintegration, so erhilt man fiir y eine Abschaitzung nach oben, d.h. |] 
(beim Ubergang zu grofen t-Werten) ebenso fiir E, eine obere Schranke. } 
Besitzt nun das Funktional S, auBerdem noch einige Zahlenparameter, so |] 
kann man, um eine bessere Anniherung an E, zu erhalten, zusitzlich noch | 
eine Variationsaufgabe stellen, d.h,. die Parameter so wihlen, daB die er- 

haltene Schranke minimal wird. 
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In der Arbeit [/e] wurde diese Methode zur Behandlung der Bewegung eines 
Elektrons in einem polaren Kristall angewandt. Schon nach einigen Um- 
formungen fiihrte das Problem auf die Untersuchung des Integrals 


wy pipelines dtds 
e JJ |x —x()| dy (t,x) &- (4.20) 


Chex 


Als ,,approximierende Funktionale“ S, wurden in [Je] Funktionale der Form 
exp {— [ V [ax (t)] at\ penutzt, in denen fiir V(#) entweder k|a|-* oder ka? 
eingesetzt wurde. Das asymptotische Verhalten der Integrale von 
exp {— | V(a) at\ nach dem Wienerschen MaB fihrt bei solchem V auf die Be- 
stimmung der Eigenwerte der Schrédinger-Gleichung eines Elektrons im 
Coulombschen Felde bzw. eines harmonischen Oszillators. Die gewonnenen 
Resultate sind recht genau. Ein Vergleich mit dem exakten Wert fiir £,, 
den PEKAR [35] fiir groBes a erhielt, zeigt, daB HZ, mit einer Genauigkeit bis 
zu 3% bestimmt werden kann, wenn man fir V (#) das Funktional ka? wahlt 
und den Wert von k durch Lisung der Variationsaufgabe berechnet. 

Die Stérungsrechnung. Wir beginnen mit dem einfachen Problem der Be- 
wegung eines Teilchens in einem Potentialfeld. Das Potential V[«(r)] soll 


die Form 
V[x(z)] = Volx(t)] + eVile(r)] (4.21) 
haben, wo V,[x(t)] das ,,ungestérte“ Potential darstellt, fiir das die Lésung 


wyo(X,t) der Schrédinger-Gleichung bekannt ist und ¢eV,(z) eine kleine 
Stérung (e soll der Kleinheitsparameter sein) ist. Laut (2.3) ist dann 


int 
1 t = [ Uolam—eVale@iy ar t 

p(X, t; Kgit.) = nak fo [] dx (x); (4.22) 

to 


Gas 


hier ist L,[x(r)] die ungestorte Lagrange-Funktion. Daraus kann jetzt die 
Entwicklung der Funktion y in eine Reihe nach Potenzen von ¢ erhalten 
werden: 


see 
xf Ly(x(t)] at | 


1 ee 
p(X, t; Xo, ty) = xf Lie J V,[a(t)] dt + 


1 /te 
+57 (F) 


. co ft 
VE 
= Yo(X .t; Xo, to) — = / | vo. (ay, T13 Xo; ty) Va (41) Yo (Xs 5 1,7) dx, dt, + 


— cls 


a2 t 
Gi Vi [a (t1)] Vi [x (t2)] dt, dt, + ei Lhg2{) = 


to to 


‘ be 2 72 © t 
i a (5) [ ‘i ct Wo(Xe, T2; Xo; to) V(x2) Yo (21, T1; 2a, T2) X 


— co — © ly ty 


x V (ay) Wo(X, £3 2%, T) Try Axe dt, dt, + «+3 (4.23) 
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allgemein 
w(X, t; Xo; to) — Wo 0.@ t; Ag) to) a 


* co 8000 co t tH Tr-1 | i 

~ ve \" ° . a Hl 
ee [- alah 1p “af i” oe J Po (Xn; Tn ? Xo; to) VG) Wo(Xn-1; Tn-1 ’ Postar xt | 
x V (tgs). V (ay) Wo(X,. tay, %) ba, Oxy... dx, dt diy... dt. (4.23) 


Dies ist das bekannte Ergebnis der nichtstationéren St6rungsrechnung deri 
Quantenmechanik. f 
Die hier entwickelte Stérungsrechnung findet haufig Anwendung in derq 
Quantenfeldtheorie. Nehmen wir als Beispiel das schon auf Seite 538 er- 
wahnte Modell von THIRRING fiir die Quantenfeldtheorie. Das Wellenfunk- 
tional w[u(ax)} wird durch (2.14’) dargestellt. Dieses Funktional ist ein Inte- 
gral einer Exponentialfunktion mit einem Exponenten vierter Ordnung iny 
bezug auf w(x). Eine Berechnung dieses Integrals ist recht schwierig, undl 
wir besitzen heute noch kein allgemeines Verfahren, um an die Lésung dieser: 
Aufgabe heranzukommen. Nimmt man jedoch an, da das Glied vierter: 
Ordnung klein ist und entwickelt das Wellenfunktional in eine Reihe nach 
Potenzen von A (hier soll bemerkt werden, da& der Parameter A in unserer: | 
Theorie eine Elementarladung darstellt), so werden alle Glieder dieser Reihe 

Funktionalintegrale von der Art der Momente der GauSschen Verteilung4 
sein, die man unmittelbar berechnen kann!). Dieser letzte Umstand hat: 
allgemeinen Charakter und hangt nicht mit der Wahl eines bestimmten 

Modells der Quantenfeldtheorie zusammen. Fast alle z. Z. verdffentlichteni 
Untersuchungen auf dem Gebiet der Quantenfeldtheorie befassen sich imi 
Grunde nur mit der Untersuchung der auf diese Weise erhaltenen storungs- 4 
theoretischen Reihen®). Um die Glieder dieser Reihe zu berechnen, ist heute : 
eine recht eigenartige und interessante mathematische Technik entwickelt 4 
worden (die sogenannten FEyNMANschen Graphen). Leider kénnen wir uns: 


hier mit diesen zwar wichtigen, jedoch schwierigen Fragen nicht weiter} 
befassen. 


| 
| 
} 


Ubersetzt von E. Gilde 
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Konferenz iiber die Physik hochenergetischer Teilchen’)*) 


Erste Sektion 


In der ersten Sitzung der Sektion ,,Elementarteilchen und ihre Wechselwirkung* 
wurden Fragen der x-Mesonenerzeugung durch Nukleonen behandelt. In den Berichten 
, Spektren sekundarer Protonen und Deuteronen von (p—p)-StéBen bei 660 MeV“ und 
,,Energiespektren der 1*+-Mesonen in der Reaktion p + p— p + n+ 2+ bei 556 und 
657 MeV“‘ von MESCHTSCHERJAKOW, NEGANOW, SRELOW, Wsorow, SAWTSCHENKO 
und ScHABUDIN wurde iiber Untersuchungen von Mesonerzeugungsprozessen berichtet, 
die am Synchrozyklotron des Instituts fiir Kernprobleme durchgefiihrt wurden. Mit 
Hilfe eines groBen Magnetspektrometers wurden die Spektren der Produkte folgender 
Reaktionen vermessen: 


Pt Pop na, (1) 
ptp—7ptpta , (2) 
p+p d+ x. (3) 


AuBerdem wurde das 2-Mesonenspektrum in der Reaktion (1) mit Hilfe eines Teleskops 
von Szintillationszahlern (auf Grund der Weglange im Absorber) untersucht. Die Ver- 
suche wurden an einem Protonenstrahl yorgenommen, der aus der Kammer des Synchro- 
zyklotrons hinausgefihrt wurde. Die Intensitat des hinausgefithrten Strahls betrug bis 
zu 3-10® Teilchen/cm? sec. Die Winkelverteilung der in den Reaktionen (1) und (2) ge- 
bildeten Protonen lieB sich durch das Gesetz (0,8 + cos? 6) beschreiben. Protonen mit 
einem Impuls gréBer als 250 MeV/c werden hauptsachlich nach vorn und nach hinten 
emittiert, wahrend Protonen mit geringerer Energie nahezu isotrop emittiert werden. 
Die Analyse des 1+-Mesonenspektrums zeigte, daB das Matrixelement fiir die 7*+-Mesonen- 
erzeugung linear vom Mesonenimpuls abhangt. Die Winkelverteilung wird angenahert 
durch (0,43 + cos? 4) beschrieben. Diese Tatsachen sprechen dafiir, daB die «-Mesoner 
in der Reaktion (1) hauptsachlich im p-Zustand erzeugt werden. Die Analyse der Resul- 
tate zeigte ferner, daB im MesonenerzeugungsprozeB eine starke Wechselwirkung zwi- 
schen Mesonen und Nukleonen im Zustand mit dem Gesamtdrehimpuls 3/2 und dem 
Isotopenspin 3/2 zum Ausdruck kommt. AuBerdem wurden in den Berichten Resultate 
iiber die Untersuchung von Spektren der z*- und 2~-Mesonen mitgeteilt, die bei Beschu8 
von Beryllium- und Kohlenstoffkernen erhalten wurden. 

In der Diskussion teilte MESCHKOWSKI mit, daB er mit einer Gruppe von Mitarbeitern 
ahnliche Arbeiten tiber die Untersuchung der Reaktionen (1) und (3) durchgefiihrt hat. 
Fiir (1) wurde nahezu isotrope Winkelverteilung gefunden. 


1) Die Konferenz iiber die Physik hochenergetischer Teilchen fand vom 14. bis 22. Mai 


1956 in Moskau statt. 

2) Gekiirzte Ubersetzung aus Uspechi fiz. nauk 61, 103 (1957). Diese Ubersetzung ent- 
halt im wesentlichen nur die Berichte iiber Referate sowjetischer Physiker, soweit diese 
in letzter Zeit nicht bereits in einer der sowjetischen Zeitschriften verdffentlicht worden 


sind. 
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Es folgte der Bericht ,,Energiespektren der y- Quanten beim Zerfall von z°-Mesonen, die i 
durch Protonen von 470 und 660 MeV erzeugt werden“ von Ba JuKow, KosoDAJEw und | 
TJAPKIN. Mit Hilfe eines Paarspektrometers wurde die Energieverteilung der y- Quantenr | 
vom 2°-Zerfall gemessen. Die x°-Mesonen wurden durch Beschleunigerprotonen vont) 
660 MeV in einem Kohlenstofftarget unter den Winkeln 0° und 180° erzeugt. Diese\ 
Spektren unterscheiden sich stark von denen, die bei 470 MeV gefunden wurden. Diek 
Spektren der y-Quanten wurden nach den bekannten Formeln aus dem 7°-Mesonen-| 
spektrum ausgerechnet. Die Winkelverteilung ist bei 660 MeV nahezu isotrop, wahrend 
die Verteilung fiir 470 MeV durch (0,3 + 0,1) + cos? 6 beschrieben werden kann. 

AuBerdem wurde (durch ein anderes Verfahren) das Spektrum der y- Quanten vom Zer-: 
fall von z°-Mesonen gemessen, die durch (p — p)-StdBe erzeugt wurden. Im Schwer-: 
punktsystem hat die Winkelverteilung der 2°-Mesonen die Form 1 + (0,3 + 0,2) cos? 6. 
PROKOSCHKIN und TJAPKIN berichteten iiber Untersuchungen der 2z°-Mesonen-\ 
erzeugung durch Protonen an Wasserstoff und zusammengesetzten Kernen. Die Messun-. 
gen wurden mit einem Teleskop aus Szintillations- und Tscherenkowzahlern vorgenom-. 
men. Die totalen Wirkungsquerschnitte fiir Wasserstoff und Deuterium wurden durch!) 


eine andere Methode gemessen. Es wurde der unter dem Winkel 9 = arccos 1/V3 (im 
Schwerpunktsystem) emittierte y-Quantenstrom gemessen. Fiir 660 MeV wurde 


o(p + p—2°) = (3,6 + 0,3) 10-?7cm?, 
und 
o(p + d—>x°) = (10,6 + 1,4) 10-?7cm? 
gefunden. Durch Subtraktion folgt 
o(p +n—->2°) = 7,0- 10-27cem?. 


Das Verhaltnis der Wirkungsquerschnitte fiir die x°-Mesonenerzeugung an Protoneni) 
und Neutronen ergab sich zu 0,5. Die Autoren konnten auSerdem Daten iiber die Energie—) 
abhangigkeit des Wirkungsquerschnittes in dem Bereich 390—660 MeV mitteilen. Bez!) 
660 MeV ist die Winkelverteilung nahezu isotrop. Bei geringeren Energien tritt in dem}, 
Ausdruck fiir die Winkelverteilung ein Term ~ cos? 0 auf. ! 
Bei der Untersuchung der ~°-Mesonerzeugung an zusammengesetzten Kernen durenil 
Protonen von 660 MeV wurde eine Abhangigkeit der Winkelverteilung der °-Mesonen}) 
von der Massenzahl der Targetkerne festgestellt. Das wird durch die Bremsung der auf-!} 
fallenden Protonen in der Kernmaterie verstandlich. ae | 
In dem Bericht von DsHELEPOW, OGANESJAN und FLJAGIN wurden Ergebnisse zur} 
m°-Mesonenerzeugung durch Neutronen mit der effektiven Energie 580 MeV mitgeteilt..] 
Die y-Quanten wurden durch ein Teleskop aus Tscherenkow- und Szintillationszihlerm 

nachgewiesen. Der Wirkungsquerschnitt fiir die 2°-Mesonenerzeugung bei (n — p)-] 
StéBen ergab sich zu (5,7 + 1,5) - 10-??cm?. Die Untersuchung der x°-Mesonenerzeugungy} 
an Deuterium zeigte, daB die Wirkungsquerschnitte fiir (p — p)- und (n — n)-Wechsel-] 
wirkungen innerhalb der Fehlergrenzen iibereinstimmen. AuBerdem wurde die relative 
y-Quantenausbeute vom x°-Zerfall bei BeschuB einer Reihe von Elementen mit Neu] 
tronen gemessen. Die Resultate entsprechen der Annahme, daB die Mesonen nur an der} 
Kernoberfliche erzeugt werden. Fiir schwere Kerne wurde eine Abweichung vom A’*/s-] 
Gesetz gefunden. 
SMORODINSKI gab einen Uberblick iiber das empirische Material zur Streuung schnellen} 
Nukleonen an Nukleonen. Der Vortragende machte eine Reihe von Bemerkungen dar-} 
iiber, welche Folgerungen aus diesen Daten erhalten werden kénnen und welche Ex- : 
perimente zur Zeit noch ausstehen, um eine vollstindige Analyse zu erméglichen. Be-] 
dauerlicherweise ist der Energiebereich unterhalb 100 MeV sehr schlecht erforscht! 
Hier sind weitere Untersuchungen unerlaBlich. Bekanntlich wurde als hauptsachliches| 
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Resultat der Analyse des empirischen Materials festgestellt, daB die Wechselwirkungen 
in den Zustanden mit dem Isotopenspin 7 = 1 und 7 = 0 verschieden sind. Der 7’ = 1 
entsprechende Wirkungsquerschnitt ist in einem grofen Energieintervall sowohl energie- 
als auch winkelunabhangig. Daraus schlieBt man, daB die Streuung in den Zusténden 
18) und *P, erfolgt. Es ist zur Zeit notwendig, eine Aufteilung nach dem gewohnlichen 
Spin vorzunehmen. Fiir die Gesamtaufteilung der Singulett- und Triplettzustande sind 
fiinf Funktionen zu bestimmen. Der Vortragende ist der Ansicht, da die Versuche zur 
Polarisationskorrelation die direktesten Experimente sind, aus denen die notwendigen 
Resultate erhalten werden kénnen. Die Phasenanalyse ist nicht eindeutig. AuBerdem 
erhebt sich die Frage, ob nicht auch fiir den Fall der Nukleon-Nukleon-Streuung die 
Nichteindeutigkeit der Phasen existiert, wie sie fiir Meson-Nukleon-Streuung festge- 
stellt wurde. Wie RYNDIN zeigte, gibt es im Falle von Nukleonen keine Eindeutigkeit. 
Der T = 0 entsprechende Wirkungsquerschnitt entspricht dem in Bornscher Naherung 
berechneten. 

DsHELEPOW berichtete iiber Untersuchungen zur elastischen Streuung von Neutronen 
mit 580 MeV an Protonen und Neutronen. Die Neutronen wurden mit Hilfe eines Szintilla- 
tionsteleskops durch ProtonenriickstoB registriert. Fiir Wasserstoff wurden die Mes- 
sungen nach einer anderen Methode vorgenommen. Der Wirkungsquerschnitt fiir die 
Streuung von Neutronen an Neutronen wurde aus dem fiir die Streuung an Protonen in 
dem Winkelbereich ermittelt, in dem die Wirkungsquerschnitte sich additiv verhalten. 
Der Wirkungsquerschnitt fiir die elastische Neutron-Neutron-Streuung stimmt bei 
590 MeV mit dem fiir die elastische Proton-Proton-Streuung iiberein. 


Die Winkelverteilung bei der Streuung von Neutronen mit 590 MeV an Protonen zeigt, 
daB die gewdhnliche und die Austauschwechselwirkung mit gleicher Ordnung in die 
Streuung eingehen. Dieses Bild andert sich jedoch, wenn man von Energien zwischen 300 
und 400 MeV zur Energie 600 MeV iibergeht. Bei dem Winkel 0° nimmt der Wirkungs- 
querschnitt mit der Energie zu, wahrend er bei 180° mit wachsender Energie kleiner 
wird. OKUN und POMERANTSCHUK Zeigten, daB dieser Sachverhalt dadurch bedingt ist, 
daB die Rolle inelastischer Prozesse bei Energien von ~ 500—600 MeV und hoher zu- 
nimmt. Die Analyse der Resultate iiber die (n — p)-Wechselwirkung gestattet folgende 
SchluBfolgerungen: 1. Die Wechselwirkungsquerschnitte in den Zusténden mit dem 
Isotopenspin 7’ = 0 und 7'= 1 sind stark voneinander verschieden. Dieser Unterschied 
wird mit wachsender Neutronenenergie kleiner. 2. Fir 7’ = 1 verhalt sich der Wirkungs- 
querschnitt anormal, wahrend der fiir 7’ = 0 nahezu dem in Bornscher Naherung be- 
rechneten entspricht. 3. Die Wirkungsquerschnitte fiir die Mesonenerzeugung unter- 
scheiden sich bei 580 MeV fiir dic Zustainde mit 7 = 0 und 7’ = 1 nvr wenig voneinander. 
AuBerdem sind die Wirkungsquerschnitte fiir die elastische Streuung in den Zustanden 
mit 7 = 0 und T= 1 unter Winkeln ~ 90° nahezu einander gleich. Durch diese Tat- 
sachen wird die SchluBfolgerung iiber eine schwache Wechselwirkung der Nukleonen in 
Zustanden mit 7’ — 0 in Frage gestellt. Der Vortragende wies ferner darauf hin, daB es 
zur Deutung der Winkelverteilung bei elastischer Streuung von Neutronen an Protonen 
notwendig ist, die Drehimpulse der einfallenden Teilchen bis zu 1 = 6 zu beriicksichtigen. 
In dem Bericht von SIL1n, TAMM und FAINBERG wurde der gegenwartige Stand der 
Mesontheorie analysiert und ein Vergleich zwischen Theorie und Experiment vorgenom- 
men. Ungeachtet dessen, daB die moderne Theorie quantitativ unbefriedigend ist, ent- 
spricht sie nach Ansicht der Autoren qualitativ gut der Wirklichkeit. Beispielsweise wurde 
die Existenz isobarer Zustande, die AbstoBung bei Wechselwirkungen in kleinen Ab- 
standen u. a. m. vorausgesagt. Hinsichtlich quantitativer Ergebnisse der Theorie war 
man bestrebt, die Resultate nicht aus einer Naherung zu gewinnen, sondern aus all- 
gemeinen Satzen. Als Beispiele hierzu wurden die Dispersionsrelationen und das Grenz- 
theorem erwahnt. Auf diesem Wege wurde die Kopplungskonstante zu ungefahr 15 be- 
stimmt. AuBerdem wurden die Naherungsmethoden von CHEw — Low und TaMM — 
DancorFr — Dyson kurz charakterisiert. 
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BRUECKNER (USA) sprach tiber den gegenwartigen Stand der Theorie der Kernkrafte. i 
Es wurden Ergebnisse theoretischer Untersuchungen der Nukleonenwechselwirkung | 
mitgeteilt und mit dem Experiment verglichen. In der Diskussion wies SMORODINSKI 
darauf hin, daB die SchluBfolgerungen des Vortragenden sowohl bei den theoretischen || 
Betrachtungen als auch bei dem Vergleich zwischen Theorie und Experiment unbe- 
griindet sind. 

MESCHTSCHERJAKOW und BaGATSCHEW berichteten von Untersuchungen zur | 
elastischen Proton-Proton-Streuung bei 460—660 MeV. Bekanntlich verhalt sich der 
Wirkungsquerschnitt der (p — p)-Streuung in dem Energiebereich 150—360 MeV isotrop 
und energieunabhangig. Bei 460 MeV tritt eine Abweichung von der Isotropie auf, die 
mit der Energie zunimmt. Nach Messungen bei 560 und 660 MeV wachst der differentielle 
Wirkungsquerschnitt mit abnehmenden Winkeln an. Bei groBeren Winkeln nimmt der | 
differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung ab. Der totale Wirkungsquerschnitt 
ist im Energiebereich 460—660 MeV konstant. 
Die elastische Protonenstreuung wurde bei 660 MeV fiir kleine Winkel auch von | 
BoGoMoLow, SAMBKOWSK!I, NIKITIN und SELEKTOR untersucht. Die Resultate » 
stimmen mit denen von MESCHTSCHERJAKOW und BoGaTSCcHEW iberein. 

In dem Vortrag von DsHELOPOW, MOSKALEW, SaTAROW, GOLOWIN und MEDWED 
wurden Daten iiber den totalen Wirkungsquerschnitt fiir die Wechselwirkung von Nukle- || 
onen mit Nukleonen, Deuteronen und Kernen im Energiebereich 370—660 MeV an- - 
gegeben. Der totale Wirkungsquerschnitt wurde durch die Fluktuation des Biindels 
unter ,,guten‘ geometrischen Bedingungen bestimmt. Wegen der Mesonenerzeugung { 
wachst der totale Wirkungsquerschnitt der (p—p)-Wechselwirkung mit der Energie an. ./ 
Der totale Wirkungsquerschnitt der (n — p)-Wechselwirkung ist in diesem Energie- - 
bereich ungefabr konstant. Das ist durch die Verringerung des Wirkungsquerschnittes + 
der elastischen Nukleonenwechselwirkung im Zustand mit dem Isotopenspin T = 0 
bedingt. Die Wirkungsquerschnitte fiir die (n — d)- und (p — d)-Wechselwirkung sind 
einander nahezu gleich. 

In dem Vortrag von GRIGORJEW und MITKIN wurden Resultate iiber die 2*-Mesonen- - 
Nukleonen-Streuung bei 310 MeV mitgeteilt. Die Winkelverteilung wurde mit Hilfe der « 
Photoemulsion untersucht. Die experimentellen Resultate konnten durch eine Reihe * 
Legendrescher Polynome beschrieben werden, in denen Terme nullter, erster und zweiter 
Ordnung auftreten. AuBerdem wurde mit Hilfe der BSEM eine Phasenanalyse vor- - 
genommen. Bei Beriicksichtigung von S- und P-Wellen ergaben sich folgende Werte fiir 
die Phasenverschiebung: a, = 22,7°, agg = 130,9’ und a, = —11,2°. Die Beriicksichti- -| 
gung von D-Wellen hat keine groBen Anderungen zur Folge. 
In den Vortragen von MucHIN, OSEROW, PONTECORVO, Popowa und TENTJUTKOWA \) 
wurden iiber die 7+-Meson-Nukleonen-Streuung bei 176, 200, 240, 270 und 307 MeV vor- -) 
getragen. Diese Versuche wurden mit Hilfe von Szintillationszihlern durchgefiihrt. Die E | 
Autoren untersuchten genau die Energieabhangigkeit der Phasenverschiebungen. 


In dem Vortrag von DsHELEPOW, IwANOW, KOSADAJEW, OSSIPENKOW, PETROW / 
und RussALKow wurden Resultate iiber die Untersuchung der Wechselwirkung von 1 
z-Mesonen mit Kohlenstoff und Bleikernen bei 230—250 MeV mitgeteilt. Die Messungen ! 
wurden an einer in einem Magnetfeld aufgestellten Wilsonkammer durchgefihrt. In der ¢ 
Mitte der Kammer wurden Platten aus der untersuchten Materie angebracht. 
KRrIwizkii und ReuT teilten mit, daB sie bei der Suche nach Fallen von +-Mesonen- -} 
erzeugung durch x~-Mesonen von 308 MeV an Kohlenstoff einen Wirkungsquerschnitt ¢} 
von 2,6 (+ 1,3) - 10-2? cm? fanden. | 
IGNATENKO, MUCHIN, OSEROW und PoNTECORVO berichteten zum Abschlu8 dieser (| 
Vortragsreihe von Untersuchungen zur Energieabhingigkeit der Weglange von 2- | 
Mesonen in Kernmaterie. Es wurde der totale Wirkungsquerschnitt von 2-Mesonen mit (] 
Beryllium-, Kohlenstoff- und Sauerstoffkernen und der Wirkungsquerschnitt der inelasti- |] 
schen Wechselwirkung fiir Beryllium-, Kohlenstoff-, Kupfer- und Bleikerne im Energie- | 
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intervall 140—400 MeV gemessen. Die Energieabhangigkeit des Wirkungsquerschnittes 
entspricht im groBen und ganzen derjenigen fiir die Streaung von x-Mesonen an Wasser- 
stoff und Deuterium. Die freie Weglinge wurde aus den Wirkungsquerschnitten fir 
inelastische Wechselwirkung bestimmt. Durch Vergleich der so erhaltenen Werte fiir die 
freie Weglange mit den aus dem Wirkungsquerschnitt fir die Wechselwirkung mit Nukle- 
onen ausgerechneten folgt, daB die 7-Mesonen mit den Nukleonen des Kernes haupt- 
sichlich einzeln wechselwirken. , 


In den weiteren Sitzungen wurden Berichte tiber die Wechselwirkung zwischen Nu- 
kleonen und Kernen gegeben. 


In dem Vortrag von MESCHTSCHERJAKOW, STOLETOW und NURUSCHEW wurden 
Fragen erdrtert, die mit der Polarisation von Protonen mit 660 MeV zusammenhangen. 
In den Versuchen wurde die azimutale Asymmetrie der Protonen bei zweifacher Streu- 
ung an Beryllium und die Abhangigkeit der Polarisation vom Atomgewicht des zweiten 
Streuers untersucht. Die Autoren fanden, daB die Polarisation sowohl bei der Diffraktion 
als auch bei quasielastischer Streuung mit demselben Vorzeichen wie bei der (p — p)- 
Streuung auftritt. Der Polarisationsgrad ist bei elastischer Protonenstreuung am groBten. 
Bei einer Anderung der Energie von 300 bis 635 MeV andert sich die Polarisation bei 
elastischer Streuung an Beryllium nicht merklich (sie betragt weniger als 60%). Bei 
quasielastischer Streuung wachst die Polarisation in diesem Energieintervall um das 
Doppelte an. Sie erreicht hier Werte, die der Polarisation bei freier (p — p)-Streuung 
nahekommen. 

In dem Vortrag von GULIJEW wurde die Polarisation hochernergetischer Neutronen bei 
der Streuung an Kohlenstoff C1? bei Beriicksichtigung des Kernvolumens behandelt. 
Die Rechnungen wurden in der skalaren Variante der Mesonentheorie fiir verschiedene 
Dichteverteilungen im Kern vorgenommen. 

In einer Arbeit von LANG und TER-MaRTIROSJAN wurde die Wechselwirkung schneller 
Neutronen und Deuteronen mit nicht kugelférmigen g —g-Kernen theoretisch untersucht. 
Die Abweichung von der Kugelform fihrt zu einer Anderung des Streuquerschnittes 
und zum Auftreten von Rotationsspektren. Die Autoren erhielten fiir den Fall der Neu- 
tronenstreuung Formeln fiir einen halbdurchlassigen Kern und im Falle der Deuteronen- 
streuung fiir einen schwarzen Kern. Die Resultate konnen bei der Bestimmung von Kern- 
groBe und -gestalt aus Streuexperimenten von Nutzen sein. 

Eine groBe Zahl von Vortragen wurde iiber Protonen-Kernreaktionen gehalten. 


Finleitend gab BALDIN einen Uberblick zur Photoerzeugung von Mesonen an Protonen 
und Deuteronen. Die Analyse der empirischen Angaben iiber die Photoerzeugung von 
a-Mesonen beruht einerseits auf der Ausnutzung allgemeiner Kigenschaften der Streu- 
matrix und andererseits auf sehr allgemeinen Annahmen iiber die physikalische Natur der 
Erscheinungen, namlich auf der Beschrankung auf die niedrigsten Partialwellen bei ge- 
ringen Energien, der Isotopeninvarianz und der Resonanzwechselwirkung der Mesonen 
mit den Nukleonen im Zustand mit dem Gesamtdrehimpuls 3/2 und dem Isotopenspin 
3/2. Ein solches Vorgehen erlaubt es, die wesentlichsten Besonderheiten des Prozesses 
der Mesonphotoerzeugung zu deuten: Bei der Reaktion y + p— at + n werden die 
Mesonen in der Nahe der Schwelle im S-Zustand auf Kosten des Uberganges H 1 erzeugt. 
Bei Energien von 200—300 MeV spielen die Uberginge M 1 und # 2 in den Zustand 
P 3/2 eine wesentliche Rolle. In der Reaktion y + p—>2° + p spielen die Uberginge 
M1 und £2 in den Zustand P3/2 die Hauptrolle. Die Erzeugung von x°-Mesonen im 
S-Zustand ist wenig wahrscheinlich. AuBerdem gestattet die Untersuchung der Reaktion 
y + p—>an* +n in der Nahe der Schwelle fiir die Photoerzeugung die Bestimmung, der 
Kopplungskonstante mit Hilfe des Grenztheorems. Wegen der verschiedenen elektro- 
magnetischen Eigenschaften von Neutron und Proton ist ein Studium der Photo- 
erzeugung von 7 -Mesonen an Deuterium von wesentlichem Interesse. Der Vortragende 
stellte die auf diesem Gebiet vorhandenen Resultate zusammen. 
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ABRIKOSOW betrachtete in seinem Vortrag », Quantenelektrodynamische Effekte bei \ 
hohen Energien“‘ Probleme, die mit der Abweichung von der existierenden Theorie bei | 


iiberhoher Energie zusammenhangen. at ias t 
GroBes Interesse erregte der Bericht ,,Schwierigkeiten der Elektrodynamik und der 
 Mesonentheorie und Experimente mit schwach wechselwirkenden Teilchen“* von PoME- 


RANTSCHUK. Bekanntlich berechtigen die Fortschritte in der Theorie der Renormalisie- | 
rung in der Quantenelektrodynamik zu der Hoffnung, eine folgerichtige Theorie der | 


Wechselwirkung von Mesonen erfolgreich aufzubauen. Im Unterschied zu der Quanten - 
elektrodynamik ist die Mesonentheorie jedoch eine Theorie starker Wechselwirkungen, 
so daB die Stérungstheorie nicht anwendbar ist. Der Versuch, ohne Benutzung der 
Stdrungstheorie einen Weg zur Lésung der Mesonengleichungen zu finden, fuhrte zu 
folgendem Schlu8: Wenn die existierende Theorie (Elektro- und Mesonendynamik) bis 
zu unbegrenzten hohen Energien giiltig ist, dann miissen solche unmittelbar beobacht- 
baren GréBen wie elektrische und mesische Ladung gleich Null sein. Die gegenwartige 
Theorie ist also in sich widerspruchsvoll. Die Energie, bei der neue Effekte zu erwarten 
sind, mu8 im Falle mesischer Erscheinungen anscheinend in dem Intervall 108—10*% eV 
liegen. Es wird angenommen, da auch in Prozessen, bei denen schwach wechselwirkende 
Teilchen beteiligt sind (Elektronen, u-Mesonen, y- Quanten) neue Effekte auftreten. Als 
Beispiel fiihrte der Vortragende den Compton-Effekt und die Elektron-Elektron-Streu- 
ung an. Die Energie, bei der die Untersuchung dieser Prozesse interessant wird, betragt 
jedoch einige zehn BeV. Es gibt Experimente, die zwar erreichbarer, dafiir aber auch 
komplizierter sind. Gemeint sind Falle von Paarbildung (bei ~ 1 BeV), bei denen Elektron 
und Positron mit groBem Relativimpuls auseinanderfliegen (unter groBen Winkeln). 
Ahnlich sind auch Versuche zur Bildung von u-Mesonenpaaren interessant. 

MIGDAL trug iiber die Bremsstrahlung und die Paarbildung in kondensierter Materie vor. 
Fir diese Prozesse sind bei hohen Energien die Longitudinalabstande wesentlich. Das 
fiihrt zu einer Reihe physikalischer Folgerungen: Die Bremsstrahlung in Kristallen ist 
von der Orientierung der Kristallachse abhangig. Der EinfluB der Vielfachstreuung be- 
wirkt eine wesentliche Verringerung der Wahrscheinlichkeit der betrachteten Prozesse. 
Die Photozertriimmerung von Deuteronen wurde auch in der Arbeit von RoGANOW 
und BARANow durch Registrieren der beim Zerfall des Deuterons gebildeten Neutronen 
untersucht. Die Neutronen wurden mit der Schwellenreaktion C!#(n, 2n) C™ registriert. 
Daher werden bei den Messungen der Mesonenschwelle zugleich mit dem Zerfalls- 
prozeB auch die Neutronen registriert, die bei der Photoerzeugung von 2-Mesonen ent- 
stehen. Die Ergebnisse fiir den Photozerfall stimmen mit den aus der Literatur bekannten 
Angaben tberein. 

In dem Bericht von GorBUNOw, KossyREWA und SPIRIDONOW ,,Photozertriimmerung 
des Heliums durch y-Strahlen hoher Energie‘ wurden Resultate mitgeteilt, die mit Hilfe 
einer Wilsonkammer erhalten wurden. Die Untersuchung der Winkel- und Energie- 
verteilung der bei der Wechselwirkung von y- Quanten mit den Heliumkernen gebildeten 
Protonen und Neutronen zeigt, da der integrale Absorptionsquerschnitt mit dem aus den 
Dispersionsrelationen berechneten iibereinstimmt, und da der elektrische Dipol- 
Mechanismus des Zerfalls die Hauptrolle spielt. AuBerdem gestatten die Resultate eine 
Abschitzung des Verhiltnisses S/V, im Operator der Wechselwirkung des elektro- 
magnetischen Feldes mit einem Kern, Dieses Verhaltnis betragt ungefahr 0,1. 


E. M. LEIKIN 


Zweite Sektion 


Wahrend der Sitzungen der zweiten Sektion wurden in mehr als 60 Vortragen und Mit- 


teilungen sowjetischer und auslandischer Wissenschaftler Fragen behandelt, die mit der | 
Konstruktion und der Theorie der verschiedenen Beschleunigertypen fiir Elementar- | 
teilchen zusammenhangen. Die Themen der verschiedenen Sitzungen der Sektion waren 
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Beschleuniger, Linearbeschleuniger, Anlagen mit starker Fokussierung sowie Methoden 
bei Experimenten mit Teilchen hoher Energien. 

Der Bericht ,,Das Sechsmeter-Synchrozyklotron des Instituts fiir Kernprobleme der 
Akademie der Wissenschaften der UdSSR‘ wurde von JEFREMOW, MESCHTSCHER- 
JAKow, M1nz, DSHELEPOW, IwaNow, KaTyscHEW, Komar, MALYSCHEW, MoNnos- 
son, NEWJASHSKI, PoLJAKOW und TscHESTNO!I (Akademie der Wissenschaften der 
UdSSR) vorgelegt. Er enthielt die Beschreibung des leistungsfahigen Beschleunigers, 
der 1949 im Institut fiir Kernprobleme errichtet worden ist und jetzt von der Sowjet- 
regierung dem kiirzlich geschaffenen Vereinigten Institut fiir Kernforschung titbergeben 
wurde. Das Synchrozyklotron liefert Protonen mit Energien bis zu 680 MeV und wird 
zum Studium der Wechselwirkung von Nukleonen mit Nukleonen hoher Energien, zur 
Untersuchung der Eigenschaften von Mesonen usw. benutzt. 


Der Poldurchmesser des Elektromagneten betragt sechs Meter. Im Polabstand von 60 cm 
wird ein Magnetfeld erzeugt, dessen Starke im Zentrum 16800 Oersted betragt und nach 
der Peripherie um 5% abfallt, wobei das Gebiet des ausnutzbaren Feldes bis zu einem 
Radius von 278 cm verlauft. Die Vakuumkammer mit einem Volumen von etwa 30 m? 
ist zerlegbar und besteht aus Messingplatten mit Gummidichtungen. Das Evakuieren 
erfolgt durch zwei Hochvakuumpumpen mit einer Saugleistung bis 30000 Liter pro 
Sekunde. Der Druck in der Nahe der Ionenquelle betragt etwa 10-* mm Hg, der Arbeits- 
druck in der Kammer 6 x 10-* mm Hg und bei Abdeckung der Wasserstoffzufihrung 
zur Ionenquelle (1—2) x 10-§ mm Hg. 

Das hochfrequente Beschleunigungsfeld zwischen dem Rand des Duanten und dem ge- 
erdeten Rahmen wird durch Erregung von Radiofrequenz-Schwingungen in einem Halb- 


+ wellen-Resonanzsystem erzeugt. Das Synchrozyklotronist mit einer Einrichtung versehen, 


mit deren Hilfe man die Hochfrequenzspeisung im nichtarbeitenden Teil eines Beschleuni- 
gungszyklus ausschalten, einen einzelnen Beschleunigungszyklus erhalten, die an der 
Ionenquelle liegende Spannung steuern und die Gerate und Anlagen, die am austretenden 
Teilchenbiindel angeordnet sind, zur Untersuchung einschalten kann. Alle diese Prozesse 
sind durch spezielle Systeme mit dem Frequenzdnderungszyklus des Hochfrequenz- 
generators, der das Resonanzsystem speist, gekoppelt. Das Einschalten der Hochfrequenz- 
spannung erfolgt vor jedem Beschleunigungszyklus durch einen photoelektrischen 
Mechanismus, der im Variatorgehause so eingerichtet ist, daB ein Lichtstrahl, der auf 
den Photoelektronen-Vervielfacher fallt, von den Fliigeln des sich drehenden Rotors des 
Variators durchkreuzt wird. 

In dem Vortrag von M1nz, NEwJASHSKI und Porjakow (Akademie der Wissenschaften 
der UdSSR) ,,Einige Besonderheiten und die Hauptdaten des Hochfrequenzsystems des 


j Sechsmeter-Synchrozyklotrons‘’ wurde gezeigt, daB die Erweiterung des Frequenz- 


bereichs eine Komplizierung des einfachen Hochfrequenzschemas des Deuteronen- 
Synchrozyklotrons notwendig macht. Das Resonanzsystem wurde in Gestalt einer in- 
homogenen Leitung projektiert, deren Wellenwiderstand sich in bestimmter Weise in 
Abhangigkeit von ihrer Lange verandert. Parallel zur veranderlichen Kapazitat ist eine 


' relativ groBe Induktivitat dadurch angeschlossen, daB die Stiitzen, die die Elemente des 


Systems aufrechthalten, als Spiralfedern ausgefiihrt sind. 

Das Resonanzsystem besteht aus dem Duanten mit dem geerdeten Rahmen, der Ver- 
bindungsleitung und dem Frequenzvariator. Die Spannung am Duanten betragt 15 kV. 
Die mittlere Leistung des Generators ist 50 kW, im nichtarbeitenden Teil des Zyklus 
wird er durch einen Modulator abgeschaltet, die Leistung wird auf die Halfte herabgesetzt. 
Um den Stromweg im System zu verkiirzen, die Anfangskapazitat des veranderlichen 
Kondensators zu verringern und seinen Uberdeckungs-Koeffizienten zu vergroBern, 
wurde der Rotor des Variators an dem inneren Strang der Verbindungsleitung befestigt. 
Zur Verringerung der Starke des hochfrequenten Stroms, der durch die Kugellager 
flieBt, wurden letztere mit besonderen koaxialen Kondensatoren von 0,2 bis 0,3 
Mikrofarad geshuntet. AuBerdem erhielt der Duant sowie auch der Ubergang vom 
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Duanten zur Verbindungsleitung eine besondere Gestalt. Die konstruktiven Besonder-* 
heiten der Beschleunigungskammer, des Duanten und der Leitung, wie auch die ent-t) 
sprechende Wahl der Elemente des Kopplungskreises des Resonanzsystems mit dem | 
Generator, ergaben die Mdglichkeit, die meisten Resonanzfrequenzen von der?) 
Arbeitsbereichsgrenze fernzuhalten. | 
In den Vortragen der Mitarbeiter des Instituts fiir Kernprobleme DMITRIJEWSKI,I | 
DaNniLow, DENISOoW, SAPLATIN, KATYSCHEW, KROPIN und TscHESTNOLI ,,Austrittt 
des Protonenstrahls aus dem Sechsmeter-Synchrozyklotron durch Erregung radialer» | 
Schwingungen“ und DaniLow, DmitRIJEWSKI und TSCHESTNOI ,,Uber eine Mela 
zur Steigerung der Strahldichte der Protonen, die aus dem Sechsmeter-Synchrozyklo- 
tron herausgelenkt werden“ wurden theoretische und experimentelle Ergebnisse tiber diet 
_ Ausarbeitung einer neuen Methode fiir das Herauslenken beschleunigter Teilchen aus der | 
Kammer des Synchrozyklotrons des Instituts fiir Kernprobleme dargelegt. | 
Mit Hilfe einer kiinstlich hervorgerufenen azimutalen Inhomogenitaét des Magnetfelde=, 
wurden im Beschleuniger zusatzliche Teilchenschwingungen in horizontalen und verti-i) 
kalen Ebenen angeregt. Die VergréBerung der Amplitude der radialen Schwingungen imr | 
Bereich dieser Abweichung wird fir das Einleiten der Teilchen in den magnetischem 
Kanal ausgenutzt. Die erforderliche Inhomogenitat des Magnetfeldes wird durch eina 
eiserne Masse erreicht, die nahe der Grenze des Arbeitsbereichs des Beschleunigers } 
angeordnet ist. Nach dem Austritt des Biindels aus dem magnetischen Kanal wird es | 
durch ein Magnetfeld mit konstantem Gradienten in einer horizontalen Ebene fokussiert.” 
Die Berechnungen zeigten, daB man eine optimale fokussierende Wirkung auf eiri 
Protonenbiindel mit 680 MeV Energie bei einem Magnetfeldgradienten zwischen 750 und 
1000 Oersted/cm iiber eine Lange von 45cm und 5 bis 8cm Breite erhalt. Dieser optimalel) 
Wert des Gradienten wurde auch aus Experimenten mit dem Biindel gefunden, die” 
zeigten, daB die Fokussierungseinrichtung die Biindeldichte um das 2- bis 3fache ver.) 
gréBert. Nach Anwendung der beschriebenen Methode im Jahre 1954 betrug der Aus) 
trittskoeffizient von auf 680 MeV beschleunigten Protonen aus der Kammer annaherna) 
6%, und die Intensitaét des Biindels erreichte 7 x 10? Protonen pro Sekunde. Die Autorer) 
wiesen darauf hin, daB eine analoge Methode fiir das Herausfiihren und Hineinlenken von) 
Teilchen bei anderen Beschleunigern mit zeitlich konstantem Magnetfeld angewand*) 
werden kann. 
DANILOW, DMITRIJEWSKI, SAMOLODTSCHIKOW, KATYSCHEW, KROPIN und TSCHEST * 
No! (Institut fir Kernprobleme) legten die Arbeit ,,Die Verbesserung der mittlerer: 
Ebene des Magnetfeldes des Sechsmeter-Synchrozyklotrons‘ vor, in der der EinfluB von), 
Lage und Form der mittleren Ebene des Magnetfeldes eines Beschleunigers auf der 
Charakter der Teilchenbewegung in vertikaler Ebene betrachtet wurde. Im Vortrag) 
wurden zwei Methoden zur Bestimmung von Lage und Form der mittleren Ebene be«) 
schrieben: Mit Hilfe stromfiihrender Schleifen und Rahmen, die im Magnetfeld im Spall) 
des Elektromagneten aufgehingt werden. Durch geeignete Stromverteilung in der 
Spulen des Elektromagneten und ,,shimming“ durch diinne stihlerne Bleche erreichter} 
die Autoren eine Abweichung der mittleren Ebene des Magnetfeldes von der geometri’| 
schen Mittelebene von der Gré8enordnung | em. 
In den Vortragen der Mitarbeiter des Physikalischen Instituts ,,LEBEDJEW dex] 
Akademie der Wissenschaften der UdSSR Moros und Rapinewirscu .,Uber die Eri} 
héhung der Grenzenergie und die Verbesserung der Fokussierung beim Zyklotron sowi¢ 
von BurzEw und KoLomENnskKI ,,Zur Theorie des Ring-Phasotrons“‘ wurden Fragen be\ | 
handelt, die mit der Anwendung konstanter Magnetfelder in Beschleunigern zusammen} | 
haingen. Im ersten Vortrag wurde vorgeschlagen, einen aufgeschnittenen Zyklotron} 
magneten mit homogenen Feldern zu bauen, die in den Sektoren und in den Zwischens| 


; 
| 


es 


Bahnen kann durch eine spiralformige Kriimmung der Rander der Magnetsektoren be; 
deutend erweitert werden. Unter bestimmten Bedingungen ist es mit einer solchen Kon} 
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struktion offenbar méglich, Protonen ohne Gefihrdung durch stérende Resonanzen 
bis zu Energien der GréBenordnung 500 MeV zu beschleunigen. 


Als Ring-Phasotron wird ein stark fokussierender Ringbeschleuniger mit zeitlich kon- 
stantem Feld bezeichnet, das in benachbarten Sektoren entgegengesetzt gerichtet ist. 
(Vorgeschlagen 1953 von KOLOMENSKI, PETUCHOW und RaBINOWITSCH.) Im Vortrag 
von BuRZEW und KoLoMENSKI wurde gezeigt, da8 unter Einhaltung geometrischer 
Ahnlichkeit bei Anderung geschlossener periodischer Bahnen (wenn alle Bahnen aus 
Kreisabschnitten bestehen) Varianten dieser Anlage méglich sind, wobei die Toleranz 
der verschiedenen Parameter von gleicher Ordnung ist wie bei gewohnlichen, stark 
fokussierenden Synchrophasotrons, der Radius dieser Anlage jedoch den Kriimmungs- 
radius der Teilchenbahnen in den Sektoren um das 4- bis 6fache tibertrifft. Die Anwendung 
des in den beiden Vortragen betrachteten Systems gestattet moglicherweise eine be- 
trachtliche Steigerung der Intensitat des Biindels beschleunigter Teilchen im Vergleich 
zu den bestehenden Beschleunigern. 


Eine Mitteilung von DMITRIJEW, KRASNOW und Kaprow (Moskauer Staatliche Uni- 
versitat) ,,Zur Frage der Ablenkung des Biindels im Zyklotron“‘ behandelte das Heraus- 
lenken des inneren Biindels aus der Kammer eines Zyklotrons, das auf eine Deuteronen- 
beschleunigung bis 10,6 MeV berechnet ist. Die Ionenquelle ist beziiglich des Kammer- 
zentrums so versetzt, daB der Mittelpunkt der Ionenbahn mit dem Symmetriezentrum 
des Feldes zusammenfallt. Die Verschiebung erreichte 60 mm, wobei bei einer Ver- 
setzung um 15 mm eine starke VergroSerung der Intensitat des ausgelenkten Bindels 
beobachtet wurde. Mit Hilfe zusatzlicher Vorrichtungen (shimming) an diesem Zyklo- 
tron gelang es, 20% des Biindels herauszulenken. 


Eine kurze Mitteilung iiber ein 1,5 m-Zyklotron machten KALININ, KONDRASCHEW, 


- Naumow, NEMENoOW und PANASJUK (Akademie der Wissenschaften der UdSSR). 


1957 wurde mit diesem Zyklotron ein Deuteronenbiindel mit 18 MeV erreicht. Die maxi- 
male Feldstarke des Beschleunigers betragt 18000 Oersted, der Feldabfall 1,7%, der 
Polabstand 18 cm. Die Teilchen werden bei einem Bahnradius von 67 cm herausgelenkt. 
1953 wurde an dem Zyklotron eine Bogenquelle angebracht, die unabhangig von Liv1NG- 
STONE entwickelt wurde. Das Beschleunigungssystem besteht aus den Duanten und 
zwei koaxialen Leitungen. Die Spannung an den Duanten betragt etwa 180 KV. Die 
Steuerungseinrichtung ist hinter dem Wasserschutz von 1 Meter Starke angeordnet. 
Das Ionenbiindel wird durch einen Sektormagneten (horizontale Fokussierung) und 
eine elektrostatische Einrichtung (vertikale Fokussierung) fokussiert und auf einen 
Abstand von 12 Meter vom Zyklotron herausgefihrt, wodurch man dem Schleier von 
Neutronen und Gammaquanten entgeht. Die maximale Stromdichte auf dem Target 


‘betragt 15 wA/cm*, wobei 90% des Biindels auf einen Querschnitt von 2 x 1,5 cm? 


entfallen und das Straggling der Teilchenenergien im Biindel 1% ausmacht. Zur Zeit 
werden Fragen betrachtet, die mit der Ausnutzung starker Fokussierung und dem Ver- 
halten des Teilchenbiindels zusammenhangen. 


Eine groBe Anzahl der Vortrage ,die auf der Konferenz iiber die Beschleuniger-Thematik 
gehalten wurden, befaBte sich mit dem Synchrophasotron der Akademie der Wissen- 
schaften der UdSSR fir Energien bis 10 BeV, das ebenfalls kiirzlich dem Vereinigten 
Institut fiir Kernforschung tibergeben wurde. Die allgemeine Beschreibung dieses Be- 
schleunigers war der Inhalt eines Vortrags auf der Plenarsitzung der Konferenz, den 
das Korrespondierende Mitglied der Akademie der Wissenschaften der UdSSR WEKSLER 
im Namen einer Gruppe von Physikern und Ingenieuren aus einer Reihe von Instituten 
der Akademie hielt, die an der Ausarbeitung, der Projektierung und dem Bau dieser 
Anlage teilgenommen hatten. (WEKSLER, JEFREMOW, Minz, SEIDLITZ, IwANOw, 
KOLOMENSKI, KoMAR, MALYSCHEW, Monosson, NEWJASHSKI, PETUCHOW, 
RABINOWITSCH, RUBTSCHINSKI und SINELNIKOW.) 
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Das 10-BeV-Synchrophasotron der Akademie der Wissensdhaften der UdSSR ist unter 
den gleichartigen Beschleunigertypen die leistungsfahigste Anlage. Die hauptsachlichen 
Daten der Maschine: 


Maximale Teilchenenergie 10 BeV 

Energie der injizierten Teilchen 7,5 MeV 

Bahnradius der Teilchen 28 m 

Anzahl der geradlinigen Abschnitte 4 

Lange der geradlinigen Zwischenraume 8m 

Gewicht des Elektromagneten 36000 t 

Dauer eines Beschleunigungszyklus 3,3 Sek. 

Zahl der Zyklen pro Minute 5 

Innere Abmessungen der Vakuumkammer 0,4 x 2,0 m? 

Maximale Magnetfeldstarke im 

Zwischenraum 13000 Oersted 

Arbeitsdruck in der Kammer (2 — 3) x 10°§mm Hg. 

Intensitat des Stroms beschleunigter Teilchen 10° bis 101° Protonen 
pro Impuls 


Die Injektion der Teilchen ins Synchrophasotron erfolgt durch einen Linearbeschleuniger 
auf 7,5 MeV mit einer Vorinjektion von 570 KeV. Die Aggregate des Synchrophasotrons 
werden ferngesteuert. Die Beschleunigeranlage selbst und die mit ihr unmittelbar ver- 
bundenen Einrichtungen (Vakuumsystem, Injektor usw.) sind in einem besonderen 
Gebaude aufgestellt, an das ein anderes Gebaude fiir die experimentellen Apparaturen 
angrenzt, das vom Beschleuniger durch eine 9 Meter starke Betonschutzwand getrennt 
ist. Alle ibrigen Einrichtungen, darunter das Hauptschaltpult, von dem aus die Fern- 
steuerung aller Hauptanlagen des Beschleunigers erfolgt, sind in einem 100 Meter von 
letzterem entfernten Gebaude angeordnet. 

Im Vortrag von WEKSLER, KOLOMENSKI, PETUCHOW und RABINOWITSCH (Elektro- 
physikalisches Laboratorium) ,,Die physikalischen Grundlagen der Synchrophasotron- 
Anlage fiir 10 BeV“ wurden die Hauptforderungen behandelt, die an diesen Beschleuni- 
ger gestellt worden sind. 

Bei der Projektierung des Synchrophasotrons in den Jahren 1949 —50 wurden folgende 
Probleme gelést: Die Teilchenbewegung in den verschiedenen Abschnitten des Be- 
schleunigungszyklus (Einla8 der Teilchen aus dem Vorbeschleuniger, die Mitnahme der 
Teilchen, die Bewegung im Beschleunigungssystem, die Auslenkung des Biindels), der 
EinfluB der verschiedenen Stérungen auf die Teilchenbewegung sowie die Auswirkungen 
der nachteiligen Resonanzen mit den Betatron- und Synchrotronschwingungen. Ferner 
wurden die Forderungen und die zulissigen Toleranzen bei den Parametern der wichtig- 
sten Kinrichtungen des Synchrophasotrons behandelt (Linearbeschleuniger, Injektions- 
optik, der Magnet und sein Versorgungssystem, Vakuumkammer, Hochfrequenzsystem) 
sowie Fragen des Schutzes vor schadlicher Strahlung. So wurde zum Beispiel gefunden, 
dafS bei technischen Pulsationen der Anwachsgeschwindigkeit des Magnetfeldes die 
zulassige Toleranz fiir die harmonischen Resonanzschwingungen mit der Frequenz der 
Synchrotronschwingungen 3,5% nicht iiberschreiten darf. Bei der Betrachtung der freien 
Schwingungen wurde das sogenannte Hiillkurvenverfahren angewandt. Die Ergebnisse 
der Untersuchungen, die mit einem Modell des Synchrophasotrons (mit einer Protonen- 
energie von etwa 180 MeV) durchgefiihrt worden sind, sowie die Ergebnisse des Ver- 
gleichs der bei der Projektierung des Synchrophasotrons fiir 10 Milliarden eV an- 
gewandten Theorie mit den Experimenten an dieser Anlage wurden mitgeteilt. 

In den Vortragen einer Gruppe von Mitarbeitern des Wissenschaftlichen Forschungs- 
instituts fiir elektrophysikalische Apparate des Ministeriums fiir Elektroindustrie 
(Komar, SEITLENOK, MaLyscuHew, Roire und STRELzow) und der Mitarbeiter des 
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Elektrophysikalischen Laboratoriums der Akad. d. Wiss. der UdSSR (SinowJew, 
PetucHOW, SINELNIKOW, BOLOTIN, JESIN, SEITLENOK, SEIDLITZ, KLADNITZKI, 
MALyscHEW, NEKRASCHEWITSCH, ROIFE, SCHUTZKAFER) wurden die Fragen be- 
handelt, die mit der technischen Durchfiihrung der Injektion von Teilchen in das Syn- 
chrophasotron der Akad. d. Wiss. der UdSSR zusammenhingen. In den Vortragen wurden 
ausfiihrlich beschrieben: Die Injektionsreinrichtung des Beschleunigers, die Injektions- 
optik, Daten iiber Intensitat und Stabilitat des injizierten Protonenbiindels sowie die 
geometrischen Parameter des letzteren. Weiter wurden experimentelle Resultate ange- 
fahrt, die am 180-MeV-Beschleunigermodell und unmittelbar an den in Bau befindlichen 
Anlagen beim Durchgang des Biindels durch die Injizierungseinrichtung sowie auch beim 
Einlassen des Biindels in die Beschleunigungskammer erhalten worden waren. 


Im Vortrag der Mitarbeiter des Wissenschaftlichen Forschungsinstituts fiir elektro- 
physikalische Apparate des Ministeriums fiir Elektroindustrie wurde auch eine Methode 
zur Erzeugung von Hochfrequenzimpulsen hoher Spannung mit steiler Front beschrieben. 
Die Impulse dienen zur Erzeugung eines Biindels mit weiter Winkeléffnung, was das 
Ingangkommen des Schleuderprozesses wesentlich erleichtert. 

Die allgemeinen technischen Probleme, die mit dem Hochfrequenzsystem des Be- 
schleunigers zusammenhangen, wurden in dem Vortrag ,, Das Kopplungssystem zwischen 
Frequenz des Beschleunigungsfeldes und der Magnetfeldstirke beim Synchrophasotron“‘ 
von Mrnz, RUBTSCHINSKI, WEISBEIN, WopopjaNnow, KusMiNn, UwARow (Akademie 
der Wissenschaften) behandelt. Die notwendige Kopplung des Beschleunigungs- und 
des Magnetfeldes im Synchrophasotron mu8 mit einer Genauigkeit von der GroBen- 
ordnung 0,3 bis 0,1% realisiert werden. AuBerdem unterliegt die Teilchenbeschleunigung 
im Synchrophasotron strengen Forderungen iiber den Zeitpunkt des Einschaltens der 
verschiedenen Elemente des Beschleunigers, der exakt einer bestimmten Magnetfeld- 
starke entsprechen muB. So muB insbesondere die Injektion der Teilchen in die Kammer 
mit einer Genauigkeit von 5 bis 10 Mikrosekunden erfolgen, was einem relativen Fehler 
der Magnetfeldstarke von 3 x 10~* bis 6 x 10~* entspricht. Im Vortrag wurden zwei 
Methoden zur Erreichung der erforderlichen Genauigkeit bei der Kopplung der Fre- 
quenz der Beschleunigungsspannung mit dem Magnetfeld angefithrt: Erstens mit Hilfe 
eines Systems aus einer auf Integration beruhenden Magnetfeldanzeige, einem Dioden- 
Funktional-Transformator und einem breitbandigen frequenzmodulierten Sender mit 
Gegenkopplung iiber einen Prazisions-Frequenzdetektor, und zweitens durch ein System 
mit einem Hilfselektromagneten, iiber dessen Wicklung der Strom des Hauptmagneten 


. des Beschleunigers flieSt und in dessen Zwischenraum sich eine Ferrritkernspule des 


Schwingkreises des aufpragenden Senders befindet. 

Das zweite der vorgeschlagenen Systeme wurde in dem Vortrag von Minz, Rus- 
TSCHINSKI, WEISBEIN und WASILJEN (Akademie der Wissenschaften der UdSSR) 
Das Steuerungssystem des Injektionsprozesses in Synchrophasotrons‘‘ beschrieben. 


, Es gewahrleistet die Kopplung der Injektionszeitpunkte mit einer Genauigkeit, die 


besser ist als 5 x 10-4. Fiir die Bildung der Steuerimpulse, die keine hohe Genauigkeit 


- beim Einschalten erfordern, wurden Fantastrons benutzt. 


Der folgende Vortrag von WopopjJANnow (Akad. d. Wiss. der UdSSR) behandelte die 
technische Durchfiihrung eines Teils des Kopplungssystems zwischen Frequenz und 


. Magnetfeld: der aufpragende Sender. Die prazise breitbandige Frequenzmodulation 
- durch das modulierende Signal kann entweder mit Hilfe eines aufpriigenden Prazisions- 


generators oder mittels Stabilisierung der Modulationscharakteristik verwirklicht 
werden, indem ein gegengekoppelter gewohnlicher Sender benutzt wird. Bei der Be- 
arbeitung wurde das Verfahren mit Gegenkopplung ausgewahlt. Die Stabilitat wird in 
diesem Schema durch einen Prazisions-Frequenzdetektor im Gegenkopplungskreis 
gewahrleistet. Die Ergebnisse der experimentellen Uberpriifung des beschriebenen auf- 
pragenden Senders zeigten, daf seine Modulationscharakteristik mit einer Genauigkeit 
der GréBenordnung von Prozenten im Frequenzbereich von 0,15 bis 1,5 MHz linear ist 
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und eine Steilheit der GréBenordnung 70 kHz/V besitzt. Die Stabilitét der Charakte-: 
ristik ist nach 100 Arbeitsstunden besser als 0,07%. Die Hohe der parasitaren Frequenz-2| 
modulation auf den Frequenzen der Synchrotronschwingungen (600—2000 Hz) ists 


Kleiner als 5- 10-7. Die spektrale Dichte der Rauschmodulation in diesem Frequenz-y 
bereich ist kleiner als 0,05 Hz?/Hz. | 


Die Frage der Beschleunigungselemente des Synchrophasotrons und der Hauptprobleme: 
ihrer Speisung mit hochfrequenter Spannung wurde im Vortrag von LEBED JEW-KRas-5 
sin (Akademie der Wissenschaften der UdSSR) untersucht. Die Notwendigkeit, be-») 
trachtliche hochfrequente Beschleunigungsspannungen bei Uberstreichung eines groBeni 
Frequenzbereichs (Faktor 10 —20) zu erzeugen, erweist sich als bedeutende Schwierigkeit, | 
weil die Schwingungsleistung hierbei Hunderte Kilowatt erreicht, die verbrauchte\() 
Leistung aber Tausende von Kilowatt betragt. Im Vortrag wurde gezeigt, daB die Para-; | 
meter der Beschleunigungselemente in betrachtlichem Mafe die Bauprinzipien und die) 
Leistung der Speisungsapparate bestimmen, weshalb ihre Wahl eines der wichtigstenr| 
Momente bei der Projektierung des Synchrophasotrons ist. Unter diesem Gesichtspunkt |) 
wurden verschiedene Typen von Beschleunigerelementen und Systemen betrachtet. Es « 
wurde gezeigt, daB die notwendige Gesamtleistung der Endstufen eines Vielkanal-|| 
speisungssystems bei VergroBerung der Zahl der Kanale umgekehrt proportional ihrer i} 
Anzahl und die Leistung eines einzelnen Kanals umgekehrt proportional dem Quadrat | 
der Anzahl der Kaniale ist. Vom Autor wurde festgestellt, daf bei kleinem Frequenz-: 
bereich (kleiner als 10) in Synchrophasotrons, die fiir Energien kleiner als 10 BeV\ 
berechnet sind, die Anwendung von Beschleunigungselektroden und aperiodischen Hoch- — 
frequenzspeisungssystemen, die nach Art von Anordnungen des Typs Transformator- * 
Elektrode konstruiert wurden, zweckentsprechend ist. So zeigte sich, da8 die Anwendung ;_ 
eines aus zwei Beschleunigungselektroden bestehenden Speisungssystems im 10 BeYV- © 
Synchrophasotron der Akademie der Wissenschaften der UdSSR die notwendige 
Speisungsleistung ungefahr auf die Halfte und die Ferritmenge um 18 t im Vergleich !/ 
zu einem Beschleunigungstransformator, wie er im Kosmotron angewandt wurde, y 
herabsetzte. 


f 


Fir die Vorverstarkerstufen der Hochfrequenzspannung wurden Kreise ausgearbeitet, 
die einen neuen Radiofrequenztransformator mit groBer Bandbreite benutzen. 


Der Vortrag von NEWJASHSKI, DRABKIN, TRUBETZKI, TEMKIN (Akademie der Wissen- ( 
schaften der UdSSR) befaBte sich mit der Anwendung einer Induktivitét mit Ferrit-. 
kernen in den Kreisen der Leistungsstufe des Synchrophasotrons der Akademie der 1 
Wissenschaften der UdSSR. Bei der Projektierung der Anlage entstand das Problem, | 
Leistungsstufen von Hochfrequenzgeneratoren mit abgestimmtem Anodenkreis, der i) 
Induktivitaten mit Ferritkernen enthalt, zu entwickeln. Mit Hilfe der Kerne wird die « 
Frequenz des Kreises auf die Frequenz des aufprigenden Generators abgestimmt, die ¢ 
zwischen 0,18 und 1,5 MHz variiert. Die Wirkleistung der Induktorspule erreicht bei: 
einer Kapazitaét der Beschleunigungselektroden von 1500 pF und bei einer Spannungs- - 
amplitude der Hochfrequenz von 20 KV 3000 KVA. Alles dies erforderte das Studium ‘| 
des Verhaltens von Ferriten in starken Feldern. Es wurden Nickel-Zink-Ferrite mit (} 
Anfangs-Permeabilitaiten von 200 bis 800 mit dem Ziel untersucht, die Bedingungen zu 1} 
bestimmen, unter denen die Schwingungsamplitude auf den Flanken der Resonanzkurve «| 
des Kreises, der den Ferrit enthalt, stabil ist. Ferner wurden mit der Magnetisierung 2} 
zusammenhingende Fragen behandelt. Es zeigte sich, da® fiir die Trennung des Vor- - 
magnetisierungskreises vom hochfrequenten Feld zweckmaBig ein System aus zwei i} 
parallelen Induktivititen mit Vormagnetisierungswicklung anzuwenden ist, das in der} 
Mitte der Hochfrequenzstromleitung liegt. 


In der Hochfrequenzeinrichtung des 10-BeV-Synchrophasotrons wurde die veranderliche (| 
Induktivitat als Abschnitt einer koaxialen Leitung realisiert, die teilweise Ferrit ent- -] 
halt. Das Gewicht des Ferriten eines Kreises betragt 800 kg. 
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Die den Elektromagneten des 10-BeV-Synchrophasotrons betreffenden Probleme wurden 
in den Vortragen der Mitarbeiter des Wiss. Forschungsinst. fiir elektrophys. App. des 
Ministeriums fiir Elektroindustrie der UdSSR Komar, Monosson, STRELZOW und 
Frepotow ,,Einige konstruktive Besonderheiten des Elektromagneten des 10-BeV- 
Synchrophasotrons des Elektrophysikalischen Laboratoriums der Akademie der Wissen- 
schaften“, SHURAWLEW, Komar, MosSALEwSsKI, Monosson, STOLOW ,,Die magneti- 
schen Charakteristiken des 10-BeV-Synchrophasotrons‘‘, GASCHEW, KoMar, MoNnosson, 
StoLow und Spewakow ,,Das Speisungssystem des Elektromagneten des 10-BeV- 
Synchrophasotrons“ und der Mitarbeiter des Elektrophysikalischen Laboratoriums 
WESELow, SHURAWLEW, MOSALEWSKI, MJAE, STOLOW und FepuKow ,,Methoden 
und Ergebnisse der experimentellen Untersuchung des Magnetfeldes des 10-BeV- 
Synchrophasotrons“ behandelt. 

Der auBere Durchmesser des Magnetrings des Synchrophasotrons betragt 72 m. Der 
Magnet besteht aus 48 Blécken von W-férmigen Querschnitt und je 800 t Gewicht, die 
zu vier Quadranten vereinigt sind. Der Abstand der Magnetpole betragt 40 cm bei einer 
Polbreite von 2 Metern. In den vertikalen Blockteilen befinden sich ovale Ausschnitte. 
Eine Halfte davon wird zur Unterbringung der Elemente des Vakuumsystems benutzt, 
die andere zur Erleichterung des Zutritts zur Kammer fiir das Personal bei der Auf- 
stellung der Apparaturen und bei der Durchfithrung notwendiger Arbeiten in der 
Kammer. 

Die Kupferwicklung eines Blocks von 57 Tonnen Gewicht befindet sich in einem Mantel, 
der im Falle eines Brandes automatisch mit Stickstoff gefiillt wird. Der Magnet ist aus 
Transformatorenblech hergestellt, das 4% Silizium zur Verringerung der Koerzitivkraft 
enthalt. Die Blechdicken betragen 4 und 1 cm. Die maximale Feldstarke betragt bei 
28m Radius 13000 Oersted, die Feldstairke bei der Injektion ist gleich 150 Oersted. 
Das praktisch ausnutzbare Magnetfeld hat bei der Injektion einen Radius von 150 cm, 
am Ende der Beschleunigung von 40 cm. Fiir die Kompensation der Verzerrung, die 
\ durch den Einflu8 des Restmagnetismus, durch die Sattigung sowie durch dynamische 
Verzerrungen und Fehler bei der Aufstellung der Blécke hervorgerufen wird, wurden 
spezielle Korrigierungswicklungen benutzt. Die Verzerrungskorrektur ermdéglichte eine 
VergréBerung des Gebiets der brauchbaren Werte des Mangetfeld-Index auf 40 bis 
70cm Radius. Zur Untersuchung des Verhaltens der Magnetfeldparameter wurden 
| MeBspulen, Permalloy-Sonden und Gerate benutzt, die auf der Erscheinung para- 
/ magnetischer Kernresonanzen beruhen. 

| Ein ernsthaftes Problem beim Speisungssystem des Synchrophasotrons war die Er- 
* richtung von Transformatoren hoher Leistung, die aus vier parallel geschalteten Zwolf- 
phasen-Transformatoren und vier elektromechanischen Aggregaten mit Schwung- 
radern groBer Masse und einer Gesamtspitzenleistung von 140000 KW bestehen. In der 
Anlage wurden besondere verlétete Ignitrons benutzt. Das Pulsieren des Magnetfeldes 
wurde durch Gegenkopplung unterdriickt. Wie StoLow auf der Konferenz mitteilte, 
wird die Ingangsetzung des Speisungssystems des Beschleunigers demnachst beendet. 
Die Speisung zweier parallel geschalteter Blocks wurde erprobt und ein Strom von 
6300 A erhalten. Bald werden alle vier Blocks des Speisungssystems angeschlossen sein. 


| Die Hauptanforderungen an die Vakuumkammer wurden im Vortrag von Komar, 
| MatyscHEw, MicHELIs, PoPKOWITSCH (Institut elektrophysikalischer Apparate des 
Min. f. Elektroind. d. UdSSR) ,, Die Vakuumkammer des Synchrophasotrons fiir 10 BeV“ 
dargelegt. Die Vakuumkammer ist eine Doppelkammer. Die Vorvakuumkammer, deren 
Wande die Polschuhe sind, die mit Textolit, Getinax und technischem Gummi abgedich- 
tet sind, erméglicht das Aufrechterhalten eines Unterdrucks von 1 mm Hg. Die Hoch- 
vakuumkammer ist aus diinnen Blechen nichtrostenden Stahls mit Blattfu gendichtungen 
aus Spezialgummi ausgefiithrt; hier tiberschreitet der Druck nicht 2 x 10-° mm Hg. 

WEKSCHINSKI und RABINOWITSCH (Wissenschaftliches Institut fir Vakuumforschung 
des Ministeriums fiir Radio- und Telegraphenindustrie der UdSSR) bemerkten in dem 
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Vortrag ,,Vakuumpumpaggregate fiir Beschleuniger“, daB von ihnen fiir die Verbesse- i 
rung der Arbeit der Pumpen eine Prallflachen-Falle benutzt wird, die standig mit \ 
fliissigem Stickstoff gekiihlt wird. Diese Falle verhindert fast vollig die Ubertragung von ‘ 
Oldampfen aus der Pumpe in den evakuierten Raum. Die beschriebenen Aggregate sind Ly 
fiir die Anwendung in Beschleunigern geeignet, obwohl die Sauggeschwindigkeit bei +) 
Anwendung der Falle von 5000 auf 3000 Liter/Sekunde herabgesetzt wird. , 


} 
Die Mitarbeiter des ,,Physikalischen Instituts LEBEDEW“ und des IT. Wissenschaftlichen oh 
Forschungsinstituts fiir Physik an der Moskauer Staatlichen Universitat WExSLER, H 
LoBANow, Locunow, OWTSCHINNIKOW, PETUCHOW, RABINOWITSCH und RuSANOW y 
(Vortrag ,,Physikalische Grundlagen des Elektroneneinfangs in das Betatronsystem () 
eines Beschleunigers“) und LOBANow und PETUCHOw (Vortrag ,,Experimentelle Grund- | 
lagen der Teilcheneinfangstheorie in das Betatron-System eines Beschleunigers“) teilten 1) 
mit, daB sich beim Studium des Einflusses des injizierten Elektronenstroms auf die ¢ 
Wirksamkeit des Einfangs das Auftreten zweier wesentlich verschiedener Einfangs- \| 
mechanismen zeigte und ihre Grenzen bestimmen lieBen. Einer davon wird nur durch die ¢ 
adiabatische Kompression momentaner Bahnen, die mit dem Anwachsen des Magnet- .| 
felds des Betatrons verbunden ist, bestimmt, der andere @urch die kollektive Wechsel- | 
wirkung der Biindelelektronen mit den in der Kammer bestehenden Inhomogenitaten 1) 
der Raumladung. 


Die Versuche zeigten, daB der Hinfang immer sowohl an der vorderen und hinteren 1 
Front des Injektionsimpulses beobachtet wurde, als auch auf seinem ebenen Teil, daB [/ 
aber der Beitrag, der durch diese Bereiche hineingetragen wird, unterschiedlich ist und «7 
von verschiedenen Parametern der Injektion abhangt. Die Autoren erwahnten den hohen 1 
Wirkungsgrad des kollektiven Einfangmechanismus, der — wie durch Versuche mit be- » 
weglichen radialen Klappen festgestellt wurde — das Zusammendrangen der Bahnen anf | 
die GréBe von etwa 1 mm pro Umlauf gewahrleistet. In diesen Versuchen konnte die 
Klappe ohne wesentliche Verringerung der Intensitat auf 6 bis 7 mm hinter den Randi 
der Injektoranode in das Innere der Kammer eingefiihrt werden. Es wurde festgestellt, » 
daB das Anwachsen der Intensitat bei VergréBerung der Frequenz des den Magneten 1 
speisenden Stroms (in diesen Versuchen von 200 auf 800 Hertz) nicht mit einer Ver- 
groBerung der Anwachsgeschwindigkeit des Magnetfeldes in der Injektionsperiode ver- : 
bunden ist. , 
Der tschechoslowakische Wissenschaftler SE1DL (Wissenschaftliches Forschungsinstitut © 
fiir Vakuum-Elektrotechnik, Prag) teilte mit, da8 am Betatron des Beschleuniger- | 
laboratoriums dieses Instituts der EinfluB des Feldgradienten, der sich mit der Zeit und q 
dem Azimut andert, auf das Abklingen der Betatronschwingungen hin untersucht wurde. » 
Die azimutale Anderung des Feldgradienten wurde kiinstlich mit Hilfe elektrostatischer i 


Tm Vortrag von Ryasin (Physikalisches Institut »,LEBEDJEW“) ,,Uber den Elektronen- »| 
einfang in das Betatronsystem des Beschleunigers wurde der Versuch einer theore- : 
tischen Erklarung des Kinfangs mit Beriicksichtigung des Selbstinduktionseffekts und der | 
adiabatischen zeitlichen Anderung der Parameter eines Beschleunigers unternommen. || 


WEKSLER bemerkte, da die Arbeit RJasiNs in einer Reihe von Seminaren im Physika- ; 
lischen Institut erértert wurde. Es wurde auf einen wesentlichen Unterschied zwischen 
| 
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den experimentellen Daten und den Voraussagen der Theorie hingewiesen. Die Be- 
rechnungen sind nach Meinung der Theoretiker des Instituts in vielen Punkten fehler- 
haft oder unklar. Im Zusammenhang damit stimmt die Vorstellung iiber den Hinfangs- 
mechanismus, wie er von RJASIN dargelegt wurde, offensichtlich nicht mit der Wirklich- 
keit iiberein. 
TSCHUTSCHALIN (Polytechnisches Institut Tomsk) berichtete iiber eine Methode zur 
Intensitatssteigerung, die in zweifacher Hinsicht mustergiiltig ist und an einem auf 
15 MeV berechneten Betatron angewandt wurde. Der Injektionsimpuls besitzt zwei 
Maxima. Die IntensitaitsvergréBerung erklart sich offensichtlich aus dem doppelten Ein- 
fang auf der vorderen Front des Impulses. Der Vortragende bemerkte, da die optimalen 
Bedingungen fiir den Einfang bei steilem Anwachsen und langsamen Abfall des Im- 
pulses beobachtet werden. Die Méglichkeit eines EKinfangs im ebenen Teil des Impulses 
ist ebenfalls nicht ausgeschlossen. 
In zyklischen Elektronenbeschleunigern fiir Energien gréBer als 1 BeV besteht die Haupt- 
schwierigkeit in der Kompensation der proportional der vierten Potenz der Energie an- 
wachsenden Strahlungsverluste. Die Verluste erreichen z. B. bei 10 BeV die GréBe von 
etwa 30 MeV pro Umlauf. Zugleich wirkt die Strahlung, und zwar gerade durch den 
quantenhaften, diskreten Charakter des Energieverlusts, auf die Bewegung der Elektro- 
nen im Beschleuniger ein, indem sie — wie die Rechnung zeigt — die Betatron- und 
Synchrotronschwingungen anregt. Wie in der Diskussion WEKSLER bemerkte, ist dies 
keine nur abstrakte Frage. Es ist daher nicht zufallig, daB die Klarung des Gefahrlich- 
keitsgrades dieser Anregung auf der Konferenz im Rahmen einer lebhaften Diskussion 
erfolgte. 
SokoLow (Moskauer Staatliche Universitat), der mit seinem Vortrag ,,Die Bewegung 
von Elektronen in zyklischen Beschleunigern unter Beriicksichtigung quantenmecha- 
nischer Effekte“‘ und dem Vortrag von IWANENKO, SOKOLOW und TERNOW (Moskauer 
Staatliche Universitat) ,, Die Theorie des Leuchtelektrons“ auftrat, teilte mit, daB nach der 
quantenmechanischen Berechnung dieser Autoren die Amplitude der Betatronschwin- 
gungen wegen des quantenhaften Charakters der Strahlung proportional der Quadrat- 
wurzel aus der Beschleunigungsdauer anwachst und stark (~ H*/:) von der Energie 
abhangt. Die zusatzliche Dampfung, die durch die Strahlung verursacht wird, 
ist nach der Meinung der Autoren klein und wird durch eine Abklingdauer der GréBen- 
3 


ordnung charakterisiert, wobei W die Intensitaét der Strahlung ist. In 


# 
(mc?)? - W 
diesem Zusammenhang wird in schwachfokussierenden Magneten eine Beschleunigung 
} auf Energien gréBer als 2 bis 3 BeV praktisch unmdéglich, dem Arbeitsbereich der stark- 
fokussierenden Synchrotrons werden strenge Bedingungen auferlegt. 

Diese Ergebnisse benutzte auch MATWEJEW (Moskauer Staatliche Universitit) im 
* Vortrag ,,Die Bewegung von Elektronen in zyklischen Beschleunigern als stochastischer 
ProzeB.*‘ 

KOLOMENSKI und LEBEDJEW (Physikalisches Institut der Akademie der Wissenschaften 
der UdSSR,,P. N. LEBEDJEW“) vermerkten in ihrem Vortrag, ,,Einige Besonderheiten 
zyklischer Elektronenbeschleuniger auf hohe Energien“ die Fehlerhaftigkeit der Ergeb- 
nisse SoOKOLOws und seiner Mitarbeiter. Die Autoren fiihrten in die klassische Bewegungs- 
gleichung statistische Glieder ein, die die quantenhafte Fluktuation der Strahlung be- 
schreiben. AuBerdem erwies sich die Beriicksichtigung der gemeinsamen Wirkung des 
Beschleunigungssystems der Anlage sowie der Riickwirkung der Strahlung als auBer- 
ordentlich wesentlich. Die hierdurch hervorgerufene ,,Strahlungs-Reibung“ schrankt in 
schwach fokussierenden Magneten das Anwachsen der Amplituden der Betatron- 
schwingungen stark ein. Jedoch sind in stark fokussierenden Magneten besondere MaB- 
nahmen notwendig, die iibrigens keine zusatzlichen Schwierigkeiten bereiten, weil die 
Riickwirkung der Strahlung ein Abklingen der Schwingungen hervorruft. Nach den 
; Rechnungen der Autoren ist die Abklingdauer der Betatronschwingungen annahernd 
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gleich B/W, weshalb die Anregung der Schwingungen keine ernste Gefahr fiir Beschleu- qi 
niger darstellt. he | 
GINSBURG und RABINOwITSCH, die in der Diskussion sprachen, hoben die Richtigkeit 
der Vorstellungen und Berechnungen von KoLOMENSKI und LEBEDJEW hervor und 
wiesen auf einige Fehler hin, die SokoLow und seinen Mitarbeitern unterlaufen sind. 


Das Thema des Vortrags iiber Linearbeschleuniger, das von einer Gruppe von Mitarbei- -| 
tern des Instituts fiir Chemische Physik der Akademie der Wissenschaften der UdSSR 
(SEMJONOW, SELMANOW, STEPANOW, SCHEMBEL und KoMPANEJEZ) behandelt wurde, . 
waren einige Ergebnisse der Entwicklung von Linearbeschleunigern fiir starke Strome. . 
Im Verlauf dieser Arbeit wurde eine Reihe wichtiger technischer Fragen gelést, die z. B. . 
mit dem Bau des Injektors, der bei einer Spannung von 10° V einen Strom von der r} 
GréBenordnung von Teilen eines Ampére liefert, mit der Entwicklung spezieller Be- - 
schleunigungsresonatoren usw. zusammenhangen. AuBerdem gelang KOMPANEJEZ die & 
exakte Lésung der simultanen Gleichungen fiir Phasen- und radiale Bewegung im Be- - 
schleuniger unter Beriicksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung. In dem in Ent- - 
wicklung begriffenen Beschleuniger erhalt man voraussichtlich einen Strom von etwa i) 
50 mA im Impuls (fiir Protonen). Zur Klarung der optimalen Verhaltnisse zwischen den 3 
Betriebsparametern der Maschine wurden besondere Untersuchungen bei herabgesetzter 1) 
Beschleunigungsspannung an einem Elektronenmodell durchgefiihrt, wobei ein mittlerer 1 
Strom 0,1 A erreicht wurde. Viele Folgerungen der vorgetragenen Arbeit fallen mit t) 
Ergebnissen analoger amerikanischer Forschungen zusammen, iiber die Professor t 
PANOvSKi (Stanford, USA) auf der Konferenz berichtete. 


In der Diskussion iiber den Vortrag machte CHISHNJAK eine Mitteilung tiber einen > 
Protonen-Linearbeschieuniger, der in Charkow gebaut wurde. In diesem Beschleuniger | 
beruht die Fokussierung des Biindels auf dem Differenzeffekt (Geschwindigkeitseffekt). 

Er ergibt am Ausgang der Maschine einen Protonenstrom mit 5 MeV Energie und einer 
Starke von etwa 10 A. Es wird angenommen, daB die Anwendung von Resonatoren } 
mit einem Dielektrikum den Strom auf 100 A zu steigern gestattet. 


Die Arbeit der Mitarbeiter des Wissenschaftlichen Forschungsinstituts fiir elektro- . 
physikalische Apparate des Ministeriums fiir Elektroindustrie GRISCHAJEW, SEIDLITZ, _ 
SEITLENOK, RUMJANZEW, SMIRNOW, FoMIN und CHOcHLOW behandelte die dkono- ~ 
mischen und technischen Griinde fiir die Wahl der Parameter von Linearbeschleunigern | 
fiir hohe Energien, wobei betont wurde, daB die Frage der Baukosten von entscheidender 1 
Bedeutung ist. y 

Im Vortrag WLassows (Akademie der Wissenschaften der UdSSR) wurde eine lineare 
Theorie starker Fokussierung in Protonenbeschleunigern dargelegt, die auf dem Hiill- .) 
kurvenverfahren beruht. Sie bezieht sich auf Anlagen, in denen das _beschleuni- - 
gend-fokussierende System in aufeinanderfolgende Strecken geteilt ist, wobei in jeder 1 
die Bewegung entweder in Langs- oder in Querrichtung stabil ist. Es ist bekannt, daB |) 
man durch entsprechende Wahl der Parameter in einem solchen System eine Stabilitat | 
sowohl der Phasenbewegung als auch der radialen Bewegung erhalten kann. Uberaus + 
anschaulich ist der Aufbau des Stabilititsbereiches: Das Beschleunigungsfeld ist der ' 
Gradient in fokussierenden Linsen. Ein solches Stabilitatsgebiet wurde im Vortrag fiir 1 
den einfachsten Fall, daB die Periode des beschleunigend-fokussierenden Systems § 
Rechteck-Charakteristik besitzt, angefiihrt. Aus der Notwendigkeit, den Arbeitsstrom ( 
in der Mitte dieses Bereichs zu halten, folgen einerseits bestimmte Werte fiir den Gra- - 
dienten des Magnetfeldes und andererseits eine Grenze fiir die Starke des hochfrequenten | 
Beschleunigungsfeldes, das man nicht durch die Vergré8erung des Linsenfeldes erhdhen |} 
darf. In der Arbeit wurden auch einige allgemeine Beziehungen erhalten, die sich auf || 
eine beliebige Form des Beschleunigungs- Fokussierungs-Feldes beziehen. 1 


Die Theorie der starken Fokussierung in Linearbeschleunigern wurde auch in dem Vortrag| 
von SOLOWJEW und BuRscHTEIN (Akademie der Wissenschaften der UdSSR) und in; 


= 
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der Arbeit von SCHARSCHANOW und STEPANOW (Physikalisch-Technisches Institut der 
Akademie der Wissenschaften der UdSSR) behandelt. 

Etwas neben der Hauptthematik stand der auf der Beschleuniger-Sektion gehaltene 
Vortrag von ROSENZWEIG, Wysotzky und KRESNIN (Physikalisch-Technisches Institut 
der Akademie der Wissenschaften der UdSSR), in dem eine neue Methode zur Erzeugung 
und Analyse polarisierter Elektronenbiindel vorgeschlagen wurde. Die Durchfiihrung 
von Experimenten mit polarisierten Teilchen kann eine Reihe interessanter Resultate 
liefern, jedoch sind die existierenden Methoden bei relativistischen Energien praktisch 
unbrauchbar. Im Vortrag wurde vorgeschlagen, die kalte Emission aus Metallen bei 
niedrigen Temperaturen zu benutzen. Wenn man hierbei ein so starkes Magnetfeld an- 
legt, daB die magnetische Wechselwirkungsenergie gréBer wird als die Warmeenergie, 
dann ist die Wahrscheinlichkeit des Austretens geniigend stark vom Spin des Elektrons 
abhangig. Die in der Arbeit erhaltene Formel zeigt, daB bei H = 10° V/cm, H = 10° Oer- 
sted und der Temperatur des fliissigen Wasserstoffs das Biindel annahernd zu 10 bis 
20% polarisiert sein muB. 

| Auf einer besonderen Sitzung erérterte die Beschleuniger-Sektion eine der zur Zeit 
wichtigsten Fragen: die der Theorie und der Verwirklichung von Beschleunigern mit 
starker Fokussierung. Es ist gut bekannt, daB der Bau von Ringbeschleunigern des 
gewohnlichen Tys mit Energien der GréBenordnung 10 BeV mit der Notwendigkeit 
einer starken VergréBerung der Ausmafe der Beschleunigungskammer und folglich auch 
des Magnetgewichts zusammenfallt. 

Im Zusammenhang damit ist das Interesse vollig verstandlich, das auf der Konferenz dem 
Vortrag WiLsons (Ithaka, USA) iiber das erste arbeitende starkfokussierende Synchro- 
tron der Cornell-Universitat, das Elektronen mit 1 BeV Energie liefert, entgegengebracht 
wurde. Die Anwendung starker Fokussierung, d. h. aufeinanderfolgender grofer nega- 
tiver und positiver Feldgradienten, erfordert hohe Genauigkeit bei der Herstellung und 
der Montage der Maschine. Es ist daher natiirlich, daB in den ersten Beschleunigern 
ahnlichen Typs der Magnetfeldindex n relativ klein bleibt, er ist z. B. in der genannten 
Maschine gleich 20. Ein solcher Wert wurde hier auBerdem durch die Struktur des Ma- 
gneten bestimmt, der urspriinglich als schwach fokussierender Magnet konstruiert worden 
war. Die gewahlten Parameter lieBen einen hinreichend weiten Spielraum fiir den Stabi- 
litatsbereich zu, in dem sich der Arbeitsstrom befindet; dessen Breite betrug An = + 2. 
Die Genauigkeit, mit der die Maschine zusammengesetzt ist, kann z. B. durch die Tat- 
sache charakterisiert werden, daB das Fundament mit einer Toleranz von + 1 mm er- 
‘richtet wurde. Die starkfokussierenden Polschuhe des Magneten kénnen auf schwache 
Fokussierung umgestellt werden, wobei ihre Umstellung und Spreizung durch eine sehr 
} einfache und zuverlassige Methode mit Hilfe von PreBluft erfolgt. Das kleine Ausma8 
? des Spalts und auch die enge Bahn ( Querschnitt der Beschleunigungskammer 3 x 7 cm?) 
> gestatteten, das Magnetgewicht stark herabzusetzen. Es betragt insgesamt 20 t, das ist 
'wesentlich weniger als das Magnetgewicht eines schwachfokussierenden Synchrotrons 
von 300 bis 400 MeV. Die Injektion in den Beschleuniger erfolgt mit 2 MeV aus einem 
| Van-de-Graaff-Generator, der einen Strom von 10 mA im Impuls liefert, dessen Dauer 
‘einem Teilchenumlauf entspricht. Das Feld auf der Gleichgewichtsbahn ist in diesem 
Augenblick annaéhernd gleich 20 Oersted. 


Bei der gewahlten Anfangsenergie der zu beschleunigenden Elektronen andert sich noch 
merklich ihre Geschwindigkeit (bei der Injektion ist B = 0,9), daher wird eine besondere 
Konstruktion eines doppelten Beschleunigungsresonators angewandt. Zu Beginn arbeitet 
nur die eine seiner Halften, die eine geringe Giite besitzt und von einem einzelnen Gene- 
-rator mit modulierter Frequenz gespeist wird. Die zweite Halfte, die von hoher Giite ist 
‘und in der auch die Hauptbeschleunigung erfolgt, wird erst bei 10 MeV eingeschaltet, 

' wobei es nicht notwendig ist, den Zeitpunkt des Ubergangs von einem Resonator zum 
) anderen genau einzuhalten. Die Arbeitsfrequenz betrigt von diesem Moment an 80 Mega- 
hertz (die achte harmonische Oberschwingung der Umlaufsfrequenz). 
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Zu Beginn der Beschleunigung, wenn die Strahlungsverluste der Elektronen noch ver- } 
nachlassigbar klein sind,betragt die Spannungsamplitude am Resonator insgesamt 5 KV, , 
am Ende des Beschleunigungszyklus wird sie schlieBlich auf 24 KV erhoht. 
Professor WILSON sagte, daB sich bei der Inbetriebnahme der Maschine zeigte, daf = . 
Beschleuniger sehr reichlich dimensioniert worden ist, da der Durchmesser des Biindel ! 
bei einem groBen Theil der Beschleunigungszyklen (bei Energien groBer als 100 MeV) 
kleiner als 1 mm ist, wobei sich die Abmessungen des Biindels nicht wesentlich andern. 
Bei Energien von etwa 100 MeV kann man das Biindel schon visuell wegen seiner Strah- 
lung beobachten: Die Vakuumkammer ist aus Glas hergestellt. Fir das Magnetfeld deo 
Beschleunigers ist fiir die Zukunft eine Steigerung auf 13000 Oersted vorgesehen (zuni)} 
Zeit betragt das Feld 8800 Oersted), womit die Energie auf 1,5 BeV gesteigert wird.) 
Die Restfelder werden bei der Injektion durch vier besondere Spulen kompensiert.t 
deren Notwendigkeit entfallt, wenn in Zukunft der Ubergang zur Injektion bei 10 MeV) 
erfolgt sein wird. AuBerdem ist die Kompensation des magnetischen Erdfeldes vor 
gesehen. Die Nichtlinearitat des Feldes ist klein, die Schwingungen des Feldindex iiber 
schreiten im gesamten Arbeitsraum keine 5%. 

Der Beschleunigungszyklus wiederholt sich 30mal in der Sekunde, wobei die Maschine 
in jedem Impuls 3 x 108 Teilchen liefert. Fir die Zukunft ist eine Intensitatssteigerung 
auf 10! Teilchen pro Impuls vorgesehen. Es ist interessant, daB die Ingangsetzung una 
die Vollendung des Beschleunigers anderthalb Jahre in Anspruch nahmen, wahrend seinal) 
Montage insgesamt 6 Monate dauerte. 
VERNHOLM (Stockholm, Sehweden) berichtete iiber die Konstruktion eines Elektronen:} 
synchrotrons mit starker Fokussierung fiir eine Energie von 1,2 BeV, das in Schweder} 
gebaut wird. Der Radius der Sektoren dieser Anlage betragt 3,65 m. Die maximale Feld) 
starke betragt 11000 Oersted. Der Magnetfeldindex ist 10,6. In Konstruktion und Anr 
ordnung der Elemente ist der Magnet des erwahnten Beschleunigers praktisch dem vom) 


der Mikrotron-Injektor mit 6 MeV Energie. Der Strom des Injektors — des Mikrotrons —} 
betragt 20 mA. Die Teilchen vollfiihren in ihm 10 Umlaufe. Die Energiestreuung des}! 
Teilchen beim Austritt aus dem Mikrotron macht etwa 0,5% aus. Die hohe Energie des) 
Teilchen bei der Injektion erméglicht es, in diesem Synchrotron beim Beschleunigungs\} 
feld ohne Frequenzmodulation auszukommen. Die Beschleunigungskammer hat die Aus} 
maBe 7X 4cm*. Der Beschleuniger wird mit Vormagnetisierung auf einer Frequen=} 
von 25 Hertz arbeiten. Die Inbetriebnahme dieses Beschleunigers ist fiir 1957 vorgesehen:} 
Mit der Frage der kritischen Energie befaBte sich eine Reihe theoretischer und experi* 
menteller Arbeiten, durch die das Problem heute als gelést betrachtet werden kann 
Zwei dieser Arbeiten wurden auf der Konferenz vorgetragen, und zwar handelt es sich} 
um den Vortrag von KOLOMENSKI und SABsowITSCH (Physikalisches Institut ,, LEBED® 
jew“ der Akademie der Wissenschaften der UdSSR) und von WLADIMIRSKI und TARAS 4} 
sow (Akademie der Wissenschaften der UdSSR). 
Im ersten Vortrag wurde das physikalische Bild des Durchgangs durch die kritischu} 
Energie betrachtet. In der Umgebung des kritischen Punktes wurde das Verhalten dex 

Phase unter Beriicksichtigung einer nichtlinearen Beziehung zwischen dem Energie: 
zuwachs und der Umlaufsfrequenz untersucht und das qualitative Bild des Ubergangsi| 
prozesses geklart, der anschaulich in einer Reihe von Diagrammen demonstriert wurded 
Die Autoren wiesen auf die Méglichkeit des Ubergangs iiber den kritischen Punkt bei einr 
geschalteter Hochfrequenzspannung durch Ausnutzung eines Beschleunigungsfelde«} 
voi Betatron-Typ hin. 
Im Vortrag von WLADIMIRSKI und Tarassow wurde die Méglichkeit betrachtet, did 

kritische Energie durch Kinfiihrung besonderer Kompensationsmagnete in das System] 
zu beheben, die ein Feld mit entgegengesetztem Vorzeichen und folglich mit entgegen 
gesetzt gekriimmter Bahn besitzen. Auf Grund einer entsprechenden Anordnung diese 
Magnete (mit einer Periode, die der Periode der Betatronschwingungen nahekommt; 


> en — a — 


= 


———— 
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kann man erreichen, daB sich bei einer Abweichung des Impulses vom Gleichgewichts- 
impuls die Lange der Bahn nicht verandert. Man kann zeigen, daB insolchem System die 
kritische Energie ins Unendliche riickt, d. h. daB sich die Gleichgewichtsphase im Be- 
schleunigungsprozeB hinsichtlich des Vorzeichens nicht andert. Das wird auf Kosten 
einer gewissen Verlingerung des Magnetsystems und einer geringen VergréBerung der 
Amplitude der erzwungenen Schwingungen erreicht. 

Diese Methode wurde in zwei sowjetischen Projekten stark fokussierender Protonen- 
beschleuniger benutzt, iiber die auf der Plenarsitzung der Konferenz im Vortrag von 
WLAaDIMIRSKI, KomMaR und Mrnz (Akademie der Wissenschaften der UdSSR) be- 
richtet wurde. Der kleinere dieser Beschleuniger wurde fir eine Energie von 6—7 BeV 
berechnet, was bei den relativ kleinen Abmessungen der Anlage ausreichend ist, um die 
Schwelle zur Erzeugung von Antinukleonen zu tiberschreiten. Im gewissen Grade kann 
dieser Beschleuniger auch als Modell fiir die Anlage von 50—60 BeV dienen, deren Haupt- 
parameter ebenfalls im Vortrag mitgeteilt wurden. Darum wurde fiir beide Beschleuniger 
das beschriebene System zur Kompensation der Bahnlangenanderung verwendet, wobei 
die kritische Energie ins Unendliche verschoben wird, obgleich ein Beschleuniger von 
7 BeV auch nach iiblicher Bauweise ohne Stérung durch die kritische Energie ent- 
wickelt werden kann. 

Die Injektionsenergie fiir den 7 BeV-Beschleuniger wurde hinreichend niedrig gewahlt 
(4 MeV), was eine spezielle Priifung der Wirkung der Raumladung und der Streuung 
am Restgas in der Kammer erfordere. Im Vortrag wurde die Auswirkung der verschie- 
denen Stéreffekte auf die Wahl der Toleranzen sowohl fiir die Hauptparameter des Be- 
schleunigers, als auch fiir das Fundament der Anlage untersucht. 

Unten ist eine kurze Tabelle der wesentlichsten Daten beider Synchrophasotrons ange- 


fiihrt: 


Maximalenergie der beschleunigten Teilchen 7-108 eV (50—60) 108eV 
Injektionsenergie 4-10%& eV 108 eV 
Bahnlange 251 m 1480 m 
Zahl der fokussierenden Magneten 112 105 
Zahl der Kompensationsmagneten 14 15 
Zahl der Schwingungen bei einem Umlauf 12,75 radial 13,752 

vertikal 12,744 
Querschnitt der Vakuum-Kammer 11 x 8 cm? -- 
Gewicht des Magneten 2700 t 22000 t 
Zulassige Abweichung des Magneten 0,3 mm 1 mm 
Angebbare Genauigkeit des Magnetfeldes 0,4% 0,25% 
Zahl der Umlaufe in der Minute 12 6 
Dauer der Magnetfeldverstarkung 1,5 sek 3,8 sek 
Frequenz des Beschleunigungsfeldes variiert variiert 

von 0,65 von 2,624 


bis 8,5 MHz bis 6,063 MHz 


Auf der Konferenz wurde auch ein Vortrag von WLADIMIRSKI und SKATSCHKOW 
(Akademie der Wissenschaften der UdSSR) iiber ,,Die Berechnung von Magneten in 
Beschleunigern mit starker Fokussierung“ gehalten. Die Resultate der experimentellen 
Untersuchung solcher Magnete wurden zusammengefaBt in dem Vortrag von MOSALEW- 
SKI und TROCHATSCHEW (Wissenschaftliches Forschungsinstitut fiir elektrophysikalische 
Apparate des Ministeriums fiir Elektroindustrie der UdSSR), in dem Angaben iiber den 
EinfluB der Geometrie des Polabstandes auf die Verteilung des Magnetfeldes gemacht und 
die verschiedenen Methoden zur Feldmessung in stark fokussierenden Magneten be- 
trachtet wurden. 

Ganzlich neue Wege fiir die Konstruktion von Beschleunigern wurden in dem Vortrag 
von BUDKER und NaumMow (Akademie der Wissenschaften der UdSSR) ,,Theoretische 
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und experimentelle Daten von stabilisierten Elektronenbiindeln‘“‘ gewiesen, worin vor- 
geschlagen wird, das Ladungsfeld im Inneren der Beschleunigungskammer auszunutzen. 
So besteht ein sogenanntes ,,stabilisiertes Elektronenbiindel‘‘ aus einem Biindel von 
relativistischen Elektronen, in welchem zur Kompensation der Coulombkrafte eine 
gewisse Menge positiver Ionen hinzugesetzt ist. In dem MaBe, in dem die Coulomb- 
wechselwirkung der Elektronen im Biindel stark durch relativistische Effekte [um den 
Faktor y?, wobei y = (1 — 6?)~*/2] geschwacht wird, wird die Zahl der kompensierenden 
Ionen unbedeutend. Im Vortrag wurde gezeigt, da bei bestimmten Beschrankungen 
der GréBe der Elektronen- und Ionendichte das stabilisierte Biindel im Querschnitt 
stabil ist, wobei seine Abmessungen bei Strémen des Biindels von ungefahr 1000 A 
von der GroéBenordnung 0,01 mm sein miissen. Dann existieren innerhalb des Biindels 
magnetische Felder von der Gré8enordnung 10° Oersted und elektrische Felder von der 
GréBenordnung 10° V/em. Diese Felder wachsen mit zunehmendem Abstand von der 
Biindelachse an und haben fokussierende Eigenschaften. Da das stabilisierte Elektronen- 
biindel ,,durchsichtig‘ fiir Ionen und elektromagnetische Wellen ist und die ,,Lebens- 
dauer‘‘ des Biindels nach der Behauptung der Autoren einige Stunden erreicht, kann 
man es als Fokussierungssystem eines zyklischen Resonanzbeschleunigers benutzen. 
Um das stabilisierte Biindel in Ringform zu halten, ist ein dAuBeres Magnetfeld von etwa 
100 Oersted erforderlich. Die Autoren schlugen vor, zu diesem Zweck den Magnetfeldtyp 
des Betatrons zu verwenden. 


Durchgefiihrte Schatzungen zeigen, daB bei einem Strom des stabilisierten Biindels von 
10000 A und einem Radius von 3 m eine Maximalenergie von 100 BeV erreicht werden 
kann (bei einer Anfangsenergie von 10 KeV). AuBerordentlich schwierige Probleme bei 
der Realisierung des stabilisierten Biindels sind die Fragen seiner Stabilitat. Von den 
Autoren wurde gezeigt, daB8 das Biindel in einem Strombereich bis 17000 A stabil ist. 
Stérungen durch Uberschreiten dises Betrages beeintrachtigen nicht die Stabilitat des 
Biindels. Deformationen des Ringes fiihren zur Instabilitét, die aber nach Meinung der 
Autoren unerheblich sind, weil entsprechende Stérungen sich zeitlich langsam ent- 
wickeln. 


Ferner ging BUDKER auf die experimentellen Arbeiten zu Erzeugung stabilisierter 
Biindel ein, die sich schon tiber die Zeit von anderthalb Jahren hinziehen. Zum Zwecke 
der Herstellung von Elektronenbiindeln mit groBen Strémen wurden zwei Methoden 
gewahlt: Die Anhaufung einer groBen Menge von Teilchen im Magnetfeld vom Betatron- 
typ und dieAus nutzung einer Ringentladung in der Kammer. Im letztgenannten Falle 
besteht die Idee darin, daB ein starkes elektrisches Wirbelfeld plétzlich angelegt und in 
der elektrischen Entladung die Loslésung der Elektronen von den Ionen erreicht wird. 
Hier liegt die Schwierigkeit darin, daB das Kriterium fiir eine Loslésung der Elektronen 
mit der Bildung der Entladung im Widerspruch steht. Neben den ersten beiden Verfahren 
steht die Methode der sogenannten ,,lonennebel‘‘, die sich dadurch auszeichnet, daB eine 
Raumladung innerhalb der Kammer mit Hilfe der Randionisation erzeugt wird. Die 
ersten Versuche mit Ionennebel gaben einen Strom von etwa 12 A. Diese Methode ist 
eine der aussichtsreichsten. In der Diskussion dieses Vortrages, der groBes Interesse 
hervorrief, wurde eine Vielzahl von Fragen behandelt, die mit der Erzeugung der zur 
Bildung stabilisierter Biindel erforderlichen Stré6me zusammenhangen. Ferner wurden 
einige theoretische Probleme und experimentelle MeBverfahren besprochen. 


Im zweiten Vortrag von BUDKER und Naumow ,,Das eisenlose Impulssynchrotron“‘ 
wurden Originalkonstruktionen eisenloser Impulsbeschleunigungsanlagen vom Synchro- 
trontyp beschrieben, die von BUDKER im Jahre 1950 vorgeschlagen wurden. Eine Be- 
sonderheit in den Magnetsystemen dieser Beschleuniger ist die Verwendung von nur 
einer Windung fiir die Erzeugung des Magnetfeldes. Ihre Konstruktion ist so gewahlt, 
dafi die Resultante der wirksamen mechanischen Krafte Null ergibt. AuBerdem kann 
man in diesen Anlagen leicht ein Magnetfeld vorgegebener K onfiguration erzeugen, da die 
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Genauigkeit wegen des Skineffekts praktisch nur durch die Genauigkeit der mecha- 
nischen Bearbeitung der Windung bedingt ist. 


Die Autoren untersuchten zwei Projekte. Eines mit einem Bahnradius von 33 cm und 
einer Energie von 1 BeV und eines mit einem Radius von 1 m und einer Energie von 
3 BeV. Die Anlage mit der Energie von 3 BeV ist stark fossierend. Diese Beschleuniger 
sind nach Meinung der Autoren au8erordentlich wirtschaftlich. Zur Zeit wird ein Modell 
von 200—300 MeV gebaut. Der Bahnradius in diesem Modell betragt 17 cm. Der zur 
Beschleunigung brauchbare Arbeitsbereich des Magnetfeldes hat ein AusmaB von 2,5 
x 5cm. Der Feldindex des Magnetfeldes ist 0,57 + 0,02. Das Gewicht des Modells be- 
tragt ungefahr 150 kg, die Energie zur Speisung des Magnetsystems 9 - 10% Joule. Das 
Magnetfeld wird von einem Impulsstrom bis zu 400000 A erzeugt, der eine Windung 
von bestimmtem Querschnitt durchflieBt, die sich innerhalb einer massiven metallischen 
Vakuumkammer befindet. Die Vakuumkammer dient zugleich als Riickleitung fiir den 
Strom, wobei ein gerichtetes magnetisches Feld erzeugt wird, und halt alle auftretenden 
mechanischen Krafte aus. Bei der Entwicklung der Kammer wurden spezielle Magnet- 
labyrinthe verwendet, die es erlauben, das Magnetfeld um den Faktor 104 abzuschwachen. 
AuB8erdem wurden besondere Entladungsstrecken hergestellt, die mit einer Genauigkeit 
bis zu 0,1 Mikrosekunden steuerbar sind und gegenwartig 100—200 Impulse aushalten. 
Nach Meinung der Autoren st68t die Herstellung langlebiger Entladungsstrecken auf 
ernsthafte technische Schwierigkeiten. 


Zur Zeit sind alle Elemente des Modells angefertigt und erprobt worden. Sie lieferten zu- 
verlassige Ergebnisse. Das Modell befindet sich im Stadium der Inbetriebnahme. Es ist 
anzunehmen, da das Ableiten des Biindels in Anlagen des beschriebenen Typs leicht 
realisierbar ist, da es hier eine einfache Mdglichkeit zur Erzeugung groBer lokaler 
Inhomogenitaten des Magnetfeldgradienten gibt. 


Dem Vortragenden wurden viele Fragen iiber konstruktive Einzelheiten der vor- 
geschlagenen Synchrotronprojekte gestellt. 

Im Vortrag KOLOMENSKIs (Physikalisches Institut der Akademie der Wissenschaften 
der UdSSR) iiber ,,Neue Arten von Ringbeschleunigern mit konstantem Magnetfeld*‘ 
wurde auf die Méglichkeit hingewiesen, ein Ringzyklotron fiir relativistische Teilchen 
(und zwar einen stark fokussierenden Ringbeschleuniger mit zeitlich konstantem Feld 
und konstantem Bahnumfang) zu bauen. Die einfachste Variante eines solchen Be- 
schleunigers bilden zwei sich berithrende Ringphasotrons (direkt und umgekehrt), ge- 
koppelt etwa durch eine gradlinige Verbindung. Mit dem Anwachsen der Energie wachst 
der mittlere Bahnradius in einer der Anlagen und in der anderen nimmt er ab, so da der 
Bahnumfang und folglich auch die Umlauffrequenz konstant bleiben. Die Herstellung 
solcher Beschleuniger erlaubt es, die Intensitét der beschleunigten Teilchen im Vergleich 
zu den bisherigen Beschleunigern bedeutend zu steigern. Kine solche Intensitatssteigerung 
kénnte man durch Verringerung der Toleranzen und der VergroBerung der Abmessungen 
der Anlage bekommen. 


Im Vortrag von Morosow, MaLkow und Jorre (Akademie der Wissenschaften der 
UdSSR) wurde die Konstruktion einer Quelle fiir mehrfach geladene Stickstoffionen 
fiir ein Zyklotron vorgeschlagen, die den Quellen bei der Isotopentrennung ahnlich ist. 
Die Besonderheiten der vorgelegten Konstruktion bestehen in der Zufithrung des Arbeits- 
stoffes und der Heizkathode, die eine Stabilisation gestattet. Die gréBten Schwierigkeiten 
bei der Einstellung der Quelle bereitete die Wahl der optimalen Gasstrémung und des 
Entladungsstromes. Die Versuchsergebnisse sind bisher nicht vdllig befriedigend (der 
Strom der mehrfach geladenen Stickstoffionen ist kleiner als 0,1 A.). 

Es folgte der Vortrag von GLAsow und KatyscHeEw (Institut fiir Kernprobleme der 
Akademie der Wissenschaften der UdSSR) iiber ,, Die Anwendung von Ionenquellen mit 
kalter Kathode im Synchrozyklotron.‘‘ Der Vorzug einer solchen Quelle besteht darin, 
daB sie stabiler ist und eine langere Lebensdauer besitzt als die gewohnlichen Bogen- 
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quellen. In der Arbeit wurde der Einflu8 der Entladungsspannung und des Verbrauchs an 
Gas- und Kathodenmaterial auf die Wirkungsweise der Quelle untersucht. Es zeigte sich, 
daB die brauchbarsten Stoffe fiir die Kathoden Al, Be, Cu, Mg und andere Metalle mit 
groBem Oberflachenionisationskoeffizienten sind. Es wurde festgestellt, daB der Haupt- 
faktor, der auf die Arbeit der Quelle einwirkt, der vertikale Duant ist, der das hoch- 
frequente Feld bildet. Die Abhangigkeit der Intensitét des Ionenbiindels von der Am- 
plitude der Beschleunigungsspannung in einer solchen Quelle ist starker als in gewohn- 
lichen Quellen. Die beschriebene Quelle wurde mit Erfolg im Laufe von drei Jahren im 
Synchrozyklotron der Akademie der Wissenschaften der UdSSR angewendet und gab 
einen Strom von 0,2 mA. 

Bekanntlich iibersteigt zur Zeit der Wirkungsgrad bei der Registrierung schneller Neu- 
tronen (~ 200 MeV) mit iiblichen Methoden 1—2% nicht. Im Vortrag ,,Ein Detektor 
schneller Neutronen mit groBem Wirkungsgrad“, gehalten von AkIMow, KuSNEzow, 
LEKSIN (Institut fiir Kernprobleme der Akademie der Wissenschaften der UdSSR) 
wurde vorgeschlagen, den Wirkungsgrad der Neutronenregistrierung durch Verwendung 
eines Szintillators mit eingefiihrtem festem Stoff, dem Konverter, wesentlich zu erhéhen. 
Die Autoren verwenden einen Detektor, der aus einem Fliissigkeitsszintillator (einer 
Lésung aus Teerphenyl und Toluol) besteht und in einen Kupfercontainer (einem recht- 
eckigen Kasten mit den Abmessungen 7 x 7 x 11 cm) eingelagert ist. Der Konverter 
bestand aus 10 Kupferplatten, die in einem Abstand von 3 mm voneinander angeordnet 
waren. Der Wirkungsgrad eines solchen Detektors betrug 25—30%. Es wurde gezeigt, 
daB die VergréBerung der Konverterdichte zu einer VergréBerung des Wirkungsgrades 
der Neutronenregistrierung fiihrt. Die mit dem beschriebenen Detektor angestellten 
Versuche zeigten, daB der Wirkungsgrad fiir die Registrierung in allen Energieintervallen, 
die den Experimentatoren zur Verfiigung standen (230—330 MeV), konstant war. Der 
dargestellte Detektor kann mit einem Teleskop aus Szintillationszihlern gekoppelt 
werden. Der Detektor arbeitet mit zwei oder einem Sekundarelektronenvervielfacher. 
In dem Vortrag von Ussowa (Physikalisches Institut der Akademie der Wissenschaften 
der UdSSR) ,,Uber die Messung des Energiestroms der Bremsstrahlung mit der Methode 
dinner Konverter“ wurde eine spezielle Konstruktion einer Ionisationskammer be- 
schrieben, die es erlaubt, den experimentellen Fehler bei der Messung des Energiestroms 
mit der Methode diinner Konverter zu vermindern. Dieser Fehler tritt durch den Beitrag 
an Photoelektronen auf. Der Fehler wurde durch Absorption der Photoelektronen in 
Aluminiumfolien vermindert. Es zeigt sich, da8 die Empfindlichkeit der dargestellten 
Kammer stark von ihrer Orientierung im Photonenbiindel abhangt. Dieser Umstand 
wurde fiir eine schnelle Bestimmung des Zentrums des y-Strahlenbiindels mit der Ge- 
nauigkeit von + 0,5 mm am 265 MeV-Synchrotron des Physikalischen Instituts der 
Akademie der Wissenschaften verwendet. 

In dem Vortrag von PopGorEzkI (Elektrophysikalisches Laboratorium) ,,Zur Ermitt- 
lung des Zeitpunktes, in dem ein Ereignis in der Photoemulsion registriert wird‘‘, wurde 
eine Methode zur Bestimmung des Zeitpunktes eines Ereignisses mit Hilfe sich drehender 
Platten (Emulsionskammer) dargelegt. Der Autor fiihrte aus, da& bei einem scharf 
gebiindelten Teilchenstrahl bis zu 10-4 sec aufgelést werden kénnen. Es wurde auf die 
Méglichkeit hingewiesen, elektronisch gelenkte Emulsions-,,Kameras“ zu bauen. Fur die 
Arbeit mit Impulsbeschleunigern wird vorgeschlagen, die Photoplatten in Stufen zu 
drehen, Es wurde behauptet, daB die beschriebene Methode bei der Untersuchung seltener 
Ereignisse mit starkem Untergrund wirksam angewendet werden kann. Das gleiche gilt 
auch fiir eine schnellere Lésung von Aufgaben, bei denen ein Absuchen langs der Spur 


notwendig ist. Hin Mangel des Verfahrens ist die Notwendigkeit einer wesentlichen Ver- 
langerung der Expositionsdauer. 


In dem Vortrag von StRacwowskI1 (II. Physikalisches Institut der Moskauer Staat- 


lichen Universitat) wurde eine Anlage zur Untersuchung von Prozessen mit hoch- 
energetischen Teilchen mit Hilfe von Photoplatten beschrieben, die in starken Impuls- 
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magnetfeldern exponiert wurden. Mit der Anlage werden Felder von 100000—150000 
Oersted wahrend einer Impulsdauer von 10 Mikrosekunden erzeugt. Der Impuls des 
Magnetfeldes kann mit dem Zeitpunkt des Auffallens der Teilchen auf das Target des 
Beschleunigers mit einer Genauigkeit von 1 Mikrosekunde synchronisiert werden. 


BurRzEw, DANILKIN, LEBEDEW 


Dritte Sektion 


Alle Berichte auf der ersten Sitzung mit Ausnahme des Berichts von A. Pars (Princeton, 
USA) ,,Die Variationsmethode in der Mesontheorie“’, welcher dem Problem der Unter- 
suchung des Mesonenfeldes einer unendlich schweren ausgedehnten Quelle gewidmet 
war, bezogen sich auf die Frage der Dispersionsrelationen bei der Streuung von Teilchen. 
Die Dispersionsrelationen, denen die Amplitude der Teilchenstreuung geniigen muB, sind 
eine Folge sehr allgemeiner physikalischer Prinzipien, wie z. B. des Kausalitatsprinzips, 
die man auch ohne Benutzung der Stérungstheorie erhalten kann, was bei der Unter- 
suchung der Wechselwirkung von z-Mesonen mit Nukleonen, bei der die Stérungstheorie 
nicht anwendbar ist, besondere Bedeutung hat. Herleitung und Untersuchung der Dis- 
persionsrelationen fiir x-Mesonen und Nukleonen wurden in letzter Zeit sowohl von aus- 
landischen (GOLDBERGER, GELL-MANN, THIRRING, SALAM, OJOME u.a.) als auch 
von sowjetischen Theoretikern durchgefiihrt. 

In dem Bericht von BoGoLjJuBowW, MEDWEDJEW und PoLIWANOW , Die Kaunsalitats- 
bedingungen in Anwendung auf Streuprobleme“ wird eine Ableitung der Dispersions- 
relationen mit Hilfe einer Methode gegeben, die im wesentlichen eine Verallgemeinerung 
der bekannten Methode von LEHMANN-KALLEN auf die Mehrteilchen-Zustande ist. 
Fiir die Streuung von Bosonen an Fermionen fihren die Rechnungen zu endgiiltigen 
Dispersionsrelationen. Es wird die Streuung von Mesonen verschiedener Ladung sowohl 
mit als auch ohne Umklappen des Nukleonenspins betrachtet. 

Der Bericht von FAINBERG und FRADKIN ,,Die Dispersionsrelation fir FerMI-Teilchen“ 
enthielt eine Ableitung der Dispersionsrelation fiir die Streuung sowohl geladener als 
auch neutraler FERMI-Teilchen. In dieser Relation sind sowohl die Streuamplituden fiir 
die Fermion-Fermion-Streuung als auch die fiir die Antifermion-Fermion-Streuung ent- 
halten. 

In seinem Bericht ,,Uber die Dispersionsrelation bei der Streuung von Mesonen an 
Nukleonen unter beliebigem Winkel‘ machte FRADKIN Mitteilungen tiber den von ihm 
gefundenen Zusammenhang zwischen dem imaginaren und reellen Teil der Streu- 
amplitude bei beliebigem Winkel. 

Der Bericht von BLANK ,,Dispersionsrelationen fiir die Streuung von Nukleonen an 
Nukleonen“ war eine Betrachtung der Méglichkeit, Dispersionsrelationen fiir die Streu- 
ung von Protonen an Protonen und von Neutronen an Protonen zu erhalten. Man kommt 
zu genaherten Dispersionsrelationen fiir die Vorwartsstreuung. 

Jorre brachte in seinem Bericht ,, Dispersionsrelationen bei Photoerzeugung und Streu- 
ung von z-Mesonen an Nukleonen“ eine einfache und anschauliche Ableitung der Dis- 
persionsrelationen fiir die Bildung von a-Mesonen durch Photonen an Nukleonen. 
Analog erhalt man Dispersionsrelationen fiir die Streuung von z-Mesonen (darunter auch 
fiir von Null verschiedene Winkel). 

Der Bericht von LoGuNow und STEPANOW ,.Dispersionsgleichungen fiir die Photo- 
erzeugung von z-Mesonen an Nukleonen“ enthielt eine Betrachtung der Fragen der 
Photoerzeugung mit Hilfe der Methode von BocorjuBow. Mit dieser Methode erhalt 
man exakte Dispersionsrelationen. Unter der Annahme, daB der hauptsachliche Beitrag 
zur Photoerzeugung von den S- und P-Wellen geliefert wird, wurden genaherte Glei- 
chungen hergeleitet. Die erhaltenen Ergebnisse zeigen befriedigende Ubereinstimmung 
der entwickelten Theorie mit den experimentellen Daten. 
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Die lebhafte Erérterung der Berichte zeigte, daB es noch eine Reihe ungeklarter und 
strittiger Fragen im Zusammenhang mit den Dispersionsrelationen gibt. Diese beziehen 
sich besonders darauf, ob die Dispersionsrelationen erhalten bleiben, wenn bei kleinen 
Abstinden die Kausalitat verletzt wird. 
Die zweite Sitzung der theoretischen Sektion begann mit einem Bericht von PEIERLS 3 
(Birmingham, England) ,,In Birmingham durchgefiihrte Arbeiten auf dem Gebiet der. 
Theorie der bei hohen Energien auftretenden Erscheinungen.“ In diesem Bericht wurden 
lie Ergebnisse von Arbeiten itber die Benutzung der Methode der Funktionale bei der: 
exakten Lésung einfacher Probleme und der genaherten Lésung von Problemen dar- - 
gelegt, die mit der Wechselwirkung von x-Mesonen zusammenhangen. Es wurden auch | 
einige Resultate in Zusammenhang mit der Lésung der Bethe-Salpeter-Gleichung fiir : 
die Meson-Nukieon-Wechselwirkungen erhalten. 

GoRKOw und CHALATNIKOW widmeten ihren Bericht ,», Quantenelektrodynamik ge- -]) 
ladener Teilchen mit dem Spin Null‘ der Untersuchung der Elektrodynamik skalarer : 
Teilchen im Kemmer-Formalismus nach der Methode der ,,verschmierten‘’ Wechsel- . 
wirkung. Es wurde gezeigt, daB die elektrische Ladung in dieser Theorie im Grenzfall | 


lokaler Wechselwirkung gegen Null geht, unabhangig von der GréBe der Wechsel- 
wirkungskonstanten. 


L. B. Okun. 
Ubersetzt von J. Burmeister und C. Grote 
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Experimente zum Nadhweis der Nidhterhaltung der Paritit, 
Ladungskonjugation und Zeitumkehr bei den 
schhwachen Wedhselwirkungen 


Von H. SCHOPPER 


1. EKinleitung 


Die Grundlage unserer Physik sind die Erhaltungssitze fir Energie, Linear- 
impuls und Drehimpuls. Solange der Formalismus der Hamilton-Mechanik 
gilt, bedeuten diese Erhaltungssatze nichts anderes, als daB die Naturge- 
setze invariant gegentiber gewissen Transformationen sind. So entspricht der 
Invarianz gegentiber Zeit-Translationen (Verschiebung des Zeitnullpunktes) 
der Energie-, gegentiber Raum-Translationen der Impuls- und gegenitiber 
Drehungen der Drehimpulserhaltungssatz!). Gleichbedeutend damit ist die 
Aussage, daB die Gestalt der Gesetze, die wir aus den Naturvorgingen ab- 
leiten, unabhangig davon ist, welches raum-zeitliche Koordinatensystem 
man in einem speziellen Falle wahlt. 

Die bisher angefiihrten Transformationen gehoéren zur eigentlichen LORENTZ- 
Gruppe, d.h. sie lassen sich kontinuierlich aus der Einheitstransformation 
gewinnen. Aufer diesen gibt es aber noch die ,,Spiegelungen‘‘. Dazu gehéren 
die Spiegelung der Ortskoordinaten am Koordinatenursprung (Ubergang 
von r nach —t), die Zeitumkehr (Wbergang von ¢ nach —t)?) und die Ladungs- 
konjugation (Ubergang von einem Elementarteilchen zu seinem Antiteil- 
chen). Aus der Invarianz der Naturgesetze gegentiber diesen ,,Spiegelungen‘ 
ergeben sich keine Erhaltungssatze fiir den Bereich der klassischen Physik, 
wohl aber fiir die Quantenmechanik. Die Invarianz gegen Raumspiegelung 
z.B. hat zur Folge, daB die Wellenfunktion eines stationiren quanten- 
mechanischen Systems beim Ubergang von r zu —r entweder unverandert 
bleibt oder in ihr Negatives tibergeht. Der Paritiitsoperator P besitzt die 
Eigenwerte + 1 und —1. Bei allen bisher beobachteten Umwandlungen oder 
Zerfallen wurde die Paritait des Gesamtsystems stets erhalten und damit die 
Vorstellung bestatigt, daB die Wechselwirkung unabhingig davon ist, ob 
man ein rechts- oder linkshandiges Koordinatensystem beniitzt3). Ahnlich 


1) Die Erhaltung der elektrischen Ladung ist verkniipft mit den Kichtransformationen 
der elektromagnetischen Potentiale. 

2) Besser ist es von Bewegungsumkehr zu sprechen, da sich wohl die Richtung einer 
Geschwindigkeit nicht aber die der Zeit umkehren JaBt. 

3) Die Symmetrie der Wechselwirkung schlieBt jedoch nicht aus, da es unsymme- 
trische Objekte wie Korkenzieher oder Zuckermolekiile gibt; vgl. [1]. 
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wurde aus der Beobachtung, daB die gleichen Gesetze fiir Teilchen und Anti- 
teilchen gelten, geschlossen, da eine Grofe, die manchmal Ladungsparitat 
genannt wird, einem Erhaltungssatz genugt. Von einer ,,Zeitparitat“ 1aBt 
sich allerdings nicht sprechen, da der Operator fiir die Zeitumkehr anti- 
linear ist [4]. Ae : 
Ausgangspunkt fiir die neue Entwicklung bildete eine Merkwiirdigkeit beim 
Zerfall der K-Mesonen. Das 6-Meson, das in zwei z-Mesonen zerfallt, besitzt 
die gleiche Masse und Lebensdauer wie das t-Meson, das in drei z-Mesonen 
zerfallt, und sie werden stets im gleichen Verhaltnis erzeugt. Paritats- 
erhaltung wiirde jedoch gerade Paritiit fiir das 6-Meson und ungerade fur das 
t-Meson erfordern [2]. Zur Deutung dieses ,,6-t-Ritsels‘‘ gibt es zwei Méglich- 
keiten: entweder es existieren zwei K-Mesonen, die sich nur hinsichtlich der’ 
Paritat unterscheiden, sonst aber in allen Eigenschaften tibereinstimmen ; oder ' 
die Paritat wird beim Zerfall dieser Mesonen nicht erhalten. VeranlaBt durch | 
diese Widerspriiche mit bisherigen Vorstellungen untersuchten LEE und 
YANG [3], ob die Erhaltung der Paritét iberhaupt experimentell hinreichend 
gesichert ist. Sie fanden, daB dies wohl fiir die starken Wechselwirkungen | 
(Nukleon-Nukleon- und elektromagnetische Wechselwirkung) der Fall ist, , 
daB jedoch alle bisher durchgefiihrten Experimente bei den schwachen: 
Wechselwirkungen (f-Zerfall, Mesonenzerfalle) tiber die Paritatserhaltung; 
keine Aussagen erlauben. Sie konnten jedoch vier Experimente vorschlagen, , 
die eine Priifung der Paritatserhaltung méglich machen. Diese sind dadurch 
gekennzeichnet, daB das Produkt aus einem Vektor und einem axialen Vektor 
beobachtet wird. Da ein solches Produkt einen Schraubensinn definiert: 
(es indert sein Vorzeichen beim Ubergang von r zu —+t), ist ein Effekt nur 
dann zu erwarten, wenn die Paritat nicht erhalten wird. Wie in diesem Bericht: 
gezeigt werden soll, ergaben alle Experimente einen positiven Effekt. 

DaB enge Beziehungen zwischen Paritait P, Ladungskonjugation C und Zeit- 
umkehr 7' bestehen, kommt im sogenannten PCT-Theorem!) zum Ausdruck. 
LUDERs [4], PAULI [5] und BELL [6] konnten zeigen, daB eine weite Klasse: 
von Hamiltonfunktionen gegeniiber PCT invariant ist, solange Invarianz 
gegentiber eigentlichen Lorentz-Transformationen vorausgesetzt werden 
kann. Aus diesem Theorem folgt aber unmittelbar, dafS auBer der Paritat 
mindestens eine der beiden anderen GréBen auch nicht erhalten werden 
kann [7, 8]. Die Frage, ob auch die Invarianz gegeniiber C oder T odert 
gegen beide nicht gilt, ist eng verknipft mit derjenigen nach der Art der 
b-Wechseiwirkung. 

Die Forderung nach relativistischer Invarianz lat insgesamt fiinf Arten 
von Wechselwirkungen zu, die man nach den Transformationseigenschaften 
der Faktoren, aus denen sie zusammengesetzt sind, die skalare, vektorielle, 
tensorielle, axial-vektorielle und pseudoskalare nennt [9]. Von vornherein 
ist nicht bekannt, welche von diesen Wechselwirkungen in der Natur reali- 
siert sind und, falls mehrere vorhanden sind, in welchem Verhdltnis sie zu- 
einander stehen. Man mu8 daher fiinf universell giiltige Kopplungskonstan- 
ten C; (« =S,V, 7, A, P) einfiihren, im Gegensatz etwa zum Elektro- 
magnetismus, wo man mit einer Elementarladung bzw. mit der daraus ab- 


1) Kine experimentelle Priifung des PCT'-Theorems wurde von STApP [91| vorgeschlagen, 
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geleiteten Feinstrukturkonstante auskommt. Die GréBe dieser Kopplungs- 
konstanten kann nur experimentell bestimmt werden. 

Die Nichterhaltung der Paritat erfordert, da8 jede der fiinf Wechselwirkungen 
aus zwei Summanden besteht, die sich hinsichtlich des Ubergangs von r 
nach —r verschieden verhalten. Da die relative GréBe dieser beiden Anteile 
von vornherein nicht angebbar ist, miissen weitere Kopplungskonstanten C; 
eingefihrt werden und man erhiilt fiir die gesamte Wechselwirkung 
(OH; + Hi) mit 3" |C;)? + | Ci)? = 1. 


v 


Invarianz gegen P, C oder T hat fiir die C; und C; einschrinkende Bedin- 
gungen zur Folge. Bei Invarianz gegen P ist C; = 0, C; + 0 oder umgekehrt. 
Die Paritatsverletzung ist am staérksten, wenn |O;| = |C;|. Invarianz gegen 


_ Zeitumkehr hat zur Folge, da8 alle C; und C; reell oder rein imaginar sein 


miissen. Invarianz gegen Ladungskonjugation bewirkt, dafB die C; reell 
und die C; imaginar sind oder umgekehrt [7]. Andererseits ]aBt sich aus den 
experimentell bestimmten Kopplungskonstanten ablesen, welche Invarianzen 
nicht erfillt sind. Die bisher durchgefiihrten Experimente zeigen eindeutig 
und ibereinstimmend, da auBer der Paritaét auch die Ladungskonjugation 
nicht erhalten wird. Uber die Invarianz gegeniiber Zeitumkehr kann bisher 
keine Aussage gemacht werden. Das noch schwierigere Problem, alle zehn 
Kopplungskonstanten (insgesamt 20 Zahlen) zu bestimmen, ist von einer 
Lésung noch weit entfernt, obwohl einige Aussagen bereits gewonnen wurden 


 (vgl. Abschn. 7). 


Die hier mitgeteilten Ergebnisse theoretischer Untersuchungen sollen nur 
dazu dienen, ein besseres Verstandnis der im folgenden beschriebenen Experi- 
mente zu ermOglichen, im tibrigen muB auf eingehendere theoretische Dar- 
stellungen verwiesen werden [10]. 


2. Anisotrope Elektronenemission beim $-Zerfall ausgerichteter Kerne 


LEE und YANG [3] zeigten, daB zur Beobachtung eines von der Nichter- 
haltung der Paritét abhangigen Effektes eine solche Versuchsanordnung 
erforderlich ist, bei der aus den beobachteten GréBen eine mit ,,ungerader 


- Paritét‘’ (Pseudoskalar) konstruiert werden kann. Dies ist allerdings nur 


eine notwendige, aber keine hinreichende Forderung, da der Koeffizient 
dieser GréBe zufallig verschwinden kann. Die bisher durchgefiihrten Experi- 
mente (Form des §-Spektrums, S—y-Winkelkorrelation, Elektron — Neutrino- 
Winkelkorrelation)*) erfiillen diese Forderung nicht. 

Beobachtet man aber die Richtungsverteilung von Elektronen, die von aus- 
gerichteten Kernen ausgesandt werden, dann lat sich aus Elektronenimpuls 


=> > ; > 
p, und Kernspin J der Pseudoskalar (p,2) bilden (p, ist ein Vektor, J ein 


axialer Vektor] 5 


1) Man konnte hierbei den Pseudoskalar (p;- p, * py) bilden. Wegen der Komplanaritat 
der Impulse von RiickstoBkern, Elektron und Neutrino ist diese GroBe aber stets Null. 
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Findet man, daB die Zahl der in Richtung des Kernspins emittierten Elektr 
nen verschieden ist von der entgegengesetzt dazu ausgesandten, dann ist di 
Paritaét nicht erhalten’). | 
Das erste Experiment, das die Nichterhaltung der Paritat zeigte, war vo» 
dieser Art und wurde von Wu u. M. [//] im Januar 1957 ausgefihrt. Dig 
experimentelle Anordnung zeigt Bild 1. Auf der Oberflache eines Einkristall 
aus Cer-Magnesium-Nitrat lie man eine diinne Kristallschicht aufwachsen 
der Co” zugesetzt wurde. Dadurch wurde Streuung und Absorption deg 


' 
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Bild 1. Apparatur zur Messung der Bild 2. Die §- und y-Anisotropie fiir Co*® als Funktion der Ze@ 


2 


Anisotropie bei der Elektro- nach der Entmagnetisierung. Die Pfeile im unteren Te 
nenemission  ausgerichteter des Bildes geben die Richtung des 4uBeren Magnetfeld: 
Kerne[/1]. aund b: y-Ziihler an, das zur Ausrichtung der Kerne dient [//]. 


f-Teilchen im Kristall weitgehend vermieden. Durch adiabatische Em 
magnetisierung wurde der Kristall auf tiefe Temperatur gebracht (etwi 
0,01° K) und durch Anlegen eines iuBeren schwachen Magnetfeldes zunachs 
die Elektronen im Kristall teilweise ausgerichtet. Die von den Elektrone 


1) Zunachst erscheint es nicht verwunderlich, daB die Zahl der Elektronen die parall 
oder antiparallel zum Spin emittiert werden, verschieden ist. Es wird jedoch oft ves 
gessen, daB der Spin ein axialer Vektor, d.h. genauer ein orientiertes Flachenstiick is| 
Die Zuordnung der Flachennormale enthalt eine willkiirliche Definition ihrer Richtu 
Beriicksichtigt man dies, so sollten aus Symmetriegriinden gleichviel Elektronen vo: 
Flachenstiick nach oben und nach unten ausgesendet werden. 


~ 
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am Kernort erzeugten Felder fiihren schlieBlich zu einer Polarisation der 
Kerne (Rose-Gorter-Methode). Der Grad der Ausrichtung la8t sich am 
genauesten durch Beobachtung der Anisotropie') der bei Co® im AnschluB 
an den f-Zerfall ausgesandten y-Strahlen bestimmen. Zu diesem Zweck 


werden zwei Szintillationszihler verwendet, von denen sich der eine in der 


Aquatorebene (a in Bild 1), der andere in Polniihe (b) befindet. Die Zihl- 
raten in diesen beiden Zihlern sind im oberen Teil von Bild 2 als Funktion 
der Zeit nach der Entmagnetisierung dargestellt. Kurz nach der Abkthlung 
ist eine starke Anisotropie vorhanden, die einer Polarisation der Kerne von 
etwa 60% entspricht. Nach etwa 8 Min. ist die Temperatur so weit angestiegen, 
daB die Ausrichtung der Kerne durch die thermische Bewegung vollstandig 
zerst6rt wird. 


Die beim f-Zerfall nach oben ausgesandten Elektronen werden durch einen 
weiteren Szintillationszahler nachgewiesen, dessen Kristall sich im Inneren 
der Vakuumapparatur befand, so daB eine Streuung der Elektronen an 
GefaBwinden weitgehend vermieden wird. Um die Zahl der Elektronen zu 
messen, die parallel oder antiparallel zur Polarisationsrichtung der Kerne 
ausgesandt werden, kénnte man die Ausrichtung unverindert lassen und den 
B-Zahler herumschwenken. Da dies im Innern des Kryostaten nicht modglich 
ist, Bt man den f-Zahler unveradndert und kehrt die Ausrichtung der Co- 
Kerne durch Umpolen des auBeren Magnetfeldes um. Dies hat den Nachteil, 
da durch Einfliisse des magnetischen Streufeldes auf den Photovervielfacher 
des f-Zahlers eine Anisotropie vorgetauscht werden kann. Durch einen langen 
Lichtleiter wurde aber der Abstand zwischen Magnetfeld und Vervielfacher 
so groB gemacht, daB dieser StéreinfluB praktisch vollstandig ausgeschaltet 
wirde, wie durch Kontrollmessungen sichergestellt wurde. 

Die f-Zahlrate bei Ausrichtung der Kerne in zwei zueinander entgegen- 
gesetzten Richtungen zeigt der untere Teil von Bild 2. Zu einer Zeit, zu der 
die Kerne ausgerichtet sind, wird eine groBe Anisotropie gefunden. DaB sie 
tatsichlich mit der Ausrichtung der Kerne verkniipft ist, zeigt sich daran, 
da®B sie in der gleichen Zeit abklingt, wie die y-Anisotropie. Die Existenz 
dieser Anisotropie der f-Emission beweist eindeutig die Verletzung der 
Invarianz gegeniiber Spiegelungen. 

Aus der Gré Be der Anisotropie lassen sich weitere Schliisse ziehen. Am tiber- 
sichtlichsten sind die Verhaltnisse bei erlaubten B-Ubergiingen (der f-Zerfall 
von Co gehért dazu), die sich auf Grund von Auswahlregeln in drei Gruppen 
einteilen lassen: 1. Ubergiinge, bei denen sich der Kernspin um 1 andert 
(AI = +1). Zu solchen Ubergingen kénnen nur die tensorielle und die 
axial vektorielle Wechselwirkung, die man als Gamov-Teller-Wechselwir- 
kungen (@7) bezeichnet, beitragen. 2. Ubergiinge zwischen zwei Kernniveaus, 
die beide den Kernspin 0 besitzen (0-0-Uberginge). Solche Zerfalle konnen 
nur durch die skalare und vektorielle Wechselwirkung, die man als Fermi- 
Wechselwirkungen F bezeichnet, hervorgerufen werden. 3. Uberginge, bei 


1) Diese steht nicht im Widerspruch zur Paritatserhaltung, da die Winkelverteilung 


symmetrisch zur Aquatorebene ist und daher zusammen mit dem Kernspin kein 


Schraubensinn erzeugt wird. 
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denen sich der Kernspin nicht andert (AJ = 0). In diesem Fall kénnen alle 
vier Wechselwirkungen beitragen’). | 
LEE und YANG [3] zeigten, da8 fiir einen reinen GT-Ubergang eine Aniso-} 
tropie zu erwarten ist, fiir einen reinen F-Ubergang dagegen nicht. Bei ge-} 
mischten Ubergangen sind die Verhaltnisse komplizierter (vgl. Abschn. 7)) 
Aus diesem Grunde wurden die ersten Experimente an Co® ausgefihrt, da be? 
diesem f-Zerfall der Kernspin von 5 auf 4 abnimmt, es sich also um einen 
reinen G'7'-Ubergang handelt. 

Fir die Wahrscheinlichkeit, daB ein Elektron unter dem Winkel 6 gege 
tiber der Richtung der Kernspins ausgesendet wird, gilt [3] (vgl. auch [9 


} 
} 
| 
! 
} 


=a) 


i 

| 
4 
| 


I den Kernspin vor dem f-Zerfall bedeuten. <J,> gibt den Grad der Aus: 
richtung der Kerne an. Die Anisotropiekonstante A ist fir einen G7'-Uber 
gang mit AJ = —1 [3] 


yf ik Re (CpO# —C4Ch) + (aZ/pe) Sm (CyCT + C's Ch) 
te [Cr]? + [Cr]? + (Ca)? + |C|? 


Dabei ist a die Feinstrukturkonstante, Z die Ordnungszahl und p, der Elek; 
tronenimpuls in Einheiten von mc. Das positive Vorzeichen gilt fiir Elek: 
tronen-, das negative fiir Positronen-Emission?). 
Aus dem oben beschriebenen Experiment la8t sich fiir A die obere Grenze 
As —0,7 angeben. Mit Hilfe des zweiten Terms im Zahler von A ]aBt sick 
wegen aZ/p, ~ 0,3 der experimentelle Wert nicht erhalten. Der Effekt muf 
daher im wesentlichen vom ersten Term herriihren. Dieser ist aber nur danr 
vorhanden, wenn aufer der Parititserhaltung (CO; -- 0) auch die Invarian: 
gegeniiber der Ladungskonjugation (C; und ©; besitzen beide nicht ver 
schwindende Realteile, vgl. Einleitung) nicht gilt. Der zweite Term ist nu 
dann vorhanden, wenn aufer der Paritiit auch die Zeitumkehr (0,, C; komif 
plex) nicht erhalten ist. Grundsatzlich lieBe sich diese experimentell priifend) 
wenn man A als Funktion des Elektronenimpulses messen wiirde, da de 
zweite Term p, enthilt, der erste dagegen nicht. Da jedoch @Z klein ist unaf 
auBerdem aus NeutrinoriickstoBversuchen an He’ (|C4|? + | 0% |?)/(| Cp| 
+ |O'r|*) S 0,2 [12] folgt, ist der EinfluB des zweiten Terms so gering, daB ef 
bei der derzeit erreichbaren MeBgenauigkeit nicht nachgewiesen oder mi 

Sicherheit ausgeschlossen werden kann (Bild 3) [13]. 
Zusammenfassend ]aBt sich feststellen, daB der positive Ausgang des Vert 
suches an Co zeigt, daB die Invarianz gegeniiber Raumspiegelung una 
Ladungskonjugation beim f-Zerfall nicht erfillt ist. Uber die Invarian:l 
gegentiber Zeitumkehr lassen sich bisher keine Aussagen machen. | 


(24 


*) Die pseudoskalare Wechselwirkung tritt nur bei einfach verbotenen Ubergangen aul 
*) Die sogenannten Fierz-Interferenzterme Re (CpC% + CrC 4%) wurden dabei ver 


nachlassigt, da man aus der Form des 6-Spektrums entnehmen kann, daB sie sehr klei:i 
sind, 


t 
ft 
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Nimmt man an, daB die Zeitumkehr nicht verletzt ist (C;, C; reell), dann 
erhalt man aus dem Wert fiir A (vgl. auch Abschn. 4) die Abschatzung 
Cp —Cy und Cy~ O04 ~ 0 oder Cy + +04. DaB Cp absolut genommen 
etwa gleich Cp ist, bedeutet, daB die gréBte im Rahmen der heute tiblichen 
Feldtheorien mégliche Parititsverletzung vorliegt. 

Inzwischen wurde auch die Richtungsverteilung der Positronen, die von 
ausgerichteten Co®’-Kernen ausgesendet werden, untersucht [73], [14]. Auch 
hierbei wurde ein Effekt gefunden. Da es sich jedoch um einen AJ = 0-Uber- 
gang handelt, ist die Diskussion komplizierter (vgl. Abschn. 7). 

Ein Nachteil des hier beschriebenen Experimentes besteht darin, da nur 
wenige Nuklide sich bei tiefen Temperaturen ausrichten lassen. Eine andere 
Méglichkeit Kerne zu polarisieren, bietet die Methode des_,,optischen 
Pumpens“ [75]. Bisher wurde jedoch kein erfogreicher Versuch bekannt. 
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Bild 3. Der Asymmetriekoeffizient A(v/c) fiir die Elektronenemission des Co® als Funktion der Impulshéhe 
im #-Zahler (rechter Teil) und der Elektronengeschwindigkeit (linker Teil) [13]. 


Burcy u. M. [1/6] erzeugten polarisierte Li§-Kerne durch Einfang 
polarisierter Neutronen durch Li’-Kerne. Wahrend der Lebensdauer des 
Li’ (~1 sec) bleibt die Ausrichtung in genigendem MaBe erhalten, so daB eine 
Asymmetrie der f-Emission von 0,04 + 0,01 beobachtet werden konnte. 

Auch beim f-Zerfall polarisierter Neutronen konnte eine Asymmetrie 
beobachtet werden (A = —0,37 + 0,11) [75]. Da der Neutronenzerfall 
jedoch ein gemischter Ubergang ist, wird die Diskussion kompliziert (vgl. 


Abschn. 7). 


3. Anisotrope Elektronenemission beim 2 — u — e-Zerfall 


Eine weitere Vorhersage von LEE und YANG [3] bezog sich auf die Zerfalle 
z>u+vundu—-e-+yv-+yr. Wenn beim Zerfall des z-Mesons die Paritat 
nicht erhalten ist, dann sollte das dabei entstehende u-Meson polarisiert sein, 
und zwar mit seinem Spin parallel oder antiparallel zu seiner Flugrichtung. 
Ist auch beim y-Zerfall die Paritat verletzt, dann ist eine anisotrope Elektro- 
nenverteilung zu erwarten. Diese entspricht dem im vorhergehenden Ab- 
schnitt beschriebenen Experiment am Co, nur daB dort die Kerne bei 
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tiefen Temperaturen durch ein Magnetfeld ausgerichtet wurden, wahrend | 
die Polarisation der u-Mesonen durch die Paritatsverletzung beim a-Zerfall | 
erzeugt wird. " . ‘ Hl 
GARWIN, LEDERMANN und WEINRICH [J7] fiihrten dieses Experiment 1) 
zum erstenmal aus, wobei sie die Teilchen elektronisch nachwiesen. | 
Die im Zyklotron erzeugten 2-Mesonen wurden im Streufeld des Magneten | 
um 120° und durch ein weiteres magnetisches Fokussierungsfeld um —30° | 
abgelenkt. Wiahrend ihres Fluges zerfallen sie zum Teil in ~-Mesonen (der 
Strahl enthielt schlieBlich etwa 10% u-Mesonen). Die magnetischen Ablenk- 
felder und Blenden sind so eingerichtet, dai praktisch nur die in Vorwarts- 
richtung (im Ruhesystem der z-Mesonen) ausgesendeten #-Mesonen, die die 
gleiche Energie wie die a-Mesonen 
H+ -Strahl besitzen, im Strahl bleiben. Nur in 
85 Mev diesem Fall ist eine mittlere Ausrich- 
tung der u-Mesonen zu erwarten, da die 
nach rickwarts ausgesandten in der 
resem < 7 entgegengesetzten Richtung polarisiert 

wird. 
Der aus z- und w-Mesonen bestehende 
Strahl tritt schlieBlich in die in Bild 4 
dargestellte Apparatur ein. Da die 
z-Mesonen bei gleicher Energie eine 
geringere Reichweite besitzen als die 


SST 


SS | u-Mesonen, lassen sie sich durch einen 
“x reeceeeses | Kohlenstoffabsorber geeigneter Dicke 
by sammnaan—~ $i 2 : aus dem Strahl entfernen. Die s«-Me- 
re i i Strom fiir sonen dagegen durchsetzen ihn und 
re \Prazessions- treffen auf ein Target, in dem sie ab- 

i 9 | puted : cia ee: 
BIDS Klee ee Target gebremst werden und schlieBlich zur 
eae Ruhe kommen. Nach einer gewissen 

magnet. Abschirmung 


Zeit (Halbwertszeit 22,2 4 sec) senden 
Bild 4. Apparatur zur Messung der Anisotropie yie ein Elektron aus. Unter der Vor- 
a ae ee os Ban aussetzung, daB wihrend der Abbrem- 
sung und der Verweilzeit in Ruhe keine 
Depolarisation erfolgt, ist bei der Elektronenemission eine Vorwirts-Riick- 
warts-Anisotropie zu erwarten. Der Nachweis der Elektronen erfolgte mit 
einem Zihler-Teleskop (3, 4 in Bild 4). Zwischen den beiden Szintillations- 
zihlern befindet sich ein Absorber. Verandert man seine Dicke, dann ist 
dadurch eine Energiediskriminierung der gezihlten Elektronen méglich. 
Anstatt den Elektronenzihler herumzuschwenken, gingen die Verfasser 
folgendermaBen vor. Um das Target wurde eine Spule herumgelegt, durch 
die ein in seiner Starke veranderliches homogenes Magnetfeld erzeugt wird. 
Da die 4-Mesonen ein magnetisches Moment besitzen, beginnen sie in diesem | 
Magnetfeld zu prazedieren. Dabei drehen sie gewissermafen die Winkel-— 


verteilung der Elektronen mit sich herum und am Elektronenzahler vorbei. | 


Um einen definierten Prazessionswinkel zu erhalten, muB allerdings die 
Prazisionszeit bekannt sein. Sie wurde dadurch festgelegt, daB der Eintritt || 
eines -Mesons in das Magnetfeld durch das Zahlerteleskop 1—2 festgestellt und | 


ausmessen. 


Minimum ~ 2/1) beweist, daB 
auch beim 2* > u* > e*-Zerfall 
die Paritaét und, wie eine Uber- 
legung analog der beim Co®- 


wurde ein Resonanzexperiment 
» durchgefiihrt und der Prazisions- 
+ wert g = 2,0064 + 0,0048 er- 
» halten [78]. 

’ Anstatt die Verweilzeit der p-Me- 
- sonen im Magnetfeld konstant zu 


+ tem Feld arbeiten und verschiedene 
bietet den Vorteil, daB man mit 


nach Eintreffen des u-Mesons ausge 
lat sich dann einfach durch Veran 


In Bild 5 ist das Ergebnis einer solche 
Kohlenstofftarget (Graphit) dargestellt. 


) halten und die Feldstarke zu veran 
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nur solche Elektronen im Teleskop 3—4 gezihlt wurden, die 0,75—2,0 wu sec 
sendet wurden. Die Winkelverteilung 
dern des Stromes in der Magnetspule 


n Messung fiir w*-Mesonen und ein 
Die groBe Asymmetric (Maximum/ 


Experiment zeigt, auch die ve 

Ladungskonjugationnichterhal- = 8 

ten ist. £ toe 

Bei diesem Experiment konnte ss” 

als Nebenergebnis der bisher “IN” 

unbekannte g-Faktor fir das Q7 

p-Meson bestimmt werden. Der Se page gai Pod va 20e 480 pera SOA 

Prazessionswinkel ist gleich 7 Strom fiir Prazessionsfeld ; : 

gHt/ h, wo H die Feldstarke und Bild 5. Die Anisotropie der Positronenverteilung beim 

t die Verweilzeit bedeuten. Aus Zerfall der pi*-Mesonen [17]. Die Zahlrate ist als 

Bild 5 1a Bt sich dasjenige A H Funktion des Stromes aufgetragen, der das die 
2 é Prazession der “-Mesonen verursachende Magnet- 

entnehmen, das notwendig ist, feld erzeutt. 

um das yz-Meson einmal herum- 

zudrehen. Mit Hilfe des bekann- 300 

tent ergab sich g = + 2,00-+0,10. 250 

Das u-Meson verhalt sich also wie ST 

ein normales Dirac-Teilchen. Die- 200 % 

ser gliickliche Umstand machte Sas0 

das Experiment tiberhaupt erst “3 x*-u+-e+-Asymmetrie in Emulsionen 

poeich, i aap ae bo as -—--berechnet fiir 1+ax mit 2=—0,1744 0,038 

der Spin des uu-Mesons bei der sf ca 

Ablenkung in den verschiedenen 

Magnetfeldern parallel (baw. STS LE ae + ae eal ik Pea aTReT 

antiparallel) zum Impuls bleibt. x=C0SO 

In einer verbesserten Anordnung Bild 6. Die Anisotropie der Positronenverteilung beim 


Zerfall von w-Mesonen in Kernemulsionen [22]. 
Die Zah! der gefundenen Ereignisse ist als Funktion 
von cos 0 aufgetragen. @ ist der Winkel zwischen 
der Richtung des “-Mesons unmittelbar nach seiner 
Entstehung beim 2-Zerfall und der Richtung des 
Positrons. Die gestrichelte Gerade entspricht der 
Gleichung W(0) = 1 — (0,174 + 0,038) cos 6. 


dern; kann man umgekehrt auch beikonstan- 
Verweilzeiten benutzen. Dieses Vorgehen 


Hilfe eines Vielkanaldiskriminators ver- 


schiedene Verweilzeiten gleichzeitig messen kann. Solche Versuche wurden 
von SWANSON u. M. [19] und CASSELS u. M. [20] ausgefihrt und auch hierbei 
die Vorwiarts-Riickwarts-Asymmetrie beobachtet. 
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Etwa gleichzeitig mit den ersten elektronischen Messungen wurden Bed 
obachtungen von FRIEDMAN und TELEGDI [21], [22] bekannt, bei denen deq 
a — mw — e-Zerfall in Kernemulsionen beobachtet wurde. Ein wesentliches 
Unterschied gegeniiber den elektronischen Messungen besteht. darin, dat} 
hierbei die ~-Mesonen von z-Mesonen ausgesandt werden, die sich in Ruhe } 
befinden. Das Ergebnis solcher Messungen zeigt Bild 6. Auch hier wurde di if 
Asymmetrie gefunden. Ein Vorteil dieser Methode besteht darin, dab alle 
Elektronenenergien mit praktisch gleicher Wahrscheinlichkeit nachgewiesen} 
werden, wahrend die Energieabhingigkeit der Nachweiswahrscheinlichkei- 
der elektronischen Zahler nur sehall 
schwierig zu bestimmen ist. Ande 
rerseits wurden in den Emulsionen 
kleinere Anisotropien gefunden} 
was offenbar durch eine Depolarii 
sation der “-Mesonen in der Emullf 
sion bedingt ist (siehe unten). Def 
die Durchmusterung der Emuli) 
sionen sehr miihsam und zeitrau.ff 


200 


rw bend ist, kann im allgemeinen nur 
XN eine maBige statistische Genauig4 
= : keit erreicht werden. Die Ergebnisse 
* % ~-e -Asymmetrie verschiedener Gruppen zeigen ent- 
700 in Tssigem le sprechende Abweichungen. Eine 
berechnet fir zusammenfassende Auswertung 


1+ax mit a= -0,25+0,045 wurde von WILKINSON [23] (dort 
auch Literaturzitate) durchgefihrt_ 
Kine vollstandige Beobachtung der} 
a—u—e-Zerfallskette ist auch inh 
Blaischenkammern méglich. Mes- 

Ps = Y . . . w : , 

: a5 e 7 ie sungen mit einer mit fliissigemul 
x=C0SO ‘ - 

; . : } ’ Wasserstoff gefiillten Kammer wur-} 
Bild 7. Die Anisotropie der Positronenverteilung beim . 
Zerfall von «-Mesonen in fliissigem Wasserstof den von ABASHIANU. M. [24] durch-§ 


[24] 0 ie La in tee . par Bk ausge-  gefiihrt. Das Ergebnis ist in Bild 7 
zogene Gerade en spric er eichung _ oo . oe 
W = 1 — (0,25 + 0,048) cos6. dargestellt. Die GréBe der Asym-: 


metrie stimmt etwa mit der von4 
GARWIN u. M. [17] in Kohlenstoff gefundenen (vgl. Bild 5) tiberein, 


Die theoretische Diskussion des x—u—e-Zerfalls ist kompliziert und soll hier 
nur kurz angedeutet werden. Fiir cine bestimmte Elektronenenergie erhalt} 
man fiir die Winkelverteilung den Ausdruck [25], [26], [95] : 

dW (0)dx = 2x7[(3 — 22) + €(1 — 22) cos 0] dz, (3) \ 
wobei # den Elektronenimpuls geteilt durch den maximalen Impuls und 6)] 
den Winkel zwischen Elektronenimpuls und Spin des 4-Mesons bedeutet.. 
E ist eine Konstante zwischen —1 und +1. Ihre GréBe haingt von der Art ders 


beteiligten Wechselwirkungen und der Starke der Paritiitsverletzung ab. 
Integriert man iiber alle Elektronenenergien, dann erhilt man 


W(0) =1—acos0, mit aoe i (4) ) 
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Die experimentelle Bestimmung von a und damit des letzten Endes inter- 
essierenden Parameters & ist aus folgenden Griinden auBerst schwierig: 
Schon in den ersten Experimenten [/7] wurde festgestellt, daB in manchen 
Substanzen (Graphit, Metalle) eine groBe Asymmetrie, in anderen dagegen 
(Emulsionen) nur eine kleine beobachtet wird. Offenbar wird die Ausrichtung 
der u-Mesonen entweder bei ihrer Abbremsung oder wahrend der anschlieBen- 
den Verweilzeit im Magnetfeld teilweise zerstért. Dies schien zunachst nicht 
verwunderlich, da positive u-Mesonen ein Elektron einfangen kénnen und 
dann ein dem Wasserstoffatom ahnliches System, ein Miionium-Atom bilden. 
Da dieses ein groBes magnetisches Moment besitzt, gentigen schon kleine 
Magnetfelder, um die Ausrichtung durch Prazession, die etwa 100mal schnel- 
ler als die des freien u-Mesons erfolgt [22], zu zerstéren. Deshalb wurde bei 
den ersten Experimenten eine gute magnetische Abschirmung um die Emul- 
sionen beniitzt. Es zeigte sich jedoch bald, daB die Anisotropie gegen Magnet- 
felder verhaltnismaBig unempfindlich ist. AuBerdem konnte die Prizession 
des Miioniums, die sich als Welligkeit der Kurve in Bild 5 tiberlagern miBte, 
nicht gefunden werden [20], [27]. Weiterhin fand man, daf die Depolarisation 
nicht davon abhingt, wie lange das u-Meson sich im Magnetfeld befindet 
[17], [20], [28]. Auch Temperaturanderungen zwischen der Temperatur der 
fliissigen Luft und Zimmertemperatur zeigten keinen EinfluB auf die Depo- 
larisation [17], [18], [27]. Andererseits zeigen Rechnungen, da8 die Depolari- 
sation wahrend der Abbremsung nur sehr klein sein sollte [29]. Die Ursache 
fiir die Depolarisation ist daher noch unbekannt. Sie hangt jedoch eng mit 
der Struktur des abbremsenden Mediums zusammen und ist um so groB8er, 
je komplizierter es aufgebaut ist. (GroBe Asymmetrie in Graphit, fliissigem 
Wasserstoff, kleine z. B. in Emulsionen)?*). 


Nach diesen Ausfiihrungen scheint es am giinstigsten zu sein, die GréBe von 
a aus den elektronischen Messungen an Graphit zu bestimmen. Leider treten 
dabei neue Schwierigkeiten auf: Die u-Mesonen werden von z-Mesonen im 
Flug emittiert. Durch die relativistische Transformation auf das Ruhesystem 
tritt eine ,,Depolarisation’ auf [22]. Die strahlbegrenzenden Blenden und 
Ablenkfelder gestatten es weiterhin nicht, nur die genau nach vorwarts 
ausgesandten -Mesonen auszusondern. Der tatsachliche Polarisationsgrad 
ist daher nicht genau bekannt. SchlieBlich ist das Winkelauflésungsvermogen 
der Zahler schlecht und die Energieabhingigkeit der Nachweiswahrschein- 
lichkeit ungenau bekannt Da diese Nachteile bei dem Plattenexperiment 
vermieden werden, versuchte WILKINSON [23] die Vorteile beider Methoden 
zu kombinieren. Aus den elektronischen Versuchen kann das Verhaltnis der 
Depolarisation in Graphit und in Emulsionen bestimmt werden. Daraus 
1ABt sich aus dem durch die Beobachtung der ganzen Zerfallskette in Emul- 
sionen gefundenen Wert fiir a ein ,,wahrer Wert‘ berechnen, unter der An- 
nahme, da® in Graphit praktisch keine Depolarisation auftritt. Man erhalt 
so den Wert a = +0,287 + 0,039 und daraus & = 0,87 + 0,12. Also ist auch 
hier die Paritatsverletzung nahezu maximal (£ = 1). 


1) Untersuchungen an verdinnten Emulsionen [30] zeigten, daB die Depolarisation 
nicht in der Gelatine, sondern in der Halogenphase erfolgt. 
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GemaB Formel (3) sollte die Asymmetrie eine starke Abhangigkeit von der 
Elektronenenergie zeigen und sogar ihr Vorzeichen umkehren. Mehrer 
Messungen scheinen dies zu bestatigen [28], [27], [37]. | 
Die bisher diskutierten Versuche wurden mit positiven z-Mesonen ausgefihrt. 
Auch beim 2--u--e--Zerfall wurde ein Effekt gefunden, jedoch ist er mehr als 
10mal kleiner. Der Grund ist leicht verstindlich. Die negativen u~-Mesone 
werden in den Atomhiillen eingefangen und bilden Mesonen-Atome. Wahren 
sie von den auBeren Bahnen auf weiter innen gelegene springen, erfahren si 
Spinumklappungen, die zu einer Depolarisation fihren. Die dabei ausge- 
sandten Réntgenstrahlen miissen wegen der Erhaltung des Drehimpulse 
zirkular polarisiert sein. 


4. Polarisation der Kerne nach einem 8-Zerfall 


(Korrelation zwischen Richtung des 8-Teilchens und der zirkularen Polari- 
sation eines folgenden y- Quants) 


LEE und YANG [3] schlugen ein drittes Experiment zur Priifung der Paritiats- 
erhaltung vor, das gewissermaen die Umkehr des ersten Experimentes 
(anisotrope Elektronenemission ausgerichteter Kerner) darstellt. Beobachtet 
man die Aussendung eines Elektrons in einer bestimmten Richtung, dann 
ist zu erwarten, daB der Kern nach dem f-Zerfall eine Ausrichtung beziiglich 
dieser Emissionsrichtung besitzt. Zum Nachweis dieser Ausrichtung kann 
der Umstand benutzt werden, da8 polarisierte Kerne parallel oder anti- 
parallel zu ihrer Ausrichtung zirkular polarisierte y-Strahlen aussenden. 
Voraussetzung ist jedoch, daB das y- Quant innerhalb eines so kurzen Zeit- 
raumes ausgesandt wird, daB die Ausrichtung der Kerne inzwischen nicht 
durch aéuBere oder Kristallfelder zerstért wird (meist gentigen Lebensdauern 
kleiner als 10-!sec). Dieses Experiment wurde erstmalig von SCHOPPER [32]| 
ausgefihrt. 

Zum Nachweis der zirkularen Polarisation der y- Quanten dient die Compton-. 
Streuung an ausgerichteten Elektronen. Der differentielle Streuquerschnitt 
setzt sich in diesem Falle aus zwei Anteilen zusammen do, + fPdop, wo. 


vergleichbar ist mit dop, nur kleine Anderungen der Streuintensitat beim. 
Umpolen des magnetisierten Eisens zu erwarten hat. 
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dop/do, besitzt ein Maximum bei Vorwartsstreuung (bei 1 MeV Quanten- 
energie etwa bei 55° Streuwinkel) 1) (vgl. [33]) und wenn der Winkel zwischen 
der Richtung des einfallenden y-Quants und dem Elektronenspin etwa 
25—30° betriigt®) [36]. Es wurde daher die in Bild 8 dargestellte Anordnung 
benutzt. Die f-Teilchen werden in dem Szintillationszahler J (dinner or- 
ganischer Kristall, um die y-Empfindlichkeit niedrig zu halten) nachgewiesen. 
Die y- Quanten werden an der inneren Seite des Eisenzylinders M, der durch 
die Spule S magnetisiert wird, gestreut. Der MagnetfluB wird durch einen 
zweiten auBeren Eisenzylinder und Frontplatten geschlossen. Die Quanten 
werden im Szintillationszibler 2 nachgewiesen. Die direkte Strahlung wird 
durch einen Bleiabsorber abgeschirmt. Es werden p—y-Koinzidenzen fiir 
entgegengesetzte Magnetisierungen gemessen. Um kleine Anderungen der 
Nachweiswahrscheinlichkeit auszu- 


gleichen, wurde die KoinzidenzzahlN k [pee ane eee 
jeweils durch die Zahl der Einzelzih- \ZZZiZAA 
lungen im f- und y-Zahler Nz bzw. N, pA as SE 5c 


geteilt R = N,/NpN,. Hinfliisse des 
magnetischen Streufeldes auf die 
Photovervielfacher wurden durch 
lange Lichtleiter und magnetische 
Abschirmungen klein gehalten. Um 


langsame Anderungen des Koinzi- Bild 8. Anordnung zur Messung der 8—y-zirkularen 
Polarisationskorrelation [32]. S Quelle, Sel 


denzauflésungsvermogens zu elimi- A-Zahler, Sc2 y-Zihler, L1 und L2 Licht- 
nieren, wurde alle 5 Minuten umge- leiter, Pb Bleiabsorber zur Abschirmung 
olt. der direkten Strahlung, © Streumagnet, 


A C Magnetisierungswicklung. 
Fiir die Wahl der zu untersuchenden 


Nuklide gelten dieselben Argumente, 

wie bei dem in Abschnitt 2 beschriebenen Experiment. Bei reinen @7'-Ubergiin- 
gen ist ein Effekt, bei reinen F-Ubergiingen keiner zu erwarten. SCHOPPER 
fiihrte daher die ersten Messungen an Co und Na” aus. Beides sind erlaubte 
Zerfalle mit AJ = —1, also reine GT-Uberginge. Co emittiert Nega- 
tronen, Na? Positronen. Die Theorie [25], [37] sagt verschiedenes Vorzeichen 
fiir Negatronen- und Positronenzerfall voraus. 

Fir die prozentuale Anderung der Koinzidenzrate 100# = 2(R, — R,)/ 
(R, + R,) beim Umpolen des Magneten ergab sich 42,16 + 0,36 fir Co? 


1) Ein zweites noch groBeres Maximum ist bei Riickwartsstreuung (Streuwinkel etwa 
180°) vorhanden [33]. In diesem Falle besitzen die gestreuten Quanten jedoch kleine 
Quantenenergien und konnen durch Energiediskriminierung nicht von solchen Quanten 
getrennt werden, die von der Umgebung gestreut werden. Man kénnte die nach vorwarts 
gestoBenen Compton-Elektronen nachweisen. Dazu miifte jedoch eine diinne Hisenfolie 
als Streuer benutzt werden. Genauere Rechnungen zeigten jedoch [34], daB dann die 
Nachweiswahrscheinlichkeit fiir die y- Quanten zu gering ist, um in tragbaren Zeiten 
eine geniigende statistische Genauigkeit zu erzielen. Die Praparatstarke ist durch die Zahl 
der zufalligen Koinzidenzen beschrankt. 

2) Die Spinrichtung hat jedoch nur geringen EinfluB auf dop/doy. Damit hangt auch 
zusammen, daB ein von BEARD und Rose [34] vorgeschlagenes Verfahren, bei dem der 
Elektronenspin senkrecht zum einfallenden y- Quant steht, kleinere Effekte gibt als 
Vorwartsstreuung. 
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und —2,33 + 0,52 fiir Na??. Daraus laBt sich der Polarisationsgrad der y } 
Quanten zu + 24% bei Co und —28% bei Na®* berechnen. Zur Kontrolle } 
wurde der y-Zahler um 90° geschwenkt, so daB der mittlere Winkel zwischen 
Elektronenimpuls und y-Emissionsrichtung etwa 90° betrug. Innerhalb der} 
Fehlergrenzen wurde kein Effekt gefunden. 


Fir die Wahrscheinlichkeit ein y-Quant mit der Polarisationsquantenzahl 
t (t = +1 bzw. —1 fiir rechts und links zirkulare Polarisation) unter dem 
Winkel 6 gegeniiber der 6-Richtung zu finden, erhalt man fir erlaubte Uber- | 
giinge den Ausdruck [37], [93] 


W(6,t) =1+174A,A (v/c) cos 6. (5) ) 


A ist der in Formel (2) definierte Anisotropiekoeffizient, der nur durch die: 
Art des -Zerfalls und den Grad der Paritatsverletzung bestimmt wird. A, i 
ist ein wohlbekannter Koeffizient, wie er bei B—y- oder y—y-Winkelkorre- 
lationen auftritt und hangt nur von der Art des y-Ubergangs ab. Ein Ver- 
gleich von Gleichung (1) mit Gleichung (5) zeigt, daB der einzige Unterschied | 


darin besteht, da an Stelle von éI/I der Koeffizient A, getreten ist, 
Aus Gleichung (5) 148t sich fiir den Polarisationsgrad der y- Quanten der Aus- 
druck P = A,A(v/c) cos @ gewinnen, der fiir die praktische Auswertung 
bequemer ist. 


theoretische Vorhersage fiir den Positronenzerfall bestatigt wurde. 


Die Messungen am Co wurden von BOEHM und WaPsTRA [38] und LuNpBy 
u. M.?) [39] mit etwa gleicher MeBgenauigkeit bestatigt. APPEL und SCHOPPER 
[40] erhielten den etwas genaueren Wert A,A/= —0,35 + 0,05. 


y-Ubergang rasch folgt. Durch die groBe Zahl der der Untersuchung zugang- 
lichen Nuklide kénnen daher wichtige Erkenntnisse iiber die Art der 
Wechselwirkungen gewonnen werden. Dazu miissen auBer erlaubten Uber- 
gangen mit AJ = +1 auch solche AI — 0 und verbotene Ubergiinge unter- 
sucht werden. 

Bisher wurden untersucht die erlaubten Ubergiinge von Na [32], Se [47], 
Co*? [42], Zr°° [40| und die verbotenen Ubergiinge von Au!’ [42], Hg 203 [3S] | 
und Sb1*4 [40]. Die Ergebnisse dieser Messungen werden in Abschnitt 7 im | 
Zusammenhang mit anderen Experimenten diskutiert, 


1) LuNpbby u. M. benutzten nicht Vorwartsstr 


euung, sondern Absorption der y- Quanten 
in magnetisiertem Eisen. Vgl. dazu [33]. 
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5. Polarisation der Elektronen 


Bei Nichterhaltung der Paritiit ist zu erwarten, dab die beim {-Zerfall 
emittierten Elektronen ihren Spin bevorzugt parallel oder antiparallel zu 
ihrem Impuls gerichtet haben (longitudinale Polarisation) [25], [26], [37], [43]. 
Andererseits wurde eine transversale Elektronenpolarisation (Spin senkrecht 
zum Impuls) schon 6fter nachgewiesen (vgl. [33]), indem man die Elektronen 
an einer diinnen Folie (gent- 


-gend diinn, um Einflu8 von 


Mehrfachstreuung klein zu 2 
halten) mit hoher Ordnungs- 
zahl (z. B. Gold) streut (Mott- 
Streuung). Das Coulomb-Feld 
des streuenden Kerns er- 
scheint im Ruhsystem des 
Elektrons teilweise als Ma- 
gnetfeld. Dieses Magnetfeld 
besitzt verschiedene Rich- 
tung, je nachdem, ob das 
Teilchen rechts oder links 
am Kern vorbei fliegt und 
entsprechend hat die Wech- 
selwirkungsenergie (7) bei 
vorgegebener Spinrichtung a! y 
verschiedenes Vorzeichen. Die 
Zahl der Elektronen, die nach 2 
rechts bzw. links abgelenkt DO braporat 

us . : Bild 9. Apparatur zur Messung der Elektronenpolarisation 
W ird, ist daher verschieden durch Streuung am Kern (Mott-Streuung) [44]. 
und die GréBe dieser Asym- SF Streufolie, Z1 und Z2 Zabler, @ Streuwinkel, o 
metrie ist ein MaB fir die und p* Elektronenspin und -Impuls. 
transversale Polarisation. 
Um die urspriingliche longitudinale Polarisation in eine transversale zu ver- 
wandeln, kann man nach einem Vorschlag von TOLHOEK [33] eine Ablenkung 
um 90° in einem elektrischen Feld verwenden. Dabei wird der Impuls der 
Elektronen um 90° gedreht, der Spin dagegen behalt seine Lage im Raum bei, 
so daB nach der Ablenkung der Spin senkrecht zum Impuls steht?) und nun 
die Mott-Streuung als Analysator verwendet werden kann. 
Der erstmalige Nachweis der Elektronenpolarisation gelang nach dem eben 
beschriebenen Prinzip FRAUENFELDER u. M. [44]. Die von ihnen verwendete 
Apparatur ist in Bild 9 dargestellt. Zur Ablenkung wurde ein elektrisches 
Feld mit einem Kriimmungsradius von 6 cm und einem Ablenkwinkel von 
108° benutzt. Durch Wahl der Feldstarke konnte eine bestimmte Elektronen- 
energie aussortiert werden. Die Streuung erfolgte an Goldfolien (0,05 und 


| 
| 
| 
| 
| 
' 
| 
| 
| 
| 


1) Dies gilt nur in nichtrelativistischer Naherung. Genaugenommen miissen die Elek- 
tronen um 90°/V1 — (v/c)® abgelenkt werden [33]. AuBerdem tritt eine Verkleinerung 
des Erwartungswertes fiir den Spin ein: ¢, = V1 — (v/c)?. 
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0,15 mg/cm?) und zur Kontrolle an einer Al-Folie, bei der praktisch keinn) 
Asymmetrie zu erwarten ist [45]. Die zwischen 90° und 140° gestreute i 
Elektronen wurden mit Zahlrohren nachgewiesen. Die ersten Versuch 1) 


wurden mit Co™ ausgefiihrt. Die Ergebnisse sind in Tab. 1 dargestellt. 


Tabelle 1. Die longitudinale Elektronenpolarisation P fiir Co® 


Elektronen- Pe 
Energie a 


Links-Rechts- 
Asymmetrie 


Theoretisch ist fiir die Polarisation P ein Wert zu erwarten, der durch folgen+ : 

den Ausdruck gegeben ist | 

pa 2 , (Mel? (28 (C.07 — 0,0) + (aZ/p.) 23m (0,0% + 0:02) 44 
at | Mp]? (|C.|? + |O,|® + [C,|? + [Os]2) + 

+ |Mer|? [2 Re (CpC# — CO) + (aZ/pe) 23m (CpCF + C7rC3)] 

+ |Mor|? (On|? + |Crj® + [C4]? + [CaP ; 


wo My und Mgp die Ubergangsmatrixelemente fir F- bzw. GT-Wechsel-' 
wirkung sind. Das obere Vorzeichen gilt fir Elektronen-, das untere fiir} 
Positronen-Zerfall. Im Gegensatz zu den bisher beschriebenen Experimentens 
ist hier auch fiir reine F-Ubergange ein Effekt zu erwarten. 1 
Fir Co (| Myl2 = 0) erhalt man durch Vergleich mit Formel (2) P = 
+t (u/c) A. Aus den in Abschnitt2 und 4 besprochenen Experimenten: 
folgte A ~ —1, so daB P = —v/c zu erwarten wire. Die in Tab. 1 angegebe- - 
nen Werte widersprechen dieser Erwartung nicht, wenn man bedenkt, daB: 
bei der Streuanalyse der EinfluB der Vielfachstreuung nicht vollstandig :) 
ausgeschaltet werden kann. Er macht sich offenbar bei kleinen Elektronen- -) 
energien besonders stark bemerkbar. Das negative Vorzeichen von P be- | 
deutet, daB der Elektronenspin entgegengesetzt zum Impuls gerichtet ist. 

Mit einer sehr ahnlichen Apparatur wurden inzwischen von DE WAARD und | 
PopPpEMA [46] Messungen an Co, P2, Tm17 und Aut ausgefiihrt. 

Eine verbesserte Anordnung wurde von CAVANAGH u. M. [47] benutzt. . 
Sie ist schematisch in Bild 10 dargestellt. Die aus dem Praparat austretenden | 
Elektronen werden zunachst durch eine magnetische Linse annihernd parallel |} 
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von der Energie zu messen, ist auSerdem beabsichtigt, das Praparat auf 
Hochspannung zu legen und die Elektronen entsprechend zu verzégern oder 
zu beschleunigen. Dadurch ist ihre Energie bei der Streuung stets dieselbe, 
wodurch systematische Fehler vermieden werden. Vorlaufige Messungen 
ergaben fiir Co P = —0,65 + 0,13 bei vje= 0,6. 

Anstatt die Elektronen in einem makroskopischen elektrischen Feld ab- 
zulenken, kann man auch mehrfache Ablenkungen in atomaren Feldern, 
d.h. Vielfachstreuung benutzen. HEINTZE [48] fiihrte ein solches Experi- 
ment durch, indem er Elektronen von Sr + Y zuniachst in einer Al-Folie 
um etwa 30° streute und anschlieBend die Mott-Streuung ausfiihrte. Das 


Ze 
Spule . 
NX 
\ Blende 
E lhe bile | SF 
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Bild 10. Apparatur zur Messung der Elektronenpolarisation mit gekreuzten Feldern (47). Z1 und Z2 
Zahler, SF Streufolie, 6 Streuwinkel. 


Praparat konnte um die Richtung des Elektronenimpulses zwischen den 
zwei Streuungen herumgeschwenkt und so in einfacher Weise die Winkel- 
abhangigkeit der Asymmetrie gemessen werden. P ergab sich zu (—0,82 
+ 0,15) v/e. Dies zeigt, daB bei der Ablenkung durch Vielfachstreuung keine 
nennenswerte Depolarisation aufgetreten ist. Ahnliche Experimente wurden 
von H. J. LIPKIN u. M. [86] und DULGEROFF et al [99] durchgefiihrt (Theorie 
dazu [97)). 

Bei den bisher beschriebenen Experimenten wurde die urspriinglich longitu- 
dinale Polarisation zunachst in eine transversale umgewandelt. Die longitu- 
dinale Polarisation kann jedoch auch ohne diesen Umweg nachgewiesen 
werden. Rechnungen von Mc Voy [49] zeigten, daB longitudinal polarisierte 
Elektronen in Vorwartsrichtung eine zirkular polarisierte auBere 
Bremsstrahlung}) erzeugen. Der Polarisationsgrad ist besonders bei hohen 
Quantenenergien gro. Die zirkulare Polarisation dieser Bremsstrahlung 
kann durch Compton-Streuung oder Absorption in magnetisiertem Eisen 


1) Annm. b. d. Korrektur: 8S. GALSTER, G. HARTWIG und H. Scuopper konnten auch 
die zirkulare Polarisation der inneren Bremsstrahlung, die den f-Zerfall (Sr9° + Y%) 
und den K-Kinfang (Cr*4) begleitet, nachweisen. Im letzteren Fall wurde erstmalig die 
Nichterhaltung der Paritét beim K-Einfang gezeigt (Theorie dazu [96]). 
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nachgewiesen werden, wie dies in Abschnitt 4 beschrieben wurde. GOLD- 
HABER u. M. [50] fiihrten erstmalig solche Absorptionsmessungen an Sr%” 
4 Y” durch. Sie konnten zeigen, daB der Polarisationsgrad mit v/c zunimmt. 
Streu-Messungen wurden an P* [47], Tm217 [38], [34] und Tl [34] aus- 
gefiihrt. 

FRAUENFELDER u. M. [51] zeigten, daB eine weitere Moglichkeit, die longitu- 
dinale Polarisation unmittelbar zu messen, die Streuung an ausgerichte- 
ten Elektronen (Moller-Streuung) bietet. Der Streuquerschnitt hangt stark 
davon ab [52], ob die Spins der gestreuten und streuenden Elektronen parallel 
(o,) oder antiparallel (o-) zuecinander orientiert sind. Der Effekt ist am aus- 
geprigtesten, wenn die beiden Elektronen nach der Streuung gleiche Energie 
besitzen. In diesem Falle ist o,/o_ ~ 1/8 fir Elektron-Elektron-Streuung. 
Fir Positronen-Streuung ist der Effekt fir kleine Energien klein, nahert 
sich aber fir hohe Energien dem Wert fiir Elektronen- Streuung. 

Da die Streuung an Hillen-Elektronen viel seltener ist als die Streuung am 
Kernfeld (Rutherford-Streuung), missen besondere Vorkehrungen getroffen 
werden, um die am Kern gestreuten Elektronen von der Zaihlung auszu- 
schlieBen. Dies wird durch den gliicklichen Umstand erleichtert, daB der 
Polarisationseinflu& am groéBten ist, wenn beide Elektronen im Laborsystem 
nach der Streuung gleiche Energie besitzen und ihre Flugrichtungen dabei 
pekanntlich einen Winkel von 90° einschlieBen. Mit Hilfe von 2 Szintil- 
lationszihlern, die in Koinzidenz geschaltet sind, laBt sich ein solches Ereignis 
leicht nachweisen. 

Magnetisiertes Eisen liefert auch hier die ausgerichteten Streuelektronen. 
Damit das nach der Streuung auftretende Elektronenpaar nicht abgelenkt 
wird, mu8 eine diinne Eisenfolie benutzt werden. Am giinstigsten ware es, 
wenn die Spins bei der Streuung parallel oder antiparallel zueinander stiinden. 
Da sich jedoch eine diinne Folie nur schwierig senkrecht zu ihrer Ebene 
magnetisieren ]a8t, nimmt man in Kauf, dafi die Elektronen unter einem 
Winkel von etwa 30° auf die in ihrer Ebene magnetisierte Folie auftreffen 
(Bild 11). 

Fir die prozentuale Anderung der Koinzidenzrate 6 bei Umkehrung der 
Magnetisierung gilt 1006 = 2fcosa- P(o_—o,)/(o- + 04), wo f der 
Bruchteil der im Eisen ausgerichteten Elektronen, a der Winkel zwischen 
der Einfallsrichtung der Elektronen und der Magnetisierung und P der 
Polarisationsgrad der Elektronen ist. 

Die ersten Messungen [57] wurden an P*2 und Pr!* ausgefiihrt. Fiir Ps 


ergab sich z. B. 1006 = —6,9 4+ 1,0 und P = —0,94 + 0,16 bei einem 
mittleren v/c = 0,94. Die analogen Werte fiir Pr™4 sind 1006 = —7,6 + 1,7 
und P = —1,05 + 0,25 bei v/e = 0,97. Diese Messungen bestatigen das 


friiher gefundene Ergebnis, dafi P ~ —(v/c) ist. 

Weitere Messungen wurden an Au?® und Sc [53] ausgefiihrt, bei denen 
es sich um gemischte F—G7'-Uberginge (AI = 0) handelt. Uberraschender- 
weise zeigte sich dabei, daB | P| wesentlich kleiner als v/c ist. Nach Glei- 
chung (6) kénnte dies daher riihren, daf§ entweder bei den Fermi-Wechsel- | 
wirkungen die Paritat nicht verletzt wird (Cy = Cy =0) oder daB die _ 
vektorielle Wechselwirkung die skalare itiberwiegt (|CyCy| > |CsCs*\). | 
Eine Klarung dieser Frage wire durch Untersuchung reiner F-Uberginge | 
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moglich. Leider gibt es keine Negatronenstrahler mit 0—0-Ubergingen, 
Positronen-0O—0-Ubergiinge sind selten und die meisten besitzen sehr kurze 
Lebensdauern. Neuere Untersuchungen machen es jedoch sehr wahrschein- 
lich, daB beim Ga* ein erlaubter 0—0-Ubergang vorliegt. Die Polarisation der 
Positronen wurde von FRAUENFELDER u. M. [55] mit Hilfe der Moller- 
Streuung gemessen und ergab sich zu P= ~ +. 0,09 +. 0,31 bei vjc = 0,98 ). 


Sollten sich diese Mes- 


sungen als  zuverlassig 
herausstellen [die Me8- 
fehler erméglichen eine 


sichere AusschlieBung von 
P = +(v/e) noch nicht], 
dann wiirde bei den Fermi- 
Wechselwirkungen die Pa- 
ritat erhalten bleiben (wei- 


tere Diskussion in Ab- 
schn. 7). 
Die Mott- und Meoller- 


Streuung kann sowohlzum 
Nachweis der Polarisation 
von Negatronen als auch 
von Positronen verwendet 
werden, allerdings sind die 
Effekte bei Positronen- 
streuung im allgemeinen 
kleiner. Eine weitere nur 
fiir Positronen geeignete 
Methode beruht darauf, 
da8 der Wirkungsquer- 


FAST-SLOW - 
Koinzidenzkreis 
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aut Elsenrahmen 


Bild 11. Apparatur zur Messung der Elektronenpolarisation 
durch Streuung an Elektronen (MOLLER- Streuung) [52]. 
EAPs 
fe 
GG magnet. Eisen 
A» Pom 
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Bild 12. Apparatur zur Messung der Positronenpolarisation durch 
Vernichtung in magnetisiertem Bisen [58].Z1 und Z2 
y-Zahler, K Kollimator, 4 Absorber, K und A bewirken, 
da8 nur solche Koinzidenzen gezahlt werden, bei denen 
die Vernichtungsquanten nicht genau entgegengesetzt 
emittiert wurden. 


schnitt fiir die Paarvernichtung von der gegenseitigen Spinstellung von 
Negatron und Positron abhingt. Zwei solche Experimente wurden bisher 
ausgefiihrt. Bei dem einen wird die Vernichtung in magnetisiertem Eisen, 
bei dem anderen in einem Gas mit iuBerem Magnetfeld beobachtet. 

Die Abhangigkeit des Wirkungsquerschnitts fiir die Paarvernichtung im 


Flug?) von der relativen 


allgemeiner von THEIS [57] 


Spinstellung wurde von PAGE [56] und etwas 
berechnet. Es sind verhaltnismaBig groBe Unter- 


» schiede fir parallele und antiparallele Spinstellung zu erwarten, allerdings 
ist wiederum der Bruchteil der im Eisen ausgerichteten Elektronen klein. 


HANNA und PRESTON [58] | 


87], lieBen Positronen von Cu® (AJ = —1) auf 


magnetisiertes Eisen fallen und maBen die Zahl der Vernichtungskoinzidenzen 
fiir entgegengesetzte Magnetisierungsrichtungen. Um Vernichtung mit den 
nicht ausgerichteten s-Elektronen des Eisens zu unterdriicken, wurde folgen- 
dermaBen vorgegangen (Bild 12). Durch Bleikollimatoren wurde der Raum- 


1) Anm. b. d. Korr.: Diese Messungen konnten nicht bestatigt werden. Bei allen bisher 


| untersuchten Nukliden wurde innerhalb der MeBfehler P ~ + v/e gefunden [54], [87], [98] 


*) ,,[m Flug“ bedeutet, daB Positron und Negatron eine Geschwindigkeit relativ zu- 
einander besitzen. Ob und welches Teilchen sich in Ruhe befindet, ist ohne Bedeutung. 
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winkel zwischen Praparat und einem der Zahler sehr klein gemacht (9 - 10-° 
sterad). Vor den zweiten Zahler wurde dagegen ein Bleiabsorber gestellt, 
so daB Vernichtungsquanten, die genau unter 180° zueinander ausgesendet 
wurden, nicht gezahlt werden. Der Durchmesser des Absorbers war aber so 
bemessen, daf& gerade noch die ‘Ausliufer der Winkelverteilung der Ver- 
nichtungsquanten gemessen wurden. Werden die beiden Vernichtungs- 
quanten nicht genau unter 180° emittiert, dann bedeutet dies, daB der 
Schwerpunkt des Negatron-Positron-Paares vor der Vernichtung nicht in 
Ruhe war. Da die im Eisen ausrichtbaren d-Elektronen einen gréBeren Impuls 
besitzen als die s-Elektronen, werden auf diese Weise Vernichtungsprozesse, 
an denen d-Elektronen beteiligt waren, bevorzugt gemessen. Beim Umkehren 
der Magnetisierung wurde ein deutlicher Effekt beobachtet. Es lie8 sich 
daraus folgern, da, wie zu erwarten war, bei den Positronen der Spin 
parallel zum Impuls gerichtet ist. Quantitative Aussagen tiber die GréBe der 
Polarisation konnten nicht gemacht werden. Zur Kontrolle wurde das Eisen 
durch Kupfer ersetzt, wobei kein Effekt gefunden wurde. 
PAGE und HEINBERG [59] untersuchten die Vernichtung von Positronen in 
einem Gas bei Vorhandensein eines duBeren Magnetfeldes. Die Positronen 
fangen zunachst ein Elektron ein und bilden Positronium, und zwar ent- 
weder im Singlet- (Spins antiparallel) oder Triplet-Zustand (Spins parallel). 
Sind die Positronen longitudinal polarisiert, dann ist die Wahrscheinlichkeit 
fiir die Bildung des Singlet- und Triplet-Zustandes verschieden, je nachdem, 
ob das auBere Magnetfeld parallel oder antiparallel zur urspriinglichen Spin- 
richtung der Positronen steht+). Fiir leicht erzielbare Feldstarken (H ~ 10kI) 
ist ein Verhaltnis von 2:1 zu erreichen. Andererseits erfolgt bei diesen Feld- 
starken die Vernichtung beider Zustiande durch 2- Quanten-Emission, so daB 
ihre Haufigkeit nicht aus der 2- bzw. 3-Quanten-Vernichtung gefunden 
werden kann. Eine Unterscheidung von Singlet- und Triplet-Zustand ist ] 
jedoch auf Grund ihrer etwas verschiedenen Lebensdauer in folgender Weise ‘| 
méglich: Im Gas wird das Positronium mit erheblicher kinetischer Energie ° 
gebildet. Wahlt man ein Gas von geeignetem Druck und Zusammensetzung. . 
dann kann man es erreichen, daB das Triplet-Positronium mit einer Lebens- 
dauer von etwa 3-10-® sec (bei den hier benutzten Magnetfeldern) vor seiner ° 
Zerstrahlung auf thermische Geschwindigkeit abgebremst wird, wahrend das ‘| 
Singlet-Positronium mit einer Lebensdauer von etwa 10-28 sec schon vor der \] 
Abbremsung die Vernichtungsstrahlung aussendet. Die Folge davon ist, dai} 
die Winkelverteilung der vom Singlet-Zustand herrithrenden Vernichtungs- } 
quanten breiter ist als diejenige vom Triplet-Zustand. Es wird daher eine ! 
ahnliche Apparatur wie die in Bild 12 dargestellte benutzt, aber mit dem 
Unterschied, daB beide Zihler Kollimatoren besitzen, so daf nur das Zentrum |} 
der Winkelkorrelation beobachtet wird, d. h. bevorzugt die Vernichtung des:] 
Triplet-Zustands. Als Gas wurde Argon mit einem Zustand von Propan: 
(meist 27°) benutzt. Insgesamt war die Nachweiswahrscheinlichkeit fir] 
den Tripletzustand etwa 1,5mal gréfer als diejenige fir den Singletzustand.|| 
Messungen wurden an Na” ausgefiihrt. Auch hier zeigte sich, daB der Spinr 


1) Die Bildung des Triplet-Zustandes ist bevorzugt, wenn der Positronen-Spin ent4 
gegengesetzt zu {) gerichtet ist. 


ES 
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der Positronen parallel zu ihrem Impuls gerichtet ist. Es ergab sich fiir den 
Polarisationsgrad die Abschitzung P > 0,4 (v/c). 

Bei der Vernichtung im Flug von longitudinal polarisierten Positronen ent- 
steht in Vorwartsrichtung eine zirkular polarisierte Vernichtungsstrahlung. 
Durch Beobachtung dieser zirkularen Polarisation (vgl. Abschnitt 4) konnten 
DEvTSCH u. M. die Polarisation der Positronen von Ga® und BOEHM u. M. 
von N?8 messen [54]. 


6. Die experimentelle Priifung der Invarianz gegen Zeitumkehr 


Die bisher beschriebenen Experimente zeigten, daB die Invarianz gegentiber 
Raumspiegelung und Ladungskonjugation nicht erfiillt ist (vgl. Diskussion 
in Abschn. 2). Sie lieferten jedoch keine Aussage tiber die Invarianz gegen- 
uber Zeitumkehr. Eine solche kénnte grundsatzlich gewonnen werden, 
da in den Gleichungen (2) und (5) imaginiire Terme auftreten!). Es handelt 
sich dabei jedoch nur um Coulomb-Korrekturglieder, die gegentiber den 
ersten Termen klein sind und daher nur durch eine genaue Messung der v/c- 
Abhangigkeit nachgewiesen werden kénnten. Dies ist mit den gegenwartig 
erzielbaren MeBgenauigkeiten kaum méglich?). 

DaB diese Experimente zur Priifung der Invarianz, gegeniiber Zeitumkehr 
nicht gut geeignet sind, ist andererseits nicht verwunderlich, da sie zum 
Nachweis der Paritatsverletzung ausgedacht waren. Der Grundgedanke dabei 
war, ein Experiment anzustellen, bei dem ein Pseudoskalar (Vorzeich- 
wechsel bei Raumspiegelungen) beobachtet wird. Ein Produkt aus einem 
Vektor und einem axialen Vektor liefert einen solchen Pseudoskalar. 
Wird hierbei ein Effekt gefunden, gleichgiiltig wie groB®, dann ist damit ge- 
zeigt, daB die Paritat nicht erhalten ist. Umgekehrt hatte man aber aus dem 
Nichtvorhandensein eines Effektes nicht ohne weiteres auf die Erhaltung 
der Paritét (C; = 0) schlieBen kénnen, da z. B. A in Gleichung (2) durch 
geeignete Wahl der C; und CO; auch dann zum Verschwinden gebracht werden 
kann, wenn C; + 0 ist. 

Ahnliche Uberlegungen lassen sich fiir die Invarianz gegentiber Zeitumkehr 
anstellen. Eine Messung der v/c-Abhangigkeit wird tiberfliissig, wenn man ein 
Experiment anstellt, bei dem eine GréRe beobachtet wird, die sich hinsicht- 
lich der Zeitspiegelung wie ein ,, Pseudoskalar“ verhalt. Da sowohl die Impulse 
als auch die Drehimpulse bei Zeitspiegelung ihre Richtung umkehren, ist eine 
GréBe, die eine gerade Zahl von Faktoren enthalt [wie z. B. (pI) oder (po) 
bei der Priifung der Parititserhaltung], nicht geeignet, die Invarianz gegen- 
uber Zeitumkehr zu priifen. Man sollte dagegen erwarten, daB jedes Produkt 
mit einer ungeraden Zahl von Faktoren eine solche Priifung erméglicht. 
In der Tat zeigt sich, daB bei der Beobachtung eines solchen ,,Zeitpseudo- 


*) Invarianz gegeniiber Zeitumkehr ist gleichbedeutend mit reellen Kopplungskon- 
stanten. 

*) ALDER, STECH und WINTHER [37] zeigten, daB auch bei der gewéhnlichen B—y»- 
Winkelkorrelation verbotener Uberginge imaginare Terme auftreten, die durch eine 
genaue Messung der Energieabhangigkeit identifiziert werden kénnten. Experimentell 
diirfte dies eher ausfiihrbar sein, die theoretische Analyse ist jedoch kompliziert. 
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skalars‘ der erste Term seines Koeffizienten imaginar, der Coulomb-Korrek- 
turterm dagegen reell ist, also gerade umgekehrt wie bei der Beobachtung | 
eines riumlichen Pseudoskalars [vgl. Gleichung (2) und (5)]. 

Es besteht jedoch ein wesentlicher Unterschied gegentiber der Priifung der 
Paritatserhaltung. In den Formeln (2) und (5) sind beide Terme dann vor- 
handen, wenn die Paritit nicht erhalten wird. Selbst wenn der erste Term 
durch spezielle Werte der Kopplungskonstanten verschwinden wiirde (was 
allerdings nicht dem experimentellen Befund entspricht). kénnte der durch 
den zweiten Term verursachte kleine Effekt die Nichterhaltung der Paritat 
beweisen. Anders verhalt es sich jedoch bei der Priifung der Zeitumkehr. 
Beobachtet man einen kleinen Effekt, dann kann er vom Coulomb-Glied 
herriihren, das keine Aussage iiber die Zeitumkehr gestattet. Ein Experiment 
kann daher die Nichtinvarianz gegeniiber Zeitumkehr nur dann beweisen, 
wenn aus der GroBe des Effektes eindeutig gefolgert werden kann, daB er 
durch den ersten imaginaren Term verursacht wird. Am besten werden daher 
solche Experimente geeignet sein, bei denen der Coulomb-Term nicht allein 
durch den Faktor @Z, sondern auch durch das Kleinwerden von Kopplungs- 
konstanten vernachlassigbar gegentiber dem Hauptterm wird. Die aus 
anderen Experimenten gewonnenen Kenntnisse tiber die GroBe der Kopp- 
lungskonstanten werden daher im folgenden benutzt, um die Brauchbarkeit 
der vorgeschlagenen Experimente zu beurteilen. 

Die ersten Vorschlage fiir Experimente zur Pritfung der Zeitumkehr 
stammen von JACKSON, TREIMAN und WYLD [60], [6]. 

1. Es wird die Richtung des Elektronenimpulses p,, des Neutrinoimpulses py 


(Beobachtung des RiickstoBkerns) und des Kernspins J vor der p-Emission 
(ausgerichtete Kerne) beobachtet. Fiir die Winkelverteilung gilt dann 


; = 
= & dE Pe py 
W e Py) =—s * ° 
(7, p p,} i + fo ae *) 0 (6) 
Dabei ist 
& =|M,|?(\Cs|® + |Cs|? + |Cy? + | Cy?) af 
+ | Merl? (CrP? + | C'r|? + |C4|? + |Ca|?) 
und 
Pid ey. use 
DE =|M,| | Mer V3 1 {23m (C,0% — Cy Ok + CsCt — Cy Cx) + 
+ (aZ/pe) +2 Re (OgC% — OyCh + CsCz —CyC7)}. (7)) 


Aus der Form von D ist unmittelbar ersichtlich, da8 nur bei gemischten 
Ubergingen ein Effekt zu erwarten ist. Die experimentelle Anordnung wirde 
etwa folgendermaBen aussehen: Werden die Kerne in z-Richtung polarisiert, 
dann beobachtet man Koinzidenzen zwischen Elektronen, die in y-Richtung 
und RiickstoBkernen, die in x-Richtung ausgesendet werden. AnschlieBend| 
zihlt man Koinzidenzen bei Elektronenemission in — y-Richtung. Aus einer) 
Anderung der Koinzidenzrate wiirde D +0 folgen. Da |Cs|? und |Cp/? 


+ Fe 
$$$ ee EEE EEE ae 
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groBer sind als |Cy|? und |C,|24), ist der erste Term von D gréBer als der 
zweite. Dieses Experiment ist daher zur Priifung der Zeitumkehr prinzipiell 
sehr gut geeignet. 

Ks erscheint jedoch kaum moglich, dieses Experiment in einem Kryostaten 
auszufithren. Die Polarisation der Kerne kann daher nicht bei tiefer Tempe- 
ratur erfolgen. SCHRANK und CARVER [62] priifen zur Zeit, ob sich mit Hilfe 
des optischen Pumpens eine gentigende Ausrichtung erzielen 1aBt. Am ein- 
fachsten diirfte sich dieser Versuch beim freien Neutron durchfiihren lassen, 
vorausgesetzt, daf es gelingt, einen geniigend intensiven Strahl polarisierter 
Neutronen zu erzeugen. 

2. Es wird die Richtung des Elektronen-Impulses p,, des Elektronenspins o, 


und des Kernspins J vor dem f-Zerfall (ausgerichtete Kerne) beobachtet 
[60], [61]. Fiir die Winkelverteilung gilt 


W (Tp. o,) =6€ 1 ss (o.. aH x 2. R| ’ i (8) 


mit 


RE=2| Mer? {+ 23m (CpCF + C7Ct) —(aZ/pe) 2 Re (pC 


CaCt)}+ 


+ |Mp|| Meo {23m (C.Ct + 050% — 


I 
fe SE 
— Cy Cr — Cy C7) F (aZ/p,) 2Re (CsCF + CyCt — Cp Ct — CO, 4)}. (9) 

=1, +1), —I(2+1) far AI =—1, 0, +1). 


Auch hier ist es wieder am giinstigsten, die drei GréBen Pe, o, und me senkrecht 
zueinander zu beobachten. Da o, senkrecht zu p, steht, handelt es sich um 
eine transversale Elektronenpolarisation, die sich in einfacher Weise durch 
Mott-Streuung nachweisen laBt. Allerdings miissen dabei gleichzeitig aus- 
gerichtete Kerne benutzt werden, wodurch die experimentellen Schwierig- 
keiten sehr groB werden. 

Ein Effekt ist sowohl bei reinen GT- (| Mp| = 0) als auch bei gemischten 
Ubergangen zu erwarten. Dieses Experiment ist allerdings weniger vorteil- 
haft, da groBe Glieder in den Coulomb-Termen, aber nur kleine in den 
Haupttermen auftreten. 

3. und 4. Eine wesentliche ex perimentelle Schwierigkeit bei den in 1 und 2 
beschriebenen Experimenten besteht darin, daB man RiickstoBversuche 
bzw. Messungen der Elektronenpolarisation an ausgerichteten Kernen 
durchfithren mu8. Man kann jedoch anstatt den Kernspin vor der £-Emission 
durch Ausrichtung festzulegen (J), ihn auch hinterher (I’) beobachten, 
indem man die zirkulare Polarisation eines dem f-Zerfall folgenden y- Quants 
miBt (vgl. Abschn. 4)?). 


*) Es soll im folgenden angenommen werden, da& die skalare und tensorielle Wechsel- 
wirkung iiberwiegt; vgl. jedoch Abschn. 7. . 

*) Die Anregung zu diesen Experimenten verdankt der Autor einer Diskussion mit 
Herrn Prof. Blin-Stoyle. 
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An Stelle des Experimentes 1 wiirde man Tripel-Koinzidenzen zwischen 
Elektron, RiickstoBkern und einem an magnetisiertem Eisen gestreuten 
y- Quant, d. h. die GréBe 


messen. fy ist der Einheitsvektor in Richtung des y- Quants, t die Quanten- 
zahl fiir die zirkulare Polarisation des Quants. 

An Stelle des Experimentes 2 wiirde man Koinzidenzen zwischen Elektronen, 
die an einer diinnen Folie und y-Qnuaten, die an magnetisiertem Eisen 
gestreut wurden, d.h. die GréBe 


(4 eax toT) 


e 


beobachten. Ahnlich wie in 1 und 2 kénnte man zur Messung der Asymmetrie 
die Geometrie aindern (Richtungsumkehr von p,, p, oder o). Einfacher ist es, 
die Magnetisierung umzupolen, da hierbei die Geometrie unverindert 
bleibt und dadurch systematische Fehler vermieden werden. 

Die Formeln (8) und (9) sind ohne weiteres auf das zuletzt angegebene 
Experiment tbertragbar [64]. An Stelle von <J,>/J tritt, ahnlich wie in 
Abschn. 4, ein y-Korrelationskoeffizient A, und V1I/I +1 in (9) ist durch 
einen anderen Ausdruck zu ersetzen. 

Leider besitzen auch diese Experimente den Nachteil, daB in den Haupt- 
termen kleine Kombinationen der Kopplungskonstanten wie z. B. CsC A 
und CyC# vorkommen. Dies gilt jedoch nur fiir die hier durchwegs betrach- 
teten erlaubten Ubergiinge. Bei verbotenen Ubergiingen, deren Spektrum 
nicht die Form eines erlaubten besitzt, ist jedoch zu erwarten, daB die 
imaginairen Terme groRe ST-Interferenzen enthalten. Ein Versuch, bei dem 
die GréBe (p,, ¢ X kyt) am verbotenen Ubergang von Sb!24 gemessen werden 
soll, ist in Vorbereitung. 

5. Auch die Beobachtung der Richtung des Elektronenimpulses p,, des 
Elektronenspins o, und des Neutrinoimpulses p, erlaubt eine Priifung der 
Invarianz gegeniiber Zeitumkehr [60], [67]. Es gilt 


- Deeg 
W (pe, Ge, Pr) = E ! oa (0 zr, * z) 1}, (10) 


mit 
Lé = |M,/? (2 gm (CsCt + CsO¥) F (aZ/pe) (\Cs|? ae | C's|? — 
; Men\* 
—cy}# levy} + eel! (—2gm (Cn0% + C202) + 
+ (aZ|p,) (\Cr|? + |r|? — |Cal®? —|Ca|*)}- (11)) 


Hierbei miBte zu einer tblichen Messung der Elektron-Neutrino-Winkel-. 
korrelation zusitzlich die transversale Elektronenpolarisation gemessen 
werden. Ein Effekt ist sowohl bei F- als auch G7'-Ubergiingen zu erwarten, 
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jedoch enthalten auch hier die imaginaren Terme kleine Kombinationen 


der Kopplungskonstanten. 
6. SchlieBlich faihrt noch die Beobachtung des Elektronenimpulses p,, 
ss 


> 
des Kernspins vor der 8-Emission J und des Kernspins nach der B-Emission I é 
> 
zu einer Priifung der Zeitumkehr [65]. Kenntnis von J bedeutet wieder die 
Benutzung ausgerichteter Kerne, wihrend J’ sich aus der zirkularen Polari- 
sation einer folgenden y-Strahlung bestimmen 1aBt: Auf die Wiedergabe der 
yollstandigen Formel fir die Winkelverteilung soll hier verzichtet werden. 
Der Term 
—>} 
& 


T > Pe X t2) 


besitzt bis auf unwesentliche Zahlenfaktoren den Koeffizienten 


| My| | Mor| {— 23m (CHCs + C# Cs — CICy — C2Cy) + 
+ (aZ|p,) 28 (CLCs + CFCs — CHC — CP Cy)}. (12) 


Dieses Experiment ist sehr vorteilhaft, da der imaginire Term groBe Kombi- 
nationen der Kopplungskonstanten enthalt. Fir diesen Versuch sind nur 
gemischte Ubergiinge geeignet. 

Die in 1 bis 6 beschriebenen Experimente sind dadureh gekennzeichnet, daB 
jeweils ein Dreierprodukt aus den 5 GréBen p,, J, I’ (bzw. zirkulare Polari- 
sation eines folgenden y-Quants), 9, und p, beobachtet wird, das jedoch 
stets p, enthalt. Es lassen sich selbstverstandlich weitere Experimente an- 
geben, bei denen Produkte untersucht werden, die p, nicht enthalten. Da 
p, jedoch diejenige GroBe ist, die sich am leichtesten beobachten 1aBt, steigen 
dann die experimentellen Schwierigkeiten auBerordentlich an. Zum Beipsiel 


aa 
miBte bei Beobachtung der GréBe (7 2 Das p,) ein RiickstoB-Experiment 
an ausgerichteten Kernen bei gleichzeitiger Beobachtung des Elektronen- 
spins ausgefihrt werden. 

Neuerdings wurden weitere Experimente zur Prifung der Invarianz gegen- 
iiber Zeitumkehr vorgeschlagen, bei denen auBer den genannten GréBen 
auch die Richtung eines oder zweier y-Quanten beobachtet wird. 

- 7. Morita und Morita [64] schlugen vor, die B—y-Winkelkorrelation bei 
| ausgerichteten Kernen zu untersuchen. Die Korrelation hat in diesem Falle 


_ die Form 
—_ =e 
4Be BY Gene 
(a TF. ~ 1) (Get mit 7 = saitel BY 


Der Koeffizient dieses Ausdrucks gleicht demjenigen von Experiment 6 
(Ausdruck 12). Die imaginaéren Terme enthalten also auch hier groBe Kombi- 
pationen der Kopplungskonstanten. Auch fiir dieses Experiment sind nur 


gemischte Uberginge geeignet. a 
Im Gegensatz zu den ersten 6 Experimenten dirfen hier die 3 GréBen JI, 


eet ae po — - 
i 


} 
ft 


—> 
p, und ky nicht senkrecht zueinander stehen, da sonst der Ausdruck (a na 
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verschwinden wiirde. Die giinstigste Geometrie ist in Bild 13 angedeutet) 


fp und Tliegen inder x—y-Ebene und p, steht senkrecht darauf, . Der optimale 
Winkel 6,» hangt vom Ausrichtungsgrad der Kerne ab. Bei volt 
Ausrichtung ist Oop, = 30°. 
Wu. u. M. [66] fiihrten solcha 
Messungen an Co*® aus. Fitri 
diesen Zerfall ist das Verhaltnisi 
der Matrixelemente| Mp|/| Mg >, 
bekannt. Daher konnte die zuj 
erwartende Anisotropie berech.): 
net werden [65]. Es wurdeni 
b—y-Koinzidenzen fiir 


6 = + 45° und 9 = —45° 


gemessen. Es zeigte sich prak-; 
tisch kein Effekt. 
8. Kin weiteres Experiment! 
bei dem die Beobachtung der: 
Richtung eines y-Quants we-: 
sentlich eingeht, wurde vonr 
: CuRTIS und Lewis [43] und 
om er inarans pote? deueaens ve Eat’ von STICHEL [64] vorgosclilae 
nenimpuls, I Kernspin, f, Richtung des y-Quants. gen. Man muB dabei die Rich- { 
tung des Elektronenimpulsesp,, , 
den Elektronenspin o und die Richtung des y-Quants f, beobachten. Die: 
Winkelkorrelation besitzt die Form 


Pe De 
(Fe One to) (t a 


Auch hier diirfen die drei GréBen nicht senkrecht zueinander stehen, sondern ii 
Pp. und f, miissen am besten einen Winkel von etwa 45° einschlieBen. Ein > 
Effekt ist nur bei solchen Ubergiingen zu erwarten, bei denen eine B—y-An- .| 
isotropie vorliegt. Dies ist nur bei verbotenen Ubergingen der Fall. Der zudem *) 
angegebenen Term gehérende Koeffizient ist wegen der zahlreichen Matrix- - 
elemente kompliziert und wurde in voller Allgemeinheit noch nicht berechnet. 
STEFFEN u. M. [63] fiihrten derartige Messungen am Au!®8 aus. Es wurde : 
kein Effekt gefunden. Ahnliche Messungen sind fiir den verbotenen Ubergang 1) 
des Sb!** in Vorbereitung (JUNGST und SCHOPPER). Dieser Zerfall zeigt eine * 
groBere B—y-Asymmetrie als Au!®8, Daher sind dabei gréBere Effekte zu er- - 
warten, falls die Invarianz gegeniiber Zeitumkehr nicht gilt. 

9. Auch aus der Beobachtung von Mesonenzerfallen kénnen Riickschliisse » 
auf die Invarianz gegeniiber Zeitspiegelung gezogen werden, Ladungs- . 
asymmetrien bei den (ezy)- und (uzy)-Zerfallen langlebiger @-Mesonen || 
wirden die Nichterhaltung von PC und damit nach dem PCT-Theorem || 
die Nichtinvarianz gegeniiber Zeitumkehr zeigen [67], [68]}). 


1) Neuerdings wurde darauf hingewiesen, da8 durch Beobachtung der transversalen | | 


Elektronen-Polarisation beim x-u-e-Zerfall die Invarianz gegen 7’ gepriift werden | 
kann [92]. i] 
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Zusammenfassend la8t sich feststellen, daS bisher keine experimentellen 
Hinweise dafiir vorliegen, da& die Invarianz gegentiber Zeitumkehr ver- 
letzt ist. Es ist zu hoffen, da8 in nachster Zeit noch einige der hier beschriebe- 
nen Experimente durchgefiihrt werden und dadurch gréfere Klarheit ge- 
schaffen werden kann. 

Die Erhaltung der Paritét ist bei den starken Wechselwirkungen 
durch eine Reihe von Experimenten sichergestellt ((3], vgl. jedoch [69]). Die 
Invarianz gegeniiber Zeitumkehr dagegen wurde bisher experimentell so gut 
wie nicht untersucht. LEE und YANG [64] zeigten, daB sie sich priifen laBt, 
wenn man bei einem S—y,—y7,-Ubergang Tripel-Koinzidenzen beobachtet, 
jedoch muB hier der f-Zerfall ein reiner @7-Ubergang, die y-Uberginge 
gemischte Multipolstrahlungen sein. 

Es wurden Experimente beschrieben, die zur Priifung der Paritiatserhaltung 
und der Invarianz gegeniiber Zeitumkehr ausgedacht waren. Man wurde 
vermuten, da® sich in ahnlicher Weise Experimente zur Priifung der La- 
dungskonjugation angeben lassen. Die Verhaltnisse scheinen hierbei 
jedoch verwickelter zu sein!). Es erscheint am einfachsten, das Verhalten von 
Teilchen und Antiteilchen zu vergleichen. Es zeigt sich jedoch, da8 z. B. die 
Massen und Lebensdauern die gleichen sind, unabhiingig ob die Invarianzen 
gegeniiber P, C oder TJ gelten. Es mu8 nur vorausgesetzt werden, da das 
PCT-Theorem gilt [25], [8], [26]. Der einfachste Weg, die Nichterhaltung 
von C nachzuweisen, scheint daher der in Abschnitt 2 angegebene zu sein. 


7. Die Art der 8-Wedhselwirkung 


Die Untersuchung, ob die Invarianzen gegeniiber Raumspiegelung, Zeit- 
umkehr und Ladungskonjugation erfiillt sind oder nicht, ist nur Teil eines 
umfassenderen Problems. Das Endziel besteht darin, die Art der B- bzw. der 
Mesonenwechselwirkung zu bestimmen. Eine Liésung dieser Aufgabe wird 
schon seit langem versucht, die frither gewonnenen Ergebnisse werden 
jedoch durch die neuen Erkenntnisse stark modifiziert. Wahrend es sich 
friiher darum handelte, 5 reelle Kopplungskonstanten zu bestimmen, 
miissen jetzt 10 komplexe Konstanten C, bzw. C’, also insgesamt 20 GréBen 
ermittelt werden. Wie schon in Abschnitt 1 und 6 erliutert wurde, ist die 
Feststellung der P-, 7- oder C-Invarianz gleichbedeutend mit gewissen 
Einschrankungen der Kopplungskonstanten. Eine endgiltige Klarung der 
Art der B-Wechselwirkung und gleichzeitig der Frage der Invarianzen ware 
erreicht, wenn es geliange, alle 10 Kopplungskonstanten experimentell zu 
bestimmen. Wie in diesem Abschnitt gezeigt werden soll, ist man davon aber 
noch weit entfernt. 

Die gleiche Aufgabe miiBte aber auch fiir die Mesonenzerfialle gelést werden, 
wo sie noch komplizierter ist, da man es hierbei mit 4 leichten Teilchen zu 
tun hat, wahrend beim f-Zerfall 2 Leptonen und 2 Nukleonen beteiligt sind. 
Dabei ergibt sich eine noch groBere Vielzahl von Wechselwirkungsansatzen. 
SchlieBlich miBte dann auch geklart werden, ob die f- und Mesonenwechsel- 
wirkung von der gleichen Art ist (Universalismus) oder nicht. 


1) Von einem Experiment, bei dem Anti-Co® benutzt wird, soll hier abgesehen werden. 
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Von mehreren Seiten [64], [70] wurde versucht, einen Satz von Kopplungs- | 
konstanten zu bestimmen, der alle experimentellen Ergebnisse beim f-Zerfall |) 
zu erkliren gestattet. Es zeigte sich jedoch, da8 man selbst bei sehr un- |) 
plausiblen Annahmen (Verschiedenheit von f-- und *-Wechselwirkung) | 
Widerspriiche nicht vermeiden kann. Dies liegt vermutlich daran, dab die 
Resultate vieler Experimente mit groBen Unsicherheiten behaftet sind, da 
die experimentellen Schwierigkeiten oft betrachtlich sind. Auf eine derartige 
Diskussion soll daher hier verzichtet und nur die einzelnen Experimente mit 
den sich jeweils daraus ergebenden Folgerungen fiir erlaubte Ubergiinge 
aufgefihrt werden. 

Aus der Form der Spektren lassen sich die sogenannten Fierz-Interferenz- 
terme Ste {O,C% + CsCf} und Re {CpCi + CrCf} bestimmen. Es zeigte 
sich, daB sowohl beim Negatronen- als auch beim Positronenzerfall die 
beiden Ausdriicke kleiner als etwa 0,02 bzw. 0,09 sind [84]. Vor Entdeckung 
der Nichterhaltung der Paritét glaubte man, daB die C; = 0 und die C, 
reell sind. Aus der Kleinheit der Fierz-Interferenzterme schloB man daher, 
daf entweder nur die S- oder V- bzw. die T- oder A-Wechselwirkung 
realisiert sind. Diese SchluBweise ist nun nicht mehr méglich. 
Untersuchungen der Elektron-Neutrino-Winkelkorrelation gestatten 
die Bestimmung der Verhiltnisse (|C4|? + |O% 7)/(\Cp|? + |Cr|?) und 
(|Cy|? + |Cy|?)/(|Cs|? + |Cs|2). Messungen an dem reinen @7'-Zerfall des 
He® [12] ergaben, daB das erste Verhiltnis kleiner als etwa 0,2 ist. Daraus 
kann gefolgert werden, daB die GT'-Wechselwirkung im wesentlichen tensori- 
eller Natur ist. Im Widerspruch dazu stehen allerdings Messungen von 
RIDLEY [71] an Ne®*, der die Abschatzung 1,4 > \C4|/|Cp| > 0,9 findet. 
RiickstoBmessungen an reinen F-Ubergingen konnten bisher nicht aus- 
gefiihrt werden. Aussagen iiber die F-Wechselwirkung kénnen daher nur 
von gemischten Ubergangen erhalten werden und sind daher weniger zu- 
verlassig. Messungen an Ne!® [72] lassen sich durch eine S7’- oder A V-Wechsel- 
wirkung verstehen. Neuere Messungen an A% [73] erfordern eine AV- oder 
TV-Wechselwirkung. Eine 4V-Wechselwirkung wire aber im Widerspruch 
zu den Messungen an He’, 

Die Beobachtung der Elektronen-Emission ausgerichteter Kerne 
und der 6—y-zirkularen Polarisations-Korrelation fiihrt, wie in 
Abschnitt 2 und 4 gezeigt wurde, bei reinen GT-Ubergaingen zu der Ab- 
schatzung Op = —C'p und C, = OC’, = 0 oder C4 = +C4. Bei gemischten 
Ubergingen tritt in Formel (2) noch ein Interferenzterm [37], [74] 


EI = | Mp| |Mgz {Re (CsOF + CSch — CyCs —CyO%} + 
+ (#Z/p.) 3m (C07 + 050% — CyCt — CyCh} (14) 


hinzu. 6—y-Korrelationsmessungen an Sc [41] und Zr [40] zeigten 
die Existenz groBer Interferenzterme. Dies ist nur mit Hilfe einer §7'-Wechsel- 
wirkung zu verstehen. Die B-Emission ausgerichteter Kerne ergab im Falle 
von Co*s [73] einen sehr kleinen und fiir das Neutron [75] einen mittleren 
Wert [13] fiir den Interferenzterm. Bei diesen beiden Zerfallen ist aus anderen 
Experimenten auch das Verhiltnis |CrM>p\|/|Cgr Maz| bekannt. Falls diese 
experimentellen Ergebnisse zuverlassig sind, dann lassen sie sich anscheinend 
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nicht mit reellen Kopplungskonstanten erkliren [64]. Dies wiirde ein Hinweis 
auf die Nichtinvarianz gegeniiber Zeitumkehr sein. 

Die Beobachtung der Elektronen- Polarisation ergibt, wie in Abschnitt 3 
gezeigt wurde, eine Bestatigung fiir die Abschitzung Cp = —Cr und Cy 
=O, =0 oder C, = +04. Der reine F-Ubergang beim Ga** und der 
gemischte Ubergang des Sc** [53], [55] scheinen jedoch darauf hinzudeuten, 
daB bei den F-Wechselwirkungen die Paritat erhalten wird. Mit Cs = Cy 
= 0, Os, Cy beliebig, bzw. S und V vertauscht, lassen sich die experimentellen 
Resultate deuten [70]'). 

Diese keineswegs vollstandige Zusammenstellung zeigt, daB die Verhaltnisse 
noch recht undurchsichtig sind, und es erscheint am sinnvollsten, zunachst 
weitere experimentelle Ergebnisse abzuwarten. 


8. Deutungsversuche 


Obwohl es nicht Zweck dieses Berichtes ist, die theoretischen Uberlegungen 
zur Paritiatsverletzung darzustellen, sollen doch die bisher vorgeschlagenen 
Deutungsversuche kurz angefiihrt werden. 

Bald nach Bekanntwerden des erfolgreichen Ausgangs der ersten Experimente 
erinnerte man sich [25], [26], [76] einer schon lange bekannten Formulierung 
[77] der Dirac-Theorie fiir Teilchen mit der Ruhemasse Null. Es zeigt sich, 
daB man in diesem Falle an Stelle der tiblichen 4-komponentigen Gleichung 
eine 2-komponentige erhalt, die invariant gegeniiber eigentlichen Lorentz- 
Transformationen, nicht dagegen gegentiber ,,Spiegelungen“ ist. Hine sofort 
ebleitbare Folgerung dieser ,,2-Komponenten-Theorie“ ist, daB das 
Neutrino seinen Spin nur in Vorwartsrichtung, das Antineutrino in Rick- 
wirtsrichtung haben kann. Zusammen mit dem Linearimpuls wird dadurch 
ein Schraubensinn definiert. Weiterhin 14Bt sich zeigen, daB die 2-Kompo- 
nenten-Theorie in der tiblichen 4-Komponenten-Schreibweise C; = +0; 
zur Folge hat, wobei das Vorzeichen theoretisch nicht vorhergesagt werden 
kann, aber es muB fiir alle i das gleiche sein. Diese Beziehung bedeutet, daB 
die gréBte iiberhaupt mégliche Paritatsverletzung vorliegt. Gerade dieses 
Ergebnis wurde aber durch die ersten Experimente (vgl. Abschnitt 2—5) 
bestitigt, und es zeigte sich, da in der Natur das negative Vorzeichen reali- 
siert ist. 

Es schien, da8 man damit eine , natiirliche“ Erklarung fiir die Nichterhaltung 
der Paritat gefunden hatte. Sie sollte letzten Endes durch das freie Neutrino 
bedingt sein, das auf Grund seiner verschwindenden Ruhemasse eine innere 
Asymmetrie gegeniiber rechts und links besitzt. Die Wechselwirkungen 
brauchen dagegen nicht asymmetrisch zu sein. 

Die 2-Komponenten-Theorie besitzt eine weitere attraktive Eigenschaft. 
LANDAU [26] betonte, da die Nichterhaltung der Paritit eine Asymmetrie 
des Raumes gegeniiber Spiegelungen zur Folge hat. Dies ist im Widerspruch 
mit allen bisherigen Vorstellungen tiber die Struktur des physikalischen 
Raumes. Es zeigt sich nun, daB die Wellengleichung fiir das freie Neutrino 
zwar nicht invariant gegeniiber P und C, aber gegen PC ist. Anschaulich 


1) Vgl. Anm. b. d. Korrektur in Abschnitt 5. 
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bedeutet dies, daB die Naturgesetze in einer gespiegelten Welt zwar nicht die 
gleichen sind, wohl aber in einer gespiegelten Antiwelt. Alle hier bei uns ge- | 
fundenen Asymmetrien wiirden in einer nicht gespiegelten Antiwelt ent- 
gegengesetzte Vorzeichen besitzen. Betrachtet man Welten und Antiwelten 
gemeinsam, dann hat die Bevorzugung eines bestimmten Schraubensinnes 
nur sozusagen lokale Bedeutung, wahrend der physikalische Raum als Ganzes 
gegentiber der erweiterten Raumspiegelung PC invariant ist. Eine derartige 
kosmologische Asymmetrie wire nicht im Widerspruch mit der allgemeinen 
Relativitatstheorie [78]. 

Ein Nachteil der 2-Komponenten-Theorie besteht darin, daB bei den die 
Paritaét nicht erhaltenden Zerfallstypen der K-Mesonen keine Neutrinos 
beteiligt sind. Das 0-r-Ratsel scheint daher mit den beim f-Zerfall auftreten- 
den Erscheinungen nichts gemeinsam zu haben. 

Genauere theoretische Untersuchungen zeigten jedoch, daB die 2-Kompo- 
nenten-Theorie nicht als Erklirung fir die Paritatsverletzung dienen kann. 
Kine eingehende Kritik der Definition von Teilchen und Antiteilchen ergab 
[79], [80}, [82], [88], daB die 2-Komponenten-Theorie aquivalent ist mit der 
,,Majorana-Theorie“‘, in der kein Unterschied zwischen Neutrino und Anti- 
neutrino besteht. Dies hat zur Folge, daB zwischen der Parititsverletzung 
und einer exakt verschwindenden Ruhemasse des Neutrinos kein logischer 
Zusammenhang besteht. Selbst wenn die Ruhemasse exakt Null ist, kann 
die Paritat erhalten sein und umgekehrt kénnen alle beobachteten Erschei- 
nungen mit einer endlichen, allerdings kleinen Neutrinomasse erklart werden. 
Die 2-Komponenten-Theorie ist daher bestenfalls eine elegante mathe- 
matische Formulierung der Tatsache, daB die Paritatsverletzung maximal 
ist, sie ergibt aber keinesfalls eine Deutung der Paritaétsverletzung. PAULI [82] 
wies auSerdem darauf hin, daB die Frage nach der Paritatserhaltung 
unabhangig von derjenigen nach der Giiltigkeit einer 2-Komponententheorie 
ist, falls die Leptonenladung?) nicht erhalten wird. CASE [81] zeigte ferner, 
da8 zwischen der Paritétserhaltung, der Neutrino-Ruhemasse und der Er- 
haltung der Leptonenladung ein enger Zusammenhang besteht. Wird die 
Leptonenladung erhalten und ist die Ruhemasse des Neutrinos exakt Null, 
dann kann im Falle einer 2-Komponententheorie die Invarianz gegentiber 
Raumspiegelungen nicht bestehen (vgl. auch [79], [80]). 

Aber auch experimentell scheint die 2-Komponenten-Theorie nicht haltbar 
zu sein, da die Experimente am besten durch die Kombination Crp = —Cr7, 
C,= +04, Cs = —Og und Cy = +07 wiedergegeben werden [85]. 
Offenbar ist die urspriingliche Auffassung doch richtig, daB die Nichterhaltung 
der Paritaéit durch eine Rechts-Links-Asymmetrie der Wechselwirkung 
verursacht wird und nicht durch eine innere Asymmetrie des freien Neu- 
trinos [90]. Dieser Standpunkt ist insofern befriedigender, als das 0-1-Ratsel 
dann nicht mehr oder weniger unerklarlich erscheint als der B-Zerfall?). 
MAYER und TELEGDI [83] fiihrten eine » 4willings-Neutrino-Hypo- 
these“ ein. Es zeigt sich, daB man mit der Annahme C, =— C7, Cy =— Oy, 


*) Dies kann z. B. beim doppelten f-Zerfall und beim Nachweis des freien Neutrinos 
geprift werden. 


*) Man vgl. dazu aber die Paritats-Dublett-Theorie von GREEN und HurRST [89]. 
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aber Os = +Cs und Cy, =+C, die Experimente bei reinen @7'-Uber- 
giingen und bei CoS, sowie den negativen Ausgang der Zeitspiegelungs- 
experimente verstehen kann. Die Messungen an Na, Sc?®, Zr®® und Ga‘ 
sind jedoch damit im Widerspruch. AuBerdem scheint es nicht méglich zu 
zu sein, fiir diese Hypothese eine Begriindung zu geben. 

ScCHAPIRO[0] versuchte die Nichterhaltung der Paritat von der Raumstruktur 
her zu verstehen. Nichterhaltung der Paritaét bedeutet danach, daf wir es 
mit einem Raum zu tun haben, in dem Spiegelungen nicht mdglich sind. 
Man nennt einen solchen Raum, in dem es keine Rechts- oder Linksschraube 
gibt, nichtorientiert oder einseitig. Der Begriff der Paritat existiert dann 
iiberhaupt nicht. Da jedoch unser makroskopischer, euklidischer Raum 
orientiert ist, muB man annehmen, daB sich diese Hypothese nur auf die 


‘StrukturdesRaumesinnerhalbsehr kleinerLangen beziehenkann. Die charakte- 


ristische Linge miBte noch wesentlich kleiner sein als die Reichweite der 
starken Wechselwirkungen, da diese die Paritat nicht verletzten. Die einzige 
Lange, die man aus der Kopplungskonstanten fir den B-Zerfall g ~ 10-*° erg 


. em) und sonstigen Elementarkonstanten bilden kann, ist ly = Volke = 
~ 6-10-17em. Sie ist in der Tat wesentlich kleiner als die Reichweite der 
Kernkrafte (~ 10-1% cm). 

Diese Andeutungen lassen erkennen, daB man von einer endgiiltigen Deutung 
der in diesem Bericht beschriebenen Erscheinungen noch weit entfernt ist. 
Die Auswirkungen, die sich fiir andere Gebiete der Physik ergeben kénnen, 
z. B. fiir die Theorie der Elementarteilchen oder fiir unsere Vorstellungen 
vom physikalischen Raum sind bisher noch nicht abzuschatzen. 


Erlangen, Physikalisches Institut der Universitat. 
(Manuskript abgeschlossen August 1957.) 
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Uber die Nichterhaltung der Paritat beim 3-Zerfall’) 


Von I. 8S. SCHAPIRO 


§1. Einleitung 


Die in der letzten Zeit erhaltenen experimentellen Ergebnisse iiber neue 
Elementarteilchen (K-Mesonen, Hyperonen) riicken das Problem des p- 
Zerfalls erneut unter die wichtigsten Probleme der Kernphysik, der Physik 
der Elementarteilchen und offenbar der Physik allgemein. 

Um zu verstehen, welcher Art die zunachst anscheinend tiberhaupt nicht mit 
dem f-Zerfall zusammenhangenden und doch zu einer so wesentlichen Er- 
héhung des Interesses an diesem Problem fihrenden Uberlegungen waren, 
mu8 man sich daran erinnern, daf die bisher in der Kernphysik bekannten 
Wechselwirkungen — die Kernnukleonen-Wechselwirkung, die elektro- 
magnetische Wechselwirkung und die fiir den f-Zerfall verantwortliche 
Wechselwirkung (6-Wechselwirkung) — durch dimensionslose Konstanten 
charakterisiert werden, die sich in ihrer GréBe sehr voneinander unter- 
scheiden; die Konstante der §-Wechselwirkung ist etwa um einen Faktor 1022 
kleiner?) als die Konstante der Kernwechselwirkung und um einen Faktor 
10" kleiner als die der elektromagnetischen Wechselwirkung (siehe Tabelle 
la). Es ware durchaus nicht merkwiirdig, wenn die Konstanten der fiir den 
Zerfall der anderen Elementarteilchen verantwortlichen Wechselwirkungen 


Tabelle la 


elektromagnetische 
Wechselwirkung 


e*/he = 1/137 


B-Wechsel- 
wirkung 


G3 )301 On 


Kernwechsel- 
wirkung 


Werte beséBen, die um GréBenordnungen von den in der Tabelle la an- 
gefiihrten verschieden waren. Das ist jedoch nicht so. Bereits vor einiger 
Zeit wurde erwahnt, daB die Konstanten der dem Zerfall von z- und M- 
Mesonen entsprechenden Wechselwirkungen hinsichtlich der GréBenordnung 


1) Uberarbeiteter und erganzter Vortrag, der auf der VIJ. Jahrestagung iiber Kern- 
spektroskopie gehalten wurde (Januar 1957). 

Gekiirzte eae aus Uspechi fiz. Nauk 61, 313 (1957). 

2) Anm. d. dt. Red.: die dimensionslose Kopplungskonstante des B-Zerfalls ist: g2mc? h-® 
(vgl. Fermi, Elementary Particles, Yale Univ. Press (1951) S. 35). Setzt man fiir m 
die Elektronenmasse ein, so ergibt sich etwa 10-**, mit der Masse des y-Mesons folgt 
etwa 10713, 
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mit der Konstante der B-Wechselwirkung iibereinstimmen'). Die Unter-. 
suchung der Eigenschaften der neuen Teilchen — der K-Mesonen und der | 
Hyperonen — zeigte, da® die den Zerfall dieser Teilchen bestimmenden })| 
Wechselwirkungen durch Konstanten charakterisiert werden, die hinsicht- 
lich der GrdBenordnung ebenfalls mit der Konstanten der B-Wechselwirkung 
iibercinstimmen (siehe Tabelle 1b)?). Diese Tatsache (die in Anbetracht der 
sehr erheblichen Verschiedenheit der in Tabelle la zusammengestellten | 
Werte der Wechselwirkungskonstanten nicht trivial ist) legt uns, wenig- 
‘stens vom heuristischen Standpunkt, nahe anzunehmen, da& der Zerfall 
aller in Tabelle 1b zusammengestellten Teilchen durch Wechselwirkungen } 
bedingt wird, die mit der f-Wechselwirkung etwas Wesentliches gemein 1 
haben. Diese Wechselwirkungen nennt man nach GELL-MANN [J] oft t 
,schwach*‘ im Unterschied zur , starken‘’ Kernwechselwirkung und zur! 
elektromagnetischen Wechselwirkung. 


Tabelle lb 


Konstante 


207 

273 u>e+t+y 5,0 
20 3,8 
w+ 3,1 

966 ES Ie Bigs 42 Seal Qme= 
wtaety 6,1 
et+nty 6,6 

2182 A>N+ 2 

2327 aA—>N+2 ~1 

2586 E> A+ta 


Ist dieser Standpunkt richtig, so kénnen sich aus den Eigenschaften den} 
K-Mesonen und der Hyperonen bestimmte experimentell nachpriifbare’ 
Folgerungen fiir die B-Zerfallsprozesse der Nukleonen ergeben. 


§ 2. Das ,,t-0-Problem“ 
Eine der auffallendsten Eigenschaften der K-Mesonen ist die Gleichheiti 
(innerhalb der experimentellen Fehlergrenzen) ihrer Massen und Lebens-} 
dauern. Kine besonders gute Ubereinstimmung (bis auf 0,2°4) der Masseni] 
wurde bei den sogenannten t- und 0-Mesonen gefunden, das sind Teilchen 
die in drei bzw. in zwei z-Mesonen zerfallen (siehe Tabelle 2). Die Lebens~] 
1) Die Berechnungen, deren Ergebnisse in der Tabelle 1 b zusammengestellt sind, wurden} 
von DotinskI durchgefiihrt, der die neuesten experimentellen Werte benutzte. Ahnlicha} 
Berechnungen wurden frither von anderen Autoren durchgefihrt [siehe SELDOWITSCH' | 
Fortschritte der Physik 5, 70 (1957)]. Wir erwihnen, daB zur Bestimmung diese! 
dimensionslosen Konstanten fiir die verschiedenen Falle neben den Elementarkonstanter } 
h und c auch die Teilchenmassen benutzt wurden. 
2) Anm. d. dt. Red.: Zu der bei der Abschitzung der Kopplungskonstanten b tex 
Methode vgl. Fermi, Elementary Particles. ee aan 


eee 


— a 


a i 
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Tabelle 2 


K-Mesonentyp Lebensdauer (sec) 


6+ + at + 7? 12+ 0,1 
tt >Qnt4t+ am 13+ 0A} x10 
— 0,2 


dauern dieser Teilchen stimmen innerhalb der Fehlergrenzen der Messungen 
(10—20%) ebenfalls tiberein. Auf Grund des Gesagten liegt es nahe anzu- 
nehmen. daB wir es hier mit einem Teilchen zu tun haben, das auf zwei 


NV 
180 ir 
o- 


espe Fs 


Bild 1. 


) verschiedenen Wegen zerfallen kann. Im Zusammenhang hiermit ist die 
, Bestimmung des Spins und der Paritit jedes dieser beiden Teilchen von 
, groBem Interesse; sie miissen fiir beide Teilchen die gleichen sein, wenn sie 
| identisch sein sollen. Aussagen tiber Spin und Paritaét des t-Mesons kann 
; man aus Untersuchungen des Energiespektrums und der Winkelverteilung 
4 der beim Zerfall des t-Mesons gebildeten z-Mesonen durch Vergleich der 
» gemessenen Werte mit den Ergebnissen theoretischer Uberlegungen fiir die 
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verschiedenen Kombinationen von Spin und Paritaét erhalten. Zur Zeit ist) 
der Zerfall eines t+-Mesons in 3 geladene z-Mesonen am besten untersucht : 


tt—>2n*+ +2. 


Bild 1, das der Arbeit von SCHAPIRO, DOLINSKII und MISCHAKOWA [2]]| 
entnommen wurde, gibt einen Vergleich der experimentellen und theo-- 
retischen Ergebnisse fiir das Energiespektrum von z~-Mesonen, die beim) 
Zerfall von t*-Mesonen gebildet wurden. Diese Darstellung enthalt die Er-: 
gebnisse der Untersuchung von 492 Zerfallsereignissen von t*-Mesonen.. 
Die theoretischen Kurven wurden mittels hinreichend allgemeiner phano- 
menologischer (wenn auch vielleicht nicht véllig zwingender) Uberlegungen, , 
deren Analyse an dieser Stelle nicht am Platze ist, gefunden (siehe [2)).. 
Wie aus der Darstellung zu entnehmen ist, sind die Abweichungen der 
theoretischen Werte von den experimentellen fiir die theoretischen Kurven 
am kleinsten, die dem Spin und der Paritat 0- oder 2+ entsprechen (wobei 
das letztere weniger wahrscheinlich ist). Zum gleichen Ergebnis kommen auch 
andere Autoren?!) (siehe die Literaturangaben in [2]). Andererseits sind fii 
Spin und Paritaét der in zwei z-Mesonen zerfallenden 6-Teilchen nur die i 
Tabelle 3 angegebenen Kombinationen méglich (der Spin der 2-Mesonen 
ist Null)?). 


Tabelle 3 
Spin- und Paritat der 6- und t-Mesonen 


T+ 32 0- (Experiment) 
6—> 2a 0*, 2*, 4 usw. 


(theoretisch méglich, ebenso wie fiir die Zustande Be* —> 2a) 


Auf Grund der Situation, wie sie in Tabelle 3 zum Ausdruck kommt, bleiber 
uns nur zwei Moglichkeiten: 


1. die t- und 9-Mesonen sind verschiedene Teilchen; dann liegt ein Ent: 
artungsfall vor, denn neben der Gleichheit der Massen sind auch die Lebens 
dauern nahezu gleich; 

2. die t- und 6-Mesonen sind identische Teilchen, so daB wir es mit eine 
Teilchen zu tun haben, bei dessen Zerfall die Paritaét nicht erhalten bleibt?) 
Obwohl die erste Méglichkeit weniger radikal und eher annehmbar ist 


1) Anm. d. dt. Red.: Vgl. OREAR, Phys. Rev. 106, 834 (1957) und mehrere Arbeiten ix 
Bd. 4 (1956) des ,,Nuovo Cimento‘. 

*) Streng genommen sind fiir geladene Teilchen auch die Kombinationen 1-, 3~ us 
méglich. Da jedoch die gleichschweren neutralen 6°-Teilchen, die offenbar den geladener 
§-Teilchen entsprechen, in zwei 7°-Mesonen (d. h. in zwei identische Bosonen) zerfalle 
sind ungerade Werte fiir den Spin auszuschlieBen. Fiir die hier betrachteten Probleme 
ist das im ubrigen unwesentlich. 

°) Soweit man es beurteilen kann, wurde diese Hypothese zuerst von FEYNMAN in de: 
Diskussion auf der 6. Rochester-Konferenz iiber die Physik hoher Energien ausg 
sprochen [3]. Ausfiihrlich untersucht wurde dieses Problem zuerst von LEE und YANG [4] 
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sprechen die Tatsachen, wie aus dem folgenden zu ersehen sein wird, gegen 
diese. Wir erértern hier nur die zweite Méglichkeit, die zu einigen wesentlichen 


Konsequenzen fiir den £-Zerfall fiihrt, die experimentell nachgepriift werden 
k6énnen. 


§ 3. Erscheinungen beim 8-Zerfall von Kernen, die von der 
Nichterhaltung der Paritaét abhingen 


Bleibt die Paritaét beim K-Mesonenzerfall nicht erhalten, so ist auf Grund der 
oben dargelegten gemeinsamen Eigenschaften der schwachen Wechsel- 
wirkungen zu erwarten, daB die Paritat auch beim B-Zerfall von Kernen 
nicht erhalten bleibt. Wir bemerken hierzu, daB die Kernzustande durch 
vollig bestimmte Paritat charakterisiert werden, da die schwachen Wechsel- 
wirkungen bei der Bildung der Kernzustande eine verschwindende Rolle 
spielen. Die Nichterhaltung der Paritit bei den f-Zerfallsprozessen fithrt 
somit dazu, daB die Paritét der emittierten Strahlung unbestimmt bleibt. 
Mit anderen Worten, die Wellenfunktionen der emittierten Strahlung (Elek- 
tron, Neutrino) besitzen weder gerade noch ungerade Paritaét: Das Quadrat 
des Betrages der Well-nfunktion der emittierten Strahlung andert sich bei 
Spiegelung des Raumes. Diese Tatsache wird in der Tabelle 4 erlautert (s. u.). 
In dieser Tabelle sind die GréBen, die sich auf den aus dem urspriinglichen 
Raum durch Spiegelung hervorgehenden beziehen, mit Strichen versehen; 
die GréBen p und og bezeichnen Impuls- und Spinvektoren der am betrach- 
teten f-ProzeB beteiligten Teilchen. Aus der Tatsache, daB die GréBe 


t(p. o)|? proportional der Wahrscheinlichkeit des B-Prozesses ist, erhalten 


Tabelle 4 


—> 
YStrahl. = ip. a)- (ausl. Welle) 


Erhaltung der Paritat Nichterhaltung der Paritat 


f(p, 0) = +f (p’, 0’) f(p, 0) = +f’ (p’, oo’); [f[? + If? 
ifP= lf? lf]? =F, (p.o) + F_(p, 0) 

F, (p, ¢) =F, (p’, a’) 

“ F_(p, of = — Ff. (p’; o’) 
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wir eine einfache Mdglichkeit zum Auffinden von Effekten, in denen die 
Nichterhaltung der Paritat beim B-Zerfall zum Ausdruck kommt. Denn andert 
sich im Falle der Nichterhaltung der Paritat die GréBe if( p,o)!? bei Spiege- 
lungen des Bezugssystems, so kann man diese als Summe zweier GréBen 
(F, und F_) darstellen, von denen sich die eine bei Spiegelungen des Bezugs- 
systems wie eine GréBe mit gerader Paritit, die andere wie eine mit ungerader 
verhalt; diese beiden GréBen sind Funktionen der im Versuch gefundenen 


Werte p und G. Somit ist zur Beobachtung eines von der Nichterhaltung 
Tabelle 5 


Erlaubte Ubergange I. 
Effekte, die nicht von der Erhaltung der Paritat abhangen 


Unsymmetrische 
GroBe 


Nicht vorhanden 


Mp 
Form des 8-Spektrums 


78 


Pw: [pes p»] =0 
@N Pr Morrelationf-» 


‘4 4 


Nicht vorhanden 


Pr Korrelation 8-7 


der Paritiit abhangigen Effektes eine solche Versuchsanordnung erforderlich, 
bei der aus den gemessenen GréBen eine GréBe mit ungerader Paritat | 
(Pseudoskalar) F(p, oc) konstruiert werden kann). 

Es ist hierbei hervorzuheben, da die Méglichkeit der Bildung eines Pseudo- 
skalars aus den gemessenen GréBen nur eine notwendige, nicht aber eine: 


. r TT <> . . 
wi Eine Grobe F, |p, a ) mit gerader Paritét (Skalar) kann stets angegeben werden: : 
Eine Konstante oder eine beliebige gerade Potenz eines Pseudoskalars sind GréBen) 
gerader Paritat. 


i) 
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hinreichende Bedingung fiir die Abhingigkeit des Effektes von der Erhaltung 
oder Nichterhaltung der Paritat ist (es kann der Fall eintreten, daB der 
Koeffizient des gebildeten Pseudoskalars gleich Null ist). 

Aus dem bisher Erérterten ist zu ersehen, daB die Nichterhaltung der Paritit 
nicht in solechen Erscheinungen zum Ausdruck kommen kann, die bisher am 
B-Zerfall untersucht wurden: Form des f-Spektrums, Winkelkorrelation 
Elektron-Neutrino, 8—y-Winkelkorrelation (siehe Tabelle 5). Im ersten und 
letzten dieser Fille gibt es keine GréBen, aus denen ein Pseudoskalar ge- 
bildet werden kénnte. Fiir die Winkelkorrelation Elektron-Neutrino kann man 
formal den Pseudoskalar py - [pg p,] aus dem vom Kern abgegebenen Im- 
puls py, dem Impuls pz des Elektrons und dem Impuls p, des Neutrinos 
bilden, infolge der Koplanaritat aller drei Vektoren ist diese GréBe jedoch 
identisch gleich Null. 

In der Tabelle 6 sind die grundlegenden Erscheinungen zusammengestellt, 
in denen die Nichterhaltung der Paritét zum Ausdruck kommen kann. Zu 
diesen gehoren: 


Tabelle 6 
Erlaubte Uberginge II. 
Effekte, die von der Erhaltung der Paritat abhangen 


Nichterhaltung der 
Paritat 


Unsymme- 
trische GréBe 


Erhaltung der 
Paritat 


a W (8) = const W (8) =1+ acosd 


Polarisation der Kerne 
Winkelverteilung W (#) 


ay Pe 


> 
fi a Pp op P+: 0 
Polarisation 
ny — 7 
np tny 
der Elektronen 
é 76 A 
3 A} pp oy Wp,(0) = const | Wa,(#) = 1 + Bcosd 
7 . 7 
Zirkularpolarisation 


Winkelverteilung W3,(?) 
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a) die Winkelverteilung der Elektronen beim f-Zerfall polarisierter Kerne 


(Kernspin oy), die im Falle der Nichterhaltung der Paritét auch bei er- | 
laubten Ubergangen anisotrop ist (siehe Tabelle 6)1): 
b) longitudinale Polarisation der Elektronen, d. h. vorzugsweise Ausrichtung — 


des Elektronenspins op in oder entgegen der Richtung des Elektronen- 
impulses pz. Die GréBe der Polarisation P =(n, —n,)/(n, +2;), won, und 
n, die Zahl der Elektronen ist, deren Spin parallel bzw. antiparallel zu pg ist, 
ist fiir erlaubte Ubergiinge gleich Null, wenn die Paritaét erhalten bleibt, 
und kann von Null verschieden sein, wenn die Paritaét nicht erhalten bleibt; 
ce) die B—y-Winkelkorrelation mit der Emission (rechts- oder links-) zirkular 
polarisierter Quanten (wir erinnern daran, daB vom Standpunkt der Quanten- 
theorie die Emission zirkular polarisierter Photonen gleichwertig ist mit dem 
Vorhandensein einer von Null verschiedenen Projektion des Photonen- 


spins a, auf die Ausbreitungsrichtung der Photonen.) Bei.Erhaltung der 
Paritaét ist die Korrelationsfunktion Ws,(#) = const, d. h. es liegt Isotropie 
vor. Bei Nichterhaltung der Paritét hat die Korrelationsfunktion die in der 
Tabelle 6 angegebene Form2). 


§ 4. Formale Theorie 


Zur Berechnung der GréBen a, P, B (siehe Tabelle 6), durch deren Messung 
man die Nichterhaltung der Paritét bei B-Wechselwirkungen feststellen 
kann, dient eine phanomenologische Theorie des f-Zerfalls, die im Falle der 
Nichterhaltung der Paritat formal so abgedindert wird, wie es in Tabelle 7 
angegeben ist. Diese Anderung lauft darauf hinaus, da8 wir Invarianz der 
Hamilton-Funktion H, (Energiedichte) der B-Wechselwirkung nur noch 
gegen eigentliche Lorentz-Transformationen fordern, nicht mehr jedoch 
Invarianz gegen raumliche Spiegelungen, wie es in der Theorie gefordert 
wurde, die Erhaltung der Paritaét voraussetzte. 

Die Hamilton-Funktion Hy, der f-Wechselwirkung besteht bekanntlich 
aus einem Produkt zweier GréBen (p,n) und (e,v), von denen die eine 
[(p, n)] aus Nukleonen-Wellenfunktionen, die andere [(e, v)] aus den Wellen- 


*) Es muB8 besonders hervorgehoben werden, daB in diesem Falle nicht eine sogenannte 
Ordnung der Kerne (wie sie zum Beispiel bei tiefen Temperaturen in Kristallstrukturen 
als Ergebnis von Quadrupolwechselwirkungen entsteht) erforderlich ist, sondern eine 
Polarisation der Kerne, bei der der Mittelwert der Projektion des Kernspins auf eine 
gewisse Richtung im Raum (beispielsweise die Richtung des auBeren Magnetfeldes) 
von Null verschieden ist. 

*) Hinsichtlich dieses Effektes ist zu bemerken, daB die Messung der Zirkularpolarisation 
mit bestimmten Schwierigkeiten verbunden ist, die jedoch iiberwindbar sind, wovon 
beispielsweise die Arbeit [5] zeugt, in der die Zirkularpolarisation der y-Strahlung 
polarisierter Ni®-Kerne gemessen und dadurch das Vorzeichen des magnetischen 
Momentes eines der angeregten Zustinde dieses Kernes bestimmt wurde. Als Effekt, 
der zum Nachweis der Zirkularpolarisation der y-Strahlung dienen kann, wurde die 
von SELDOWITSCH [6] und Fano [7] beschriebene starke Abhangigkeit des Quer- 
schnittes der Compton-Streuung an polarisierten Elektronen vom Vorzeichen der 
Zirkularpolarisation des Quants benutzt (als Streuer mit polarisierten Elektronen 
kann magnetisiertes Eisen oder ein anderes Ferromagnetikum dienen). 
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funktionen der leichten Teilchen gebildet wird. In der die Erhaltung der 
Paritaét voraussetzenden Theorie wird die Identitiét der Transformations- 
eigenschaften beider GréBen beziiglich aller Lorentz-Transformationen 
gefordert. Ist also die GréBe (p, n) ein Skalar (skalare Variante der Theorie 
des f-Zerfalls), so muB auch die GréBe (e, v) ein Skalar sein, ist (p, ) ein 
Vektor, Tensor usw., so mu8 auch (e, v) entsprechend ein Vektor, Tensor 
usw. sein. Unter dieser Voraussetzung ist das Skalarprodukt (p, n) (e, v), 
und folglich auch 
H, = g(p, n) (e, »), 


wo g die Wechselwirkungskonstante ist, eine Invariante gegen alle oben auf- 
gezahlten Transformationen. 

Im Falle der Nichterhaltung der Paritét sind die Transformationseigen- 
schaften der GréBe (p, ») und der aus den Wellenfunktionen des Elektrons und 
des Neutrinos gebildeten Ausdriicke beziiglich eigentlicher Lorentz-Trans- 
formationen die gleichen, sie werden sich jedoch bei Spiegelungen des Raumes 
voneinander unterscheiden. Ist beispielsweise (p,) ein Skalar, so ist ein 
aus den Wellenfunktionen der leichten Teilchen gebildeter Ausdruck eine 
Summe aus einem Skalar und einem Pseudoskalar usw., wie es in der Tabelle7 


Tabelle 7 
Formale Theorie 


Erhaltung der Paritat Nichterhaltung der Paritat 


Hg = g(p,n) (e, ») 
Skalar, Skalar 
Vektor Vektor 

usw. usw. 


Hp = (p, n) {9 (e,) + 9’ (e, »)'} 
,GroBe ,,PseudogréBe‘ 


(e, »)’ = (75%) Ys = Vives Va 
yp = Dirac-Matrizen 


zum Ausdruck kommt. Die so gebildete Hamilton-Funktion Hg, andert 
sich bei Spiegelungen des Raumes, ist aber invariant gegen eigentliche 
Lorentz-Transformationen. Wesentlich ist, daB im betrachteten Falle jede 
Variante der Theorie des f-Zerfalls im allgemeinen nicht durch eine, sondern 
durch zwei Konstanten g und g’ charakterisiert wird (siehe Tabelle 7). Wie 
inzwischen bekannt ist, werden in Wirklichkeit skalare und TensorgréBen 
iiberlagert. Aus diesem Grunde treten in der neuen Theorie vier Kon- 
stanten auf; zwei Konstanten (gs,gs) der skalaren GréBen und zwei 
Konstanten (gp, gr) der TensorgréB8en. Benutzen wir die formale Theorie 
nach den dargelegten Prinzipien, so kénnen wir die uns interessierenden 
GréBen a, P, B (siehe Tabelle 5) berechnen. Fir die Superposition skalarer 
und tensorieller GréBen und unter Vernachlissigung des Coulomb-Feldes 
des Kernes sind die Ergebnisse der von TUROWZEW durchgefiihrten Rech- 
nungen in den Tabellen 8, 9 und 10 zusammengestellt*). Hier bedeuten J und 


1) In der oben zitierten Arbeit von LEE und YANG [4] wurde der Koeffizient a fiir die 
Umlagerung von Tensor- und PseudovektorgréBen berechnet. — Anm. d. dt. Red.: 
Formel (A. 4) dieser Arbeit ist unvollstandig. Vgl. Phys. Rev. 106, 371 (1957). 
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m den Kernspin und die Projektion desselben auf die z-Achse, a und 6 sind 
von m unabhingige Matrixelemente des Kerns fiir erlaubte 6-Uberginge: 


1 
a= [9 b= — far. 


Tabelle 8 
Erlaubte Ubergange ILI 
>| _ 2% Reg, 9'*) 
BY) Cele Higt 


Tabelle 9 
Erlaubte Uberginge IV 


Winkelverteilung der £-Teilchen von polarisierten Kernen 


W(d#) =1+ acosd 


AT 26 oc tel ee a Eee eet) Ae Reteewe) 
Te at(|gs|* + |gs)*) + O81 (I + 1) (gr? + lor)’ 


: I 
fiir Beals: b= = fon. 


B-Zerfall des Neutrons 
v Re (9s 97 + 95 9%) + 2 Re (rg?) 


a=+2. ; ; 
¢ (gs? + |gsl?) + 3(\gr|? + |g7l?) 
el e—a 
a MEY, 2 Regn 97) 
i, ce |gr|? + |g'p|? 1/9 
__ mw 2 Re(gr gf) 
T+1  ¢ |gp|* + |gp|? 
Tabelle 10 
Erlaubte Uberginge V 
Polarisation der Elektronen 
AI =0 
Pag 2, —% Res os) + B81 (I + 1) Re (gr g#) 
e a*(\gs|? + |gs|? + B27 + 1) (lgp |? + \9'r|?) 
AI = +1 
ecg th Me (or) 
c lgr| ar |g |? 
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Wie aus den Tabellen zu ersehen ist, sind die GréBen a, P und B dem Realteil 
des Produktes gg’ der Konstanten proportional und vom Verhiltnis der Be- 
triige dieser Konstanten unabhingig. Hieraus folgt, daB die oben betrach- 
teten Effekte allgemein, auch bei Nichterhaltung der Paritat, fehlen, wenn 
eine der Konstanten, beispielsweise g, reell und die andere (g’) rein imaginar 
ist. Die formale Theorie allein ist zur Klarung der Frage der mit der Nicht- 
erhaltung der Paritiit verkniipften experimentell beobachtbaren Effekte 
unzureichend. Die rein formale Konzeption ist auch hinsichtlich der folgenden 
Uberlegungen unbefriedigend. Ausgangspunkt einer solchen Theorie ist, wie 
wir sahen, die Bildung einer gegen Spiegelungen des Raumes nicht invari- 
anten Hamilton-Funktion Hg der Wechselwirkung. Streng genommen ist 
ein solches Vorgehen physikalisch sinnlos, da die Wechselwirkungsenergie- 
dichte gegen beliebige Transformationen des Bezugssystems invariant sein 
muB8. Denn sonst kénnte die Schwellenbedingung fiir eine Reaktion, sagen 
wir die Kernspaltung durch einen y- Quant, beispielsweise im rechtsorientier- 
ten Bezugssystem erfiillt sein, nicht aber im gespiegelten, links orientierten 
System, was offenbar undenkbar ist, da die Kernspaltung eine objektive 
Tatsache ist, die nicht vom Bezugssystem abhangen kann. 

Aus den dargelegten Griinden erfordert eine weitere Untersuchung dieses 
Problems eine Erérterung der Ursachen der Nichterhaltung der Paritat. 
Zugleich hiermit ist eine solche Modifikation unserer heutigen theoretischen 
Vorstellungen erforderlich, bei der die Nichterhaltung der Paritét mit der 
Invarianz der Energie der f-Wechselwirkung gegen Spiegelungen des Raumes 
vertraglich ist. 


§ 5. Was bedeutet die Nichterhaltung der Paritat? 


Denkbar sind zwei Arten von Ursachen fiir die Nichterhaltung der Paritat: 


1. Die Nichterhaltung der Paritat kann die Folge innerer Asymmetrien 
der Teilchen beziiglich rechts und links sein. Dieser bereits in der ersten 
Arbeit von LEE und YANG [4] enthaltene Gesichtspunkt wurde zuerst von 
LANDAU [9] klarer formuliert und (in einer anderen Variante, siehe unten) 
von JOFFE [10] ausgearbeitet. 

2. Die Nichterhaltung der Paritaét kann durch die Eigenschaften des Raumes, 
durch seine Struktur innerhalb kleiner Langen, bedingt werden. Einige 
Uberlegungen hierzu sind am Ende dieses Artikels wiedergegeben’). 

Wir betrachten zunachst die erste Méglichkeit ausfihrlicher. Der Begriff 
der Paritat ist untrennbar mit der Annahme verkniipft, da ein Teilchen 
ein gegen ,,rechts“ und ,,links‘ symmetrisches Objekt ist. Aus diesem Grunde 
verhilt sich das Teilchen bei Spiegelungen des Raumes (bei denen bekannt- 
lich ,,rechts‘‘ in ,,links“ iibergeht) so, als ginge es in sich selbst tiber, mit 
anderen Worten, das Teilchen unterscheidet sich durch nichts von seinem 
Spiegelbild. In diesem Falle, der in der alten Theorie allein betrachtet wurde. 


1) Anm. d. dt. Red.: Dieser Abschnitt ist in dieser Ubersetzung nicht enthalten. Sein 
Inhalt wird im vorstehenden Bericht von SCHOPPER (S. 611) referiert. 
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andert sich die Wellenfunktion des Teilchens bei Spiegelungstransformationen 
nur unwesentlich: Nach allgemeinen Satzen der Quantenmechanik kénnen 
die Wellenfunktionen zweier physikalischer Systeme (im vorliegenden 
Falle des Teilchens und seines Spiegelbildes), die sich durch nichts vonein- 
ander unterscheiden, héchstens um einen Zahlenfaktor vom Betrage 1 
verschieden sein!). Ist y die Wellenfunktion des Teilchens, so gilt somit 
bei Spiegelungen 

aig yp é-y, (1) 


(e| = 15 


wobei 


Da die Anwendung zweier Spiegelungen einerseits eine identische Trans- 
formation ist und andererseits hierbei 


Pir SP op 
gilt, ist 

a1 
oder 

§é=+1. 


Die Zahl € nennt man bekanntlich Paritaét. Das ist nur so lange richtig, wie 
das Teilchen bei Spiegelungen des Bezugssystems in sich selbst tibergeht, 
d.h. solange wir annehmen, daB das Teilchen ein beziiglich ,,rechts‘‘ und 
, links“ symmetrisches Gebilde ist. Ist das nicht so, so kénnen die zum 
Begriff der Paritaét fiihrenden Uberlegungen nicht durchgefiihrt werden. 
Denn nehmen wir an, das Teilchen besitze eine gewisse innere Unsymmetrie 
beziiglich recht und links, ahnlich wie beispielsweise die die Polarisations- 
ebene des Lichtes rechts- und linksdrehender Weinsiure. Der Anschaulich- 
keit halber sagen wir, daB in diesem Falle mit dem Teilchen eine gewisse 
Rechts- oder Linksschraube verkniipft ist. Da die Rechtsschraube bei 
Spiegelung in eine Linksschraube tibergeht, geht das Teilchen bei Spiege- 
lungen des Raumes nicht in sich selbst tiber, es ist also mit seinem Spiegelbild 
nicht identisch. Aus diesem Grunde andert sich die Wellenfunktion des 
Teilchens nicht nach (1), sondern nach einem anderen Gesetz. Insoweit der 
Paritatsbegriff eine Folge der Transformation (1) ist, wird er in diesem 
Falle automatisch beseitigt. Der inneren Unsymmetrie gegen ,,rechts und 
,,links‘‘ wegen kann dem Teilchen keine Paritat zugeordnet werden. Mit 
der Aufhebung des Begriffes ,,Paritaét‘‘ entfallt natiirlich auch das Problem 
des Gesetzes iiber die Erhaltung der Paritit. 

LANDAU [9] vertrat eine Hypothese, nach der die innere » Rechts- 
Links-“Symmetrie der Teilchen mit der Ladung verknipft wird. 
Das bedeutet anschaulich gesprochen, daS eine Teilchen mit positiver 
Ladung (beispielsweise ein Proton) durch eine Rechtsschraube charakterisiert 


1) Der Einfachheit halber sprechen wir hier von Teilchen mit dem Spin Null. Bei von 
Null verschiedenem Spin multipliziert sich die Wellenfunktion des Teilchens mit einer 
gewissen Matrix, deren Elemente feste Zahlen sind, was jedoch nichts an den Dingen 
andert. Uber Transformationen der Wellenfunktionen von Teilchen mit von Null ver- 
schiedenem Spin bei Spiegelungstransformationen siehe {11}. 
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wird, wenn dem Teilchen mit der negativen Ladung (beispielsweise dem 
Antiproton) eine Linksschraube zugeordnet wird. Da das Spiegelbild einer 
Rechtsschraube eine Linksschraube ist, ist das Spiegelbild eines Teilchens 
sein Antiteilchen. In dieser Variante der Theorie kann man die Invarianz 
der Hamilton-Funktion H, der B-Wechselwirkung gegen Spiegelungen des 
Raumes erreichen!), wenn die in die Hamilton-Funktion eingehenden 
Wechselwirkungskonstanten (gs, ys, 9r, gv usw.) entweder reell oder rein 
imaginar sind. Wie aus der Tabelle 8 zu ersehen ist, sind die GréBen a, P, B 
von Null verschieden und alle oben betrachteten, mit der Nichterhaltung 
der Paritit zusammenhangenden Effekte (siehe Tabelle 6) treten auf. 

In dieser Variante der Theorie geht die Symmetrie der Theorie gegen . 
Ladungskonjugation, d.h. gegen Vertauschung aller Teilchen mit ihren 
Antiteilchen (ohne Spiegelung des Raumes) verloren. Denn stellen wir uns 
beispielsweise ein aus Lichtwellen und positiv geladenen Teilchen bestehendes 
System vor. Da einem bestimmten Ladungsvorzeichen eine bestimmte 
, Rechts-Links“-Unsymmetrie, beispielsweise eine ,,Rechtsschraube“, ent- 
spricht, kann das System dieser Ladungen die Polarisationsebene des Lichtes 
nach rechts drehen, wahrend das aus negativen Teilchen bestehende ladungs- 
konjugierte System die Polarisationsebene nach links dreht. Es ist daher klar, 
daB man den Begriff der Paritat in der Konzeption von LANDAU nur fiir 
absolut neutrale“ Teilchen, d.h. fir Teilchen, die keine Antiteilchen be- 
sitzen, oder, mit anderen Worten, die mit ihren Antiteilchen identisch sind, 
einfihren kann. In diesem (und nur in diesem) Falle ist das Teilchen mit 
seinem Spiegelbild identisch, fiir die Wellenfunktion neutraler Teilchen wp 
gilt folglich ein Transformationsgesetz der Form (1): 


p> Ey, = & = +1. (2) 


Die GroéBe &, ist jedoch nicht gleich der Paritat £ im herkémmlichen Sinne 
dieses Wortes, denn die Operation der Spiegelung besteht in der Terminologie 
der alten Theorie hier aus einer (raumlichen) Spiegelung und einer 
Ladungskonjugation?). Mit der ersten dieser beiden Operationen hangt 
in der alten Theorie die gewohnliche Paritat — zusammen, mit der zweiten 
im Falle absolut neutraler Teilchen die sogenannte Ladungsparitat Fe). 


1) Das erreicht man in Ubereinstimmung mit dem oben dargelegten durch eine Ab- 
anderung des Transformationsgesetzes fiir die Wellenfunktionen: Wegen der inneren 
Rechts-Links-Asymmetrie der Teilchen, die mit der Ladung zusammenhiangt, wird bei 
Spiegelungen des Raumes an Stelle des Transformationsgesetzes (1) das folgende be- 
nutzt: 

Y-Teilchen > & * P-Antiteilchen 


(€ ist hierbei im allgemeinen eine Zahl oder eine Matrix); LANDAU nennt diese Trans- 
formation ,,kombinierte Inversion“. 

2) Anm. d. dt. Red.: Bereits Wick, WIGHTMAN und WIGNER haben auf diese Operation 
hingewiesen (Phys. Rev. 88, 104 (1952); FuBnote 9). 

3) Ist das Teilchen absolut neutral, so transformiert sich seine Wellenfunktion bei 
Ladungskonjugation nach dem Gesetz yo > E,-y®, wo &, = +1 die Ladungsparitat 
ist (naheres siehe in [1/]). Anm. d. dt. Red.: vgl. auch Nisu1jiMma, Fortschr. d. Phys. 
4, 519 (1956). Man beachte, daB Nisuiyima fir é, ,,parity against charge conjugation 
sagt und ,,charge parity“ fiir eine andere GréBe verwendet. 
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Auf Grund des Gesagten ist &, gleich dem Produkt von & und &,; 
LANDAU nennt die GréBe &, ,,kombinierte Paritat‘‘. Als Beispiele absolut: 
neutraler Teilchen kénnen die Quanten des elektromagnetischen Feldes,, 
die z°-Mesonen und die K°-Mesonen!) dienen. Im Unterschied hierzu sind | 
Neutronen und, wie wir im folgenden sehen werden, Neutrinos keine absolut} 
neutralen Teilchen. 
Die kombinierte Paritaét der Potentiale des elektromagnetischen Feldes?) ist: 
gleich +1(€ =—1, & =-—1) und die des 2°-Mesons —1 (€ = —1, 
€, = +1); was das K°-Meson betrifft, so wurde unlangst festgestellt, daB es; 
zwei Sorten von K°-Mesonen gibt mit &, = --1. Die kombinierte Paritat iso-. 
lierter, absolut neutraler Teilchen bleibt erhalten. Der Unterschied zur alten: 
Theorie besteht darin, daB in dieser Paritét (&) und Ladungsparitat (&,)) 
einzeln erhalten bleiben, waihrend in der Theorie von LANDAU nur das Produkt; 
dieser beiden GréBen erhalten bleibt. Wir sahen, daB die Konzeption von: 
LANDAU zu einer Reihe experimentell nachprifbarer Folgerungen fihrt,, 
insofern in dieser Re(gg') +0 ist; diese sind in den Tabellen 6, 8, 9 und 10 
zusammengestellt. Aus den bisher entwickelten Uberlegungen darf man jedoch: 
nichts tiber die Gréfen g’/g folgern, von denen die quantitative Seite der 
Effekte abhangt. Aus den Tabellen 8, 9 und 10 ersieht man, daB alle Effekte 
fir g =g' maximale GréBe erreichen. Insbesondere wird die GréBe P der 
Longitudinalpolarisation der 6-Teilchen (des Elektrons oder Neutrinos) in 
diesem Falle einfach gleich +v/c, wo v die Teilchengeschwindigkeit und ¢ 
die Vakuumlichtgeschwindigkeit bedeuten. Nehmen wir an, daB die Masse 
des Neutrinos identisch gleich Null ist, d. h. daB v, = c, so finden wir, daB' 
beim f-Zerfail in Abhangigkeit davon, ob g und g’ gleiche oder verschiedene : 
Vorzeichen haben, alle Neutrinos vollstindig longitudinal polarisiert sind. 
(in oder entgegen der Bewegungsrichtung). Als bemerkenswerte Besonder- 
heit der betrachteten Variante der Theorie erwahnten LANDAU [9] und. 
unabhangig davon’) etwa spiter LEE und YANG [12] die Méglichkeit anzu-. 
nehmen, dafi alle Neutrinos der Welt unabhiingig von der Art ihrer Erzeugung ' 
volistindig longitudinal polarisiert sind (,,longitudinale Neutrinos‘’ nach 
der Terminologie von LANDAU). Aus dieser Annahme folgt automatisch, 
da die Masse des Neutrinos identisch gleich Null ist. Diese Tatsache macht 
die LANDAUsche Variante der Theorie besonders anziehend und bedingt | 
eine Reihe zusatzlicher Konsequenzen. 

Betrachten wir beispielsweise den Zerfall von x+-Mesonen in i-Mesonen und. 


Neutrinos: a i. oy (4) 


Ist das Neutrino vollsténdig longitudinal polarisiert, so ist auch das fe 
Meson vollstindig longitudinal polarisiert, da der Spin der a-Mesonen. 


1) Anm. d. dt. Red.: 6° ist von seinem Antiteilchen 6° verschieden, aber 6? und 68 sind 
jeweils mit ihren Antiteilchen identisch. Vgl. SELDowiTscH, Fortschr. d. Physik 5, 70) 
(1957). Dies gilt aber nur, wenn die Zerfallswechselwirkung C P-invariant ist. 
*) Anm. d. dt. Red.: Ay hat & = + 1, ah, 

*) Anm. d. dt. Red.: Vgl. auch die gleichzeitig erschienene Note von SALAM, Nuovo) 
Cimento 5, 299 (1957). 
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gleich Null ist (das Vorzeichen der Longitudinalpolarisation der «-Mesonen 
ist offenbar dem Vorzeichen der Longitudinalpolarisation des Neutrinos 
entgegengesetzt). Bekanntlich zerfallt das im ProzeB (4) gebildete w-Meson 
gemaB 

pore ike (5) 
oder auch 

u>re+2y, (6) 


wo y» ein Antineutrino bezeichnet. Da hier polarisierte u-Mesonen zerfallen, 
ist die gleiche Erscheinung wie beim {-Zerfall polarisierter Kerne zu be- 
obachten: Die Winkelverteilung der beim Zerfall gebildeten Elektronen ist 
beziiglich der Polarisationsrichtung der ju-Mesonen, d.h. beziiglich der 
Richtung der Bewegung derselben bis zum Zerfallsort, anisotrop. Die Winkel- 
verteilungsfunktion fiir den Zerfall gemaB (5) hat die Form 


dW (e, #) = 2? (3 — 2e) (1 + acos d)de, (7) 
a = [2ab/(a? + b?))[(2e — 1)/(38 — 2e)], (8) 


wo e« das Verhaltnis der Energie des Elektrons zur maximal méglichen 
Energie ist; a und 6 sind unbekannte reelle Konstanten, die in die Hamilton- 
Funktion der Wechselwirkung eingehen’). 

Eine andere wichtige Folgerung der Hypothese der Longitudinalneutrinos 
ist die Nichtidentitat von Neutrino und Antineutrino, die in dieser Variante 
der Theorie verschiedene Teilchen sind. Das ist nach dem oben Dargelegten 
leicht verstindlich, da die innere ,,Rechts-Links‘‘-Unsymmetrie bei longitu- 
dinal polarisierten Neutrinos eine besonders anschauliche Bedeutung erhalt ; 
als mit dem Neutrino verkniipfte ,,Rechtsschraube‘‘ kénnen wir den Spin 
des Neutrinos betrachten, der fiir alle Neutrinos in ihre Bewegungsrichtung 
fallt. Bei einer Spiegelung geht die Rechtsschraube in eine Linksschraube 
iiber und wir erhalten ein Teilchen, dessen Spin der Bewegungsrichtung 
desselben entgegen gerichtet ist. Dieses Teilchen ist offenbar das Antineutrino, 
da in der LANDAUschen Theorie das Spiegelbild eines Teilchens sein Antiteil- 
chen ist. Wir sehen, daB sich Neutrino und Antineutrino in diesem Falle 
explizit voneinander unterscheiden: Wahrend fiir das longitudinal polarisierte 
Neutrino P, — +1 ist, ist fiir das longitudinal polarisierte Antineutrino 
P, = —1'). Nehmen wir also die Hypothese des longitudinalen Neutrinos 
als richtig an, so sind Neutrino und Antineutrino verschiedene Teilchen. 
Dieses Ergebnis stimmt mit den heutigen experimentellen Ergebnissen 


1) Die Hamilton-Funktion der Wechselwirkung hat in diesem Falle die Form H = (e, 44). 
(v, v). Aus den Wellenfunktionen der longitudinalen Neutrinos und Antineutrinos kann 
man nur eine Vektorkombination bilden, genauer: 


(v, v) = (Vektor) + (Pseudovektor). 
In Ubereinstimmung hiermit gilt fiir (¢, 1): 
(ec, u) = a (Vektor) -}- b (Pseudovektor). 
2) Man iberlegt sich, da8 hier allein die Verschiedenheit der Vorzeichen wichtig ist, 


nicht die Terminologie. Man kénnte ebenso das Teilchen Neutrino nennen, fiir das 
P, = —1 ist, das Antineutrino ware dann das Teilchen, fiir das Py = -+1. 
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